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Conventions et notations générales

Conventions. La notation A := B signifiera que le terme A est défini par la formule B. Les
expressions nouvelles sont écrites en itfaliques au moment de la définition. Noter qu’une définition
peut apparaitre au cours d’un théoréme, d’un exemple, d’un exercice, etc.

Exemple 0.0.1 L’espace vectoriel E* := Homg (E,K) est appelé dual de E.

Notations. Voici les plus courantes (parmi celles qui ne sont pas totalement standardisées et ne
sont pas introduites dans le cours) :

- lo)(a, r), D(a,r), dD(a,r) désignent respectivement le disque ouvert, le disque fermé, le
cercle de centre a € C et de rayon r > 0.

— O(U) désigne la C-algebre des fonctions holomorphes sur un ouvert U de C.

— Si yest un chemin, on note y le chemin opposé ; si Y;,7Y» sont deux chemins tels que y; (1) =

v2(0), on note y; .Y, le chemin composé.

I(a,\) désigne I’indice de a € C par rapport au lacet A.



Chapitre 1

Etudes globales de fonctions :
prolongement analytique et
monodromie

Le theme de ce chapitre est le suivant : de nombreuses fonctions holomorphes importantes
s’étudient sans probléme localement a I’aide de 1’analyse complexe élémentaire, mais ont un com-
portement global mystérieux et intéressant que 1’on peut comprendre géométriquement.

Lectures conseillées :
1. “Complex Analysis” de L. V. Ahlfors, chapitre 8, §1
2. “Topics in Complex Functions, vol. I’ de C. L. Siegel, chapitre 1, §1,2,3

3. “Abrégé d’histoire des mathématiques, vol. II” sous la direction de J. Dieudonné, chapitre
VII, premiere partie

On pourra également consulter le chapitre I, §1 de mon cours de M2 “Equations fonctionnelles
analytiques dans le champ complexe”, accessible en ligne :

http://www.math.univ-toulouse.fr/~sauloy/PAPIERS/deal4-05.pdf

Pour une référence facilement accessible a certains faits de base, nous renverrons parfois au ma-
nuel “Mathématiques, Tout-en-un pour la Licence, niveau L1” et “niveau L2”, sous la direction
de J.-P. Ramis et A. Warusfel, Dunod (respectivement abrégés en RW1 et RW2); et au “Cours de
mathématiques pures et appliquées, vol. 1, Algebre et géométrie”, sous la direction de J.-P. Ramis
et A. Warusfel, De Boeck (abrégé en RW3.1).

1.1 Racine carrée

On connait bien la fonction x — /x de R dans R : elle est de classe C* sur R, et vérifie :
VxeRy, (Vx)? =ux

De plus, Va,b € R, , vab = \/a\/b. Sa définition est sans mystére en tant que réciproque de la
fonction x — x> de R, dans R, qui est bijective.



Pour définir la fonction z — +/z de C dans lui-méme, on serait tenté de poser v re'® := Vre®2,
Malheureusement, cela donne lieu a des paradoxes :

f:ﬁ B Vi
=V 1.620) = /1£0m/2 = 1,

Pour éviter les contradictions, il faut donc restreindre 1’argument 6 a un “domaine fondamental” :
par exemple, [0,2n] ou |—m,7|. Pour chacun de ces deux choix (que I’on appelle déterminations

—14i
de la racine carrée), ona V1 =1, /—1 =1, \/— T ; mais le calcul de v/—1i donne 7
—i
% pour la deuxiéme.
Autre inconvénient : dans I’un et I’autre cas, la fonction obtenue n’est pas continue sur C. Par
exemple, dans le premier cas, lin} \/z vaut 1 ou —1 selon que z tend vers 1 par dessus (argument
—

pour

la premiere détermination,

0 — 0-+) ou par dessous (argument 6 — 27t—) ; dans le second cas, c’est le calcul de lim1 V/z qui
-

donne un résultat ambigu.

Exercice 1.1.1 Dans le premier cas, la fonction est continue sur C\ R* ; dans le second cas, elle
est continue sur C\ R* .

Enfin, aucune des deux déterminations ne vérifie la propriété algébrique v/ab = \/a\/b : dans

les deux cas, \/(— 1) # (v/=1)(/—1). Ces propriétés négatives ne sont pas dues A notre
maladresse :

Théoréme 1.1.2 (i) Il n’existe pas de fonction f : C — C telle que ¥z € C, (f(z))* = z et qui soit
continue.

(ii) Il n’existe pas de fonction f : C — C telle que Vz € C , (f(z))> = z et qui vérifie de plus
Va,b € C, f(ab) = f(a)f(b).

Preuve. - (i) Posons £(t) := f(¢)e"/? pour r € R. La fonction € est continue et a pour carré la
constante 1. Elle est donc constante de valeur o = =1, et f(e'") = owe”/? pour tout t € R. Mézalor
f(1) = (prendre r = 0) et f(1) = —a (prendre ¢ = 2m), contradiction.

(ii) On a bien entendu f(1) = +1 # 0. La deuxiéme contrainte entraine f(1) = f(1?) = f(1)?, donc
f(1) = 1. Cela implique alors f(—1)> = f((—1)?) = 1, ce qui contredit la premiére contrainte. [J

1.1.1 Etude locale

On va chercher a définir /z sur un “petit” ouvert U, par exemple un disque. On posera :
FU)={f:U—C]|f estcontinueetVze U, (f(z))*>=z}.

(On verra qu’en fait toutes les solutions continues sont holomorphes.) Si 0 € U, c’est impossible
(autrement dit, F (U) = 0) par le méme argument que dans le théoréme : fixer r > 0 tel que le
disque ouvert D(0, ) soit inclus dans U et considérer la fonction ¢ +— f(rel’)e /2 (détails laissés
au lecteur).



Soit donc U C C*. On le suppose non vide (sinon, aucun interét !) et connexe ; on peut en effet
se ramener a cette situation en vertu de I’exercice qui suit.

Exercice 1.1.3 SiU = U, UU,, les ouverts U, et U, étant disjoints, I’application F (U) — F (U;) x
F (Uz) qui a f associe (fjy,, fiu,) est une bijection.

L’ouvert U C C* étant connexe non vide, soient f,g € F(U). Alors f> = g> = g=+f (c’est
ici qu’intervient la connexité de U) et I’on conclut que ¥ (U), s’il n’est pas vide, a exactement deux
éléments opposés. Dans ce cas, si I’on choisit arbitrairement zg € U et wy € C tel que w(z) = 20,
chacune des deux déterminations de la racine carrée sur U est uniquement spécifie par la condition
initiale f(zo0) = wo, resp. f(zo0) = —wo.

Remarque 1.1.4 L’ensemble ¥ (U) peut étre vide méme si 0 ¢ U : il suffit par exemple que U
contienne un cercle dD(0,r) := {z € C| |z| = r}, r > 0 (méme argument que précédemment). On
peut démontrer (et le lecteur y est vivement encouragé) que, pour que F (U) soit vide, il faut, et il
suffit, que U contienne 1’image d’un lacet A tel que 1’indice ' 7(0,A) de O par rapport 4 A soit non
nul. Cela découlera, au choix, de I’étude qui suit ; ou bien de la propriété analogue de la fonction
logarithme 2 (voir le cours de fonctions de variables complexes de L3 ou la section 1.3).

Au voisinage de 1

Prenons zgp = 1, d’olt wg = %1 ; et choisissons wg = 1. On ne prescrit pas I’ouvert U, et I’on
cherche a résoudre le systeme :

Développement en série entiere. On cherche d’abord f sous forme de série entiére au voisinage
del:

@) = L anle—1)" = f(1+1) = g(u) = ¥ a".

n>0 n>0

{g<o> =1,
(g(w))? =1+u.

Parce que cela rend les calculs beaucoup plus faciles, on remplace ce systeme algébrique par le
systeme différentiel équivalent :

8(0) =1,

2(1+u)g =g.

(Le lecteur est invité a vérifier que les deux systémes sont en effet équivalents : ici encore, la
connexité de U intervient.) Les conditions correspondantes sur les coefficients s’écrivent :

Les conditions sur g s’écrivent :

ap = 1,
2(nap+ (n+1)ay+1) = ay.

1. Dieudonné, Calcul infinitésimal, VIL.6 p. 207.
2. RW2 p. 820.




—n+1/2
On en déduit que il _ TN / ,d’ou:
a, n+1
n—1
—k+1/2 1/2
VneN =l|—F=
et enfin :
1/2
(1.1.4.1) f=Y < / >(z—1)”-
n>0 n

Le rayon de convergence de cette série est 1 (car a,/a, — 1) et I’on a donc obtenu une solution
o
holomorphe sur le disque ouvert U = D(1,1). On ne pouvait pas espérer un plus grand rayon de

o]
convergence puisque, pour r > 1, le disque ouvert D(1,r) contient 0.

Calcul avec le module et ’argument. La fonction définie par rel® — \/re'®/2 pour r > 0 et

—T < 0 < 1 est une détermination de la racine carrée, continue sur C \ R_ (ce que le lecteur

[¢]
vérifiera) : sarestriction a D(1,1) (qui est bien inclus dans C\ R_) est donc égale a la série trouvée
précédemment, ou bien a son opposée, en vertu de ce qui a été dit sur F (U). En comparant leurs
valeurs en z = 1, on voit qu’il y a égalité.

Définition 1.1.5 L’unique détermination de la racine carrée continue sur C\ R_ et telle que 1 +— 1
est appelée détermination principale.

Exercice 1.1.6 (i) A quelle condition sur 0, € R a-t-on I’inclusion 103(1, 1)cV:=C\R_e% 21
est recommandé, bien que pas indispensable, de faire un dessin.)

(ii) Montrer que I’on obtient alors une détermination de la racine carrée continue sur V en posant
re® — \/re®2 pour r > 0 et 0g — 1 < 6 < 6y + .

Au voisinage d’un autre point de C*

Soit zg € C* et soit wy tel que w(z) = z0. On ramene facilement le systéme au voisinage de zg :
f(z0) = wo, (f(2))? = z, au systéme au voisinage de 1 en posant f(z) = wod(z/z0) : le systéme
ci-dessus est alors équivalent 2 (1)1, (¢(z))> = z, que I’on a déja résolu.

o
Développement en série entiere. On en déduit la solution holomorphe sur D(zy, |zo0|) :

= X ("7 a1y

n>0

Calcul avec le module et ’argument. Pour tout choix de 6y tel que D(zg,|z0]) CV := C)\
R_e®, Ia fonction définie par re®® — /re'®? pour r > 0 et 0) — T < 8 < By + T est une détermi-

[¢]
nation de la racine carrée continue sur V dont la restriction a D(zo, |z0|) admet le développement
en série entiere ci-dessus ou son opposé.

Exercice 1.1.7 Comment trancher ?



1.1.2 Etude globale

Puisque I’on sait définir localement des déterminations continues (et méme holomorphes) de la
racine carrée, on peut tenter d’en construire globalement en “recollant” les petits morceaux locaux.
Mais nous savons d’avance que c’est impossible (théoreme 1.1.2). Pour comprendre pourquoi, on
va propager les informations locales et voir a quel moment on ne peut plus. Il s’agit donc au fond
de la question du prolongement analytique.

La promenade. On va partir du point 1 € C et tourner autour de O le long du cercle unité
oD(0,1), parcouru dans le sens positif. Le cercle unité est recouvert par les disques ouverts

Uy = D(ei“k/z, 1), k=0,1,2,3 (bien entendu, Uy14 = Uy); noter que Uy C C*. On note fj la

détermination principale de la racine carrée sur le disque ouvert Uy = D(1,1) i.e. la restriction de
cette détermination (cf. la définition 1.1.5) a Uy, i.e. la fonction définie par la série entiere (1.1.4.1).
o

Pour prolonger au disque U; = D(i, 1), on commence par restreindre fj a I’ouvert Uy; := UyNUj.

1
On note fy; € F (Up1) la fonction obtenue. Comme Up; est non vide (il contient par exemple %),

convexe (car intersection de deux convexes) donc connexe, il y a exactement deux déterminations
= fo1 de la racine carrée sur Uy .
On a déja vu qu’il y a exactement deux déterminations de la racine carrée sur U; : puisque les

. ) . 1+i . 1+i . .
racines carrées de i sont j:W, ce sont les fonctions :I:—2 fo(z/1). L'une de ces deux fonctions

admet pour restriction a Uy, la fonction fy; ci-dessus. Notons f; € F (U;) cette fonction, qui a
donc été obtenue par restriction suivie de prolongement.

L’argument se synthétise ainsi : les applications naturelles de restriction ¥ (Up) — F(Up;) et
F(U1) — F (Uo) sont bijectives ; en composant 1’une avec la réciproque de I’autre, on définit une
bijection F (Uy) — F (Uy) ; 'image de fy par cette bijection est f7.

o o (¢]

On continue la promenade le long de U, =D(—1,1), U3 =D(—i, 1) pour finiren Us =D(1,1) = Uy
en répétant le mécanisme de restriction suivie de prolongement, i.e. en composant les bijections

F(Uo) = F(Ur) = F(U2) — F(Us) = F(Us), for fir> for fi— fa

Noter que tous nos choix de restriction-prolongement sont totalement contraints par la condition
de continuité. A Ia fin, on a nécessairement fy = + fj (deux déterminations continues de la racine
carrée sur le méme disque). Plus ou moins ?

Calculs explicites. Ils se font le plus aisément sous la forme trigonométrique. On a a priori
fi(re®) = g;\/re®? pour r > 0 et O € [kn/2 — m,kn/2 + [, ol & = 1 est une certaine constante
a déterminer de proche en proche. Par définition de fj, on a €y = +1. Puis :

. 1+i
1. En comparant fjy et f] en ™t = i, on trouve €1 = 1.
V2
e
2. En comparant fj et f,ene = ———, ontrouve & = 1.
V2
: —1—i
3. En comparant f> et f3 en Sm/A =~ on trouve e =1.
V2
7im/4 _ 1-i

4. En comparant f3 et fyen e ——, ontrouve €4 = 1.

V2

10



Finalement, on voit que f; est la fonction sur ]O)( 1,1) définie par re'® — \/re®®/? pour r > 0 et
0 € |m,3n|. Ce n’est pas la méme détermination qu’au départ : f4 = — fy, comme on le vérifie en
0=1=e0 =",

Remarque 1.1.8 La promenade suggere une interprétation dynamique de 1’impossibilité d’un
prolongement analytique global : lorsque 1I’argument de z fait un tout complet sur le cercle des
directions, I’argument de sa racine carrée, qui va deux fois moins vite, ne fait qu’un demi-tour et
ne revient pas au point de départ. Comme dans “Les neuf princes d’Ambre”, en faisant un tout
complet, on ne se retrouve pas nécessairement a son point de départ, mais peut-&tre sur un plan
différent den la réalité.

Quelle est la régle générale? Comment prolonge-t-on une détermination locale de la racine
carrée ? Autrement dit, étant donnés a € C* et une fonction f(z) de carré z continue au voisinage
de a, comment “propage-t-on” I’information jusqu’en un point b en lequel f n’est pas définie au
départ ? La réponse est le prolongement analytique le long d’un chemin. Les données de départ
en sont : le point a, la fonction f, le point b et un chemin dans C* d’origine a et d’extrémité b,
autrement dit, une application continue y: [0, 1] — C* telle que Y(0) = a, Y(1) = b. La procédure
est la suivante :

1. On recouvre le compact Im 7y par un nombre fini de disques ouverts U; = D(z;,r;) C C¥,
zi=vY(t), ri >0,i=0,...,k, choisis de telle sorte que :

to=0—z0=a, H{=1—z=D>b,
< <---<tg,
Vie{l,...,k},UiﬂUi_] 750

Le lecteur consciencieux vérifiera qu’un tel choix est en effet possible.

2. On définit fp comme I’'unique élément de F (Up) qui coincide avec f au voisinage de a; il
suffit d’ailleurs pour cela d’imposer fy(a) = f(a) d’apres I’étude locale.

3. On appelle fi,..., fy les images successives de fy dans F (U;),..., F (Uy) par les bijections
de “restriction-prolongement” ¥ (U;—1) — F(U;NU;i—1) — F(U;),i=1,... k.

4. Le résultat du prolongement analytique de f le long de 'y est la fonction f; sur Uy.

On a donc en fait défini une bijection ¥ (Uy) — F (Uy). 1l faut noter que les rayons de défini-
tion rg, 7, de fp, fr n’ont pas vraiment un sens intrinseéque ; ce qui est réellement en jeu, ce sont des
fonctions définies dans “un certain voisinage” (ouvert non vide) non spécifié de a, resp. b. En effet,
si deux déterminations de la racine carrée coincident en un point, elles coincident sur tout disque
centré en ce point ou elles sont toutes les deux définies (cela découle encore de I’étude locale).
Notre procedure opere donc en fait sur des germes de fonctions holomorphes (on y reviendra).

On peut démontrer que le résultat du prolongement analytique le long d’un chemin ne dépend
pas du choix des disques U; (c’est un cas particulier du théoréme de monodromie qui sera énoncé
plus loin). On peut cependant se demander si ce résultat dépend du choix du chemin. La réponse est
malheureusement oui. En effet, on peut vérifier que, si I’on prolonge la détermination principale
fdea=1ab=11lelong du chemin y(t) = ¢*™, le résultat est — f (cf. la promenade) ; alors que
si ’on prolonge f de a=1a b =1 le long du chemin constant y(¢) = 1, le résultat est f (c’est
trivial).
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Exercice 1.1.9 Comparer les résultats du prolongement de la détermination principale de a =1 a
b= —1 le long du chemin y(¢) = €™, resp. le long du chemin y(¢) = e~ 1™,

Cependant, le théoreme de monodromie * implique que, I’origine a et I’extrémité b étant fixées,
le résultat du prolongement analytique ne dépend que de la classe d’homotopie du chemin dans
C*. Autrement dit, si deux chemins de a a b peuvent étre continument déformés 1’un en 1’autre
sans passer par 0, ils définissent le méme prolongement analytique de la fonction f.

Reste a connaitre I’effet de la non-homotopie. On raisonne comme suit : si les prolongements
analytiques le long de deux chemins 7;,7Y, de a a b dans C* transforment respectivement le germe
f en les germes f1, f>, alors le prolongement analytique le long du lacet A := 7.y, transforme f}
en f». Rappelons que A est le lacet basé en b défini par le parcours de y; a I’envers et deux fois
plus vite, suivi du parcours de y, a I’endroit et deux fois plus vite. Nous sommes donc ramenés
a étudier I'effet des (classes d’homotopie de) lacets. Un raisonnement du méme genre (laissé au
lecteur) permet méme de ne considérer que les lacets de base (c’est-a-dire origine et extrémité) 1.

Comme on I’a vu dans le cours d’analyse complexe de L3, et comme on va le revoir dans le
cours de topologie de M1, tout lacet A de base 1 dans C* est homotope a un lacet de la forme
ATkt ot k € Z est bien déterminé par la classe d”homotopie* de A : c’est lindice de 0 par
rapport a A, que nous noterons /(0,A) . On peut alors résumer nos conclusions :

t—e

Proposition 1.1.10 Soit f une détermination de la racine carrée au voisinage de 1 € C* et soit
A un lacet de base 1 dans C*. Alors le résultat du prolongement analytique de f le long de A est

(=1)1OMF.
Exercice 1.1.11 En déduire 1’énoncé analogue pour un point-base a € C* arbitraire.

Exercice 1.1.12 En déduire un morphisme du groupe fondamental 7t; (C*,a) dans le groupe des

permutations de F <Io)(a, \a\))

1.2 “Caracteres”

11 s’agit des fonctions z+— z%, a € C. Si a € Z, elles se définissent sans probleme (holomorphes
sur C si o € N, holomorphes sur C* et admettant un pole en 0 si o € Z\ N ; mais, dans tous les
cas, uniformes). Si o = p/q € Q\ Z, on trouve des fonctions algébriques qui étendent la fonction
x — /p de R dans lui-méme. En général, il s’agit de prolonger la fonction x — e*"* qui est de
classe C* sur R, a valeurs dans C.

olnx o un ouvert connexe

Lemme 1.2.1 Soit f un prolongement analytique de la fonction x — e
non vide V de C.
(i) Sio. = p/q € Q, la fonction f vérifie I’équation algébrique :Vz €V , (f(z))? = z”.

(ii) Quel que soit o € C, la fonction f vérifie I’équation différentielle : Yz €V |, zf'(z) = af(z).

3. Abhlfors, “Complex Analysis”, chap. 8, §1.5
4. Dieudonné, loc. cit..
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Preuve. - Précisons d’abord ce que nous entendons ici par prolongement analytique : on suppose
donnés a € R* , un disque ouvert non vide Uy de centre a et une fonction f; holomorphe sur Uy
dont la restriction a Up N R est la fonction x e*"* On prolonge analytiquement fy le long
d’un chemin yde a a b € C, et le résultat est la fonction f sur le voisinage V de b. Puisque ce
sont les germes de fp et f qui nous intéressent, on peut aussi bien supposer que Uy et V sont des
disques ouverts. Nous noterons Uy, Uy, ..., U, =V les disques ouverts successifs de prolongement
et fo, f1,...,fx = f les prolongements successifs de fo. Nous noterons f;; la restriction com-
mune de f; et f;;1 a I’ouvert connexe non vide U; N Ui .

(i) Sia=p/qecQona (f(x))?—x" =0 sur I’intervalle ouvert non vide Uy "R centré en a donc,
en vertu du principe de prolongement analytique, sur Uy (car les zéros de la fonction analytique
(f(2))? — z" sur I’ouvert connexe Uy admettent des points d’accumulation). Comme restriction de
fo aUpN Ui, la fonction fy; vérifie la méme identité. La fonction analytique (fi(z))? —z” sur
I’ouvert connexe U; admet donc une restriction triviale a Uy N Uj, donc elle est triviale sur U; en
vertu du principe de prolongement analytique. On a donc (f1(z))? = z” identiquement sur U;. En
itérant cet argument (preuve par récurrence), on arrive ainsi jusqu’a f; = f.

(i) Si o € C on a xf’(x) = af(x) sur Uy "R donc, en vertu du principe de prolongement ana-
lytique, sur Uy (car les zéros de la fonction analytique zf'(z) — of(z) sur I’ouvert connexe Uy
admettent des points d’accumulation). Comme restriction de fy a Up N U1, la fonction fy; vérifie
la méme équation différentielle. La fonction analytique zf{(z) — otfi(z) sur I’ouvert connexe U}
admet donc une restriction triviale a Uy N Uj, donc elle est triviale sur U; (principe de prolonge-
ment analytique), i.e. zf](z) = ofi(z) identiquement sur U;. On conclut comme ci-dessus. [J

Le principe sous-jacent aux deux démonstrations se formule ainsi : Les relations algébriques
et différentielles sont préservées par un prolongement analytique.

Bien que toute solution de I’équation différentielle zf’(z) = of (z) ne soit pas un prolongement
analytique de la fonction x — ¢*!"* (ce n’est vrai qu’a un facteur prés), il sera commode d’utiliser
cette équation différentielle comme criteére. On posera donc, pour tout ouvert U de C :

FU):={feoU)|zf —af=0surU}.
(On note O(U) la C-algebre des fonctions holomorphes sur U.)

Lemme 1.2.2 (i) ¥ (U) est un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel O(U).

(ii) Si U est connexe non vide, dim¢ F (U) < 1.

(iii) Si U est connexe et U’ C U est ouvert non vide, alors I’application de restriction f —
fiurs F(U) — F(U’) est linéaire et injective.

Preuve. - (i) est évident (solutions d’une équation différentielle linéaire homogene).
(ii) Soit fy € F (U) non triviale (s’il en existe) et soit f € F (U) arbitraire. La dérivée de la fonction
méromorphe f/ f est nulle :

(f1fo) = (f'fo— £/ 1o = f' fo—fafs) [ (fs) = (affo— foufo)/(zf5) =O.

Donc, U étant connexe, cette fonction est constante : donc F (U) = Cf dans ce cas. (L’autre cas
est celui ou il n’existe pas de telle fj, la dimension est alors nulle.)

(iii) La linéarité est évidente, I’injectivité découle directement du principe de prolongement ana-
lytique. [
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Pour le moment, on n’a pas dit grand chose sur I’existence (locale ou globale) de solutions non
triviales. Si o € Z, il existe une solution globale non triviale sur C (si o € N) ou C* (si o € Z\ N).
La réciproque est vraie. Soit en effet f une solution de I’équation différentielle zf" = ouf sur un
voisinage ouvert épointé U de 0 dans C, autrement dit, U := U \ {0}, ot U est un voisinage ouvert
de 0. Si f est non triviale, quitte a restreindre U, on eut supposer que f ne s’annule pas dans U
(principe des zéros isolés). Considérons alors un lacet circulaire simple A(¢) := re*™, ot r > 0 est
assez petit pour que Im A C U et donc tel que f ne s’annule pas sur Im A. Le théoréme de Cauchy

garantit alors que le complexe :
1 [ f(2) 1 /(x
— | —=di=— | —dz=«
2m/x )T 2 h

]
est égal au nombre des zéros et des pdles de f (comptés avec leurs multiplicités) dans D(0,r),
donc a un entier.

Nous supposerons désormais que o ¢ Z. Comme dans le cas de la racine carrée, sans espoir
de trouver une solution globale, nous commencerons par une recherche de solutions locales, qui
sera suivie d’une étude globale.

1.2.1 Etude locale

Pour trouver une solution non triviale au voisinage de 1, nous considérons le systéme avec
condition initiale :

f)=1,
zf —af=0.
Le théoreme de Cauchy pour les équations différentielles linéaires complexes nous garantit 1’exis-

tence d’une solution holomorphe unique sur tout disque centré en 1 et assez petit>. Mais ici, le
calcul est tres facile a la main. On pose f(z) = Y. an(z—1)" et I’on est ramené aux relations :
n>0

ag=1,
na, + (n+1)an4+1 = oay,

dont la solution unique est a,, = (g) d’ou enfin :

vee b, i) = L (7)1

n>0 n

o
SiU =D(1,1), on en conclut que 7 (U) = Cfp est de dimension 1. Nous considererons la fonc-
tion ci-dessus comme détermination principale et nous la noterons z%. On vérifiera apres I’étude
similaire du logarithme que z* = ¢*!"? pour la détermination principale du logarithme complexe.

5. Ahlfors, “Complex Analysis”, ch. 8 §4.1, th. 6, p. 300 ; Dieudonné, “Calcul infinitésimal”, ch. XII §5, p. 391;
Cartan, “Théorie élémentaire des fonctions analytiques”, ch. VII §1.
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Pour tout zg # 0, on vérifie alors immédiatement que la fonction z — (z/z0)® est holomorphe

sur D(zo, |z0]) et y satisfait I’équation différentielle, d’ou la conclusion :
7 (Bl o ) = e/

est de dimension 1. Plus généralement, si V C U := D(z,|z0|) est un ouvert connexe non vide,
du fait que F (U) — F (V) est linéaire injective et que dim¢ F (V) < 1 =dim¢ F (U), on voit que
F (V) est de dimension 1 et engendré par la restriction a V de la fonction (z/z9)%.

1.2.2 Etude globale

o

Pour prolonger notre détermination principale fy = z* € F(Up), Uy := D(1,1), le long d’un
chemin y de y(0) = 1 4 y(1) = a € C*, nous supposerons, par commodité, que y est de classe (!
par morceaux, i.e. que y est continue sur [0, 1] et que [0, 1] est une réunion finie de segments [a;, 3;]
tels que 7 soit de classe C' sur chaque intervalle ouvert o, B;[. (L’intérét est de pouvoir calculer
certaines intégrales.)

Comme précédemment, on sait qu’il existe une subdivision 0 =1y <t; < --- <ty = 1 de [0, 1]

et des disques ouverts non vides U; = Io)(zi,r,-), zi =Y(),i=0,...,k, tels que : les U; recouvrent
Im vy; pour i =1,...,k, I'ouvert connexe U; N U;_1 est non vide. Les applications de restriction
FUis1) = FUi1) N F(Ui) et F(Ui) = F(Uioi N F(U;), i = 1,...,k, sont alors bijectives. En
effet, chacune est linéaire injective, sa source est de dimension 1 et son image est de dimension
au plus 1. On peut donc définir les applications de prolongement (des isomorphismes) F (U;—1 N
F (U;) — F (U;) puis les isomorphismes composés F (U;—1) — F (U;) puis, par composition de
tous ces isomorphismes, I’isomorphisme ¥ (Uy) — ¥ (Uy) de prolongement analytique le long de
v. Notons f7, ..., fx les prolongements successifs de fo sur Uy, ..., U. Avant de préciser ces calculs,
il faut noter que chacune des fonctions f; ne s’annule en aucun point de U;. On peut le déduire de
I’assertion d’unicité dans le théoréme de Cauchy sur les équations différentielles holomorphes, ou
bien de I’exercice suivant appliqué au cas = —o.

Exercice 1.2.3 Soient f,g,h les fonctions obtenues par prolongement analytique de z%, B, 20+B
le long de . Alors h = fg. [Indication. Cette relation vraie sur Uy est préservée a chaque étape du
prolongement analytique.]

On considere alors les fonctions ¢;(¢) := f;(y(¢)) ; elles coincident sur leurs domaines de défi-
nition communs, donc se recollent en une fonction ¢ sur [0, 1], qui est de classe ! par morceaux
et vérifie 1’équation différentielle : ¢'(r) /0(¢) = oy (z) /() ; cela découle en effet de 1’équation
différentielle vérifiée par chaque f; :

0(0)/0i(e) = Fi (Y)Y (0)/ i (x(t)) = (aufi(¥(0) /7(0)) (Y (1) / fi(v())) = oo (1) /().

On en déduit la formule suivante pour fi(a) :

Q0]
) dt=e poc/0 10 dt.

Notant C cette constante, on voit donc que fi(z) = C(z/a)*. Le cas intéressant est celui olia = 1,

on a donc un lacet ybasé en 1 et C = ™ 0,

oy
fila) = (1) = g5 = exp |
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Théoreme 1.2.4 [’image par prolongement analytique le long d’un lacet 'y de base 1 de la fonction
z* est la fonction e*™(0) 7%,

Exercice 1.2.5 Montrer que le prolongement analytique le long des lacets de base 1 permet de
définir un morphisme de groupes (que 1’on décrira explicitement) :

M — eZinl(O,y)’
{m(C*, 1) = GL(¥ (D(1,1))).

On a noté [y] la classe d’homotopie du lacet 7.

1.3 Logarithme

Il y a plusieurs approches possibles pour définir les logarithmes complexes : prolongement
analytique de la fonction In sur R* , réciproque de I’exponentielle complexe (dont la définition par
série entiere ne pose aucun probléme global), primitive de 1/z ...

Exercice 1.3.1 Démontrer que ces définitions sont essentiellement équivalentes. [Indication. Pro-
céder comme dans la preuve du lemme 1.2.1.]

La condition exp logz = z montre que les déterminations du logarithme seront définies, au
pire, a un multiple entier de 2iw pres. Autrement dit, si f et g sont deux fonctions continues sur un
ouvert connexe telles que exp f(z) = exp g(z) =z, alors il existe k € Z tel que g(z) = f(z) +2ink
sur U. (On peut aussi le voir en définissant les logarithmes par des intégrales le long de chemins,
cf. I'exercice 1.3.4.)

Impossibilité globale. Dans tous les cas, il n’est pas question de définir le logarithme au voisi-
nage (méme épointé) de 0. L’ impossibilité de prolonger le logarithme réel en une fonction continue
sur C* découlera de I’étude globale ci-dessous. L’ impossibilité d’une primitive uniforme f de 1/z
sur C* découle du théoréeme de Cauchy ; notant A le lacet ¢ — €™ on aurait en effet :

e f()—f(1)=0,
/xf(z) = /dZ:Zin.
A Z

L’impossibilité d’une fonction f continue telle que exp(f(z)) = z sur C* peut se déduire de la

section 1.1 car la fonction exp(f(z)/2) serait une détermination globale de la racine carrée. On

flet) it
2in

et a valeurs dans Z, donc constante ; mais le calcul en t = 0 et en ¢ = 27 conduirait alors a une

contradiction.

peut aussi raisonner directement comme suit. La fonction k(z) := serait continue sur R

1.3.1 Etude locale

On spécifiera le(s) logarithme(s) complexe(s) comme primitive(s) de 1/z. Au voisinage de 1,
on ajoute la condition initiale f(1) = 0. Posant z = 1+ u, on peut intégrer le développement en
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série de 1 + u et obtenir :

(_1)n—1 n
(1.3.1.1) log z= ZT(z—l) , Jz—1]< 1.

n>1

[}
C’est la détermination principale du logarithme sur D(1,1). Au voisinage d’un point arbitraire
70 € C*, on impose la condition initiale f(z9) = wp, ol wy € C est tel que exp(wp) = zo. Une
solution du probleme est alors donnée par la série :

(_1)n—1 n
(13.1.2) fl@)=wo+ ), ———(z/20—1)".

n>1 n

e}
On obtient ainsi une détermination holomorphe du logarithme sur D(zo, |zo])-

Calcul avec le module et ’argument. On écrit zo = rpe'® (on a donc choisi un argument de z)
et wg = Inry 4 16y. Une détermination du logarithme compatible avec ces conditions initiales est :

(1.3.1.3) re® —Inr+i0, r>0, 0¢€]0)—m,0)+n|.

. o
Cette fonction est continue sur C\ R_e'%. Sa restriction & D(zo, |z0|) est la fonction définie par
la série (1.3.1.2). En particulier, pour ro = 1 et 6y = 0, on obtient la détermination principale du
o

logarithme sur C\ R_, dont la restriction & D(1, 1) coincide avec la fonction définie par la série
(1.3.1.1).

Exercice 1.3.2 Justifier cette affirmation.

1.3.2 Etude globale

On reprend la promenade telle que décrite pour la racine carrée. Si f désigne la détermination
o

principale du logarithme sur D(1,1) et f1, f2, f3, f4 ses prolongements successifs, on sait d’avance
que chaque f; est égal a la fonction (1.3.1.3) évaluée en zoi¥, & une constante prés de 2inZ. Le cal-
cul de cette constante se fait en comparant deux fonctions successives sur leur domaine commun.

Exercice 1.3.3 Vérifier que f4 = fy+ 2in et en déduire 1’action du groupe fondamental 7, (C*, 1)
sur ’ensemble des déterminations du logarithme en 1.

Exercice 1.3.4 Etudier la possibilité de définir le logarithme comme intégrale le long d’un chemin
v de classe C! par morceaux :

d
logz:=/l, ¥(0) =1,v(1) ==z
Y u

Comment cette définition dépend-elle du chemin ? Comment se recolle-t-elle avec les définitions
données ci-dessus ?

Exercice 1.3.5 Retrouver les propriétés de la racine carrée et des caracteres a partir de I’étude du
logarithme complexe. Par exemple, les déterminations principales du logarithme et des caracteres
sont reliées par la formule exp(alogz) = z%, etc.

17



1.4 La fonction v/1 — 72

Au départ, c’est une fonction définie continue sur [—1,1] et de classe C* sur |—1,1]. Elle y
vérifie w? 472 = 1, olt w = f(z) ; cette relation sera donc encore satisfaite par tous ses prolonge-
ments analytiques. Nous recherchons donc les “déterminations de la fonction /1 —z=”. On sait a
priori que, sur tout ouvert connexe non vide, il y aura 0 ou deux telles déterminations.

Exercice 1.4.1 Justifier I'impossibilité suivante : il n’y a aucune détermination continue sur un
ouvert contenant 1 ou —1.

1.4.1 Etude locale

Posons P(z,w) := w? + 7% — 1. Le théoréme des fonctions implicites complexe ® nous garantit,

oP
pour tout (zo,wo) € C? tel que P(z9,wp) = 0 et a—(z(), wo) # 0, ’existence d’une solution locale
w

du systéme avec condition initiale :

f(z0) = wo,
P(z,f(z)) =0.

Ainsi, si zg # £1 et si wg est I’'une des deux racines carrées de 1 — z(z), il existe, dans un voisinage
ouvert convenable de zg, une unique détermination de la fonction v/1 —z% dont la valeur en z
soit wy. (Naturellement, sur le méme voisinage, I’unique autre détermination est I’opposée de la
premiere.) Pratiquement, on a deux manieres de calculer :

1. La composée de z — 1 —z? et d’une détermination adéquate de la fonction racine carrée

1/2\ (1-2 "
est donnée par la série ) < / > ( Z2 — l) . Cette fonction est définie sur I’'image
n>0 n

1—2z5
réciproque par z +— 1 — z? du disque ouvert ]O)(z(), |z0|), autrement dit sur I’ouvert défini par
I'inéquation |22 — z3| < |1 —2|.

2. On choisit une détermination de /1 + z et une détermination de v/1 — z, et on les multiplie.
Les quatre couples de choix possibles ne donnent quand méme que deux produits !

Exercice 1.4.2 L’ouvert }Zz - Z%‘ < |1 — z(z)’ est-il connexe ? (Il y a une discussion selon la valeur
de zp.)

1.4.2 Etude globale

Pour étudier I’ambiguité introduite par la “monodromie”, on part d’un point zg # +1 et d’une
détermination de v/1 — z2 sur un disque ouvert de centre z, que I’on prolonge analytiquement le
long d’un lacet A de base zo dans C\ {+1,—1}. 1l y a (au moins) deux manieres de calculer I’effet
du prolongement analytique :

6. Ahlfors, “Complex Analysis”, ch. 8, §2.2, lemma 1 p. 293 (sous cette forme, il jouera un role important dans
ce cours) ; Cartan, “Théorie élémentaire des fonctions analytiques”, prop. 6.1 du ch. IV, §5.6 et exercice 2 du ch. VII;
Dieudonné, “Eléments d’analyse”, vol. I, ch. X, §2; Dolbeault, “Analyse complexe”, ch. 7, §2.3, prop. 2.3.4 p. 186;
RW3.1, p. 645.
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1. La fonction ¢ — 1 —A?(¢) est un lacet u de base 1 —z3 dans C. Soit k := I(0,u) : le prolon-

gement analytique le long de A multiplie v/1 — z2 par (—1).

2. Chaque facteur v/1+z, v/1 —z, n’est affecté que par les tours autour de —1, resp. de +1.
Sik':=1I(1,\) etk” :=I(—1,)), le prolongement analytique le long de A multiplie v/1 — z2
par (—1)K++",

Exercice 1.4.3 Ecrire cette conclusion sous forme d’un morphisme du groupe fondamental dans
le groupe linéaire.

Interprétation géométrique. On peut décrire géométriquement les conclusions de notre étude
globale. Si I’on évite les points de ramification z = %1, le “cercle” d’équation z2 + w? = 1 peut
étre localement considéré comme le graphe d’une fonction v/1 — zZ et, pour tout z, il y a, dans un
petit voisinage connexe U de z, deux graphes disjoints qui composent la partie du cercle formée
des points tels que z € U.

Mais, les variables z,w étant complexes, la courbe algébrique complexe z> +w?* = 1 ne se com-
porte pas comme la courbe algébrique réelle x*> +y? = 1, que I’on coupe en deux composantes
connexes en enlevant les deux points (£1,0). Le cercle complexe privé de ces deux points reste
connexe (voir I’exercice ci-dessous). Il n’y a donc aucun espoir de le décrire globalement comme
réunion de deux graphes disjoints. En fait, une courbe algébrique complexe est, en tant que variété
différentielle, une surface : enlever un nombre fini de points ne peut la déconnecter. C’est ici que
la topologie permet de comprendre le comportement étrange des fonctions multiformes.

Exercice 1.4.4 Montrer que I’application suivante réalise un homéomorphisme de C* sur le cercle
complexe 22 +w? =1 :

utu' u—u!
u— (z,w) = R .

[Indication. Poser u := z+iw.]

1.5 Points a ’infini, points de ramification

Les points de ramification d’une fonction multiforme sont ceux autour desquels il y a “de la
monodromie” : le prolongement analytique le long d’un lacet entourant un tel point modifie la dé-
termination. Par ailleurs, 1’étude globale d’une fonction (méme uniforme) doit prendre en compte
ses “branches infinies” ; par exemple un développement asymptotique a 1’infini peut souvent s’ex-
primer comme un développement en série en 1/z.

Riemann a découvert que le comportement a I’infini et aux points de ramification des fonctions
multiformes algébriques était susceptible d’une description géométrique 7. Nous n’examinerons
donc ici que deux des quatre exemples précédents (mais il y en aura un autre a la section suivante).

Exercice 1.5.1 Apres lecture de cette section, tenter une étude analogue du logarithme au voisi-
nage de 0 et au voisinage de co.

7. On peut comprendre posteriori le rOle privilégié des fonctions algébriques griace a un théoréme qui dit que toute
surface de Riemann compacte provient d’une courbe algébrique ; voir le cours “Surfaces de Riemann compactes” de
M2.
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1.5.1 La fonction \/z

Quelle que soit la détermination de /z sur un ouvert U, on a |/z| = 1/|z/, donc, si 0 est adhé-
renta U, lir% /2 =0, et I’on peut prolonger cette détermination par continuité en 0.
—

De la méme maniére, lim /z = 0. Ici il y a cependant un probleme : doit-on prendre en compte
Z*)DO

les arguments, i.e. la direction selon laquelle z tend vers I'infini ? Suivant Riemann, on prendra le
point de vue de la géométrie projective complexe, selon lequel on compactifie la droite complexe
C en lui adjoignant un point a I’infini, noté . L’ensemble C U {e} ainsi obtenu est appelé droite
projective complexe et noté P! (C) ; mais on ’appelle également sphére de Riemann et on le note
alors S. Nous décrirons plus précisément 1’espace topologique (et méme la variété complexe) S en
2.3. La méthode sera celle de la géométrie différentielle : on utilise la coordonnée z pour repérer
les points d’un ouvert de C, mais on devra recourir a d’autres coordonnées pour repérer les points
de domaines qui contiennent co. Le langage des cartes et atlas se transpose trés bien dans le cadre
analytique (chapitre 3).

Ici, on s’en tient a une reégle simple : le point a I’infini z = o est celui en lequel lequel la
coordonnée Z = 1/z s’annule. Comme I’image w = /z devient infinie en z = oo, on va égale-
ment utiliser la coordonnée W = 1/w. 1l est clair que w? = z <> W? = Z, donc que W est une
détermination de v/Z. De I’étude déja faite, on peut alors conclure :

1. Il n’y a aucune détermination de /z continue dans un voisinage du point a ’infini.

2. Une détermination continue de /z dans un ouvert non borné (i.e. auquel o est adhérent)
admet un prolongement continu a I’infini (de valeur /oo := o).

Exercice 1.5.2 Décrire le “disque” |Z—1| < 1 de S et la détermination principale sur ce disque.

1.5.2 La fonction v 1 — 72

Pour z — +1, on voit comme ci-dessus que v/ 1 —z2> — 0 et I’on peut donc prolonger en 0 par
continuité toute détermination de v/1 — z2 sur un ouvert auquel 0 est adhérent.

\/l—zz‘ =|z] /|1 —z72|, on déduit que lim /1 — z2 = 0. On pose donc Z =1/z,
7—o0

W=1/w,etl’'ona:

De I’égalité

ZZ

z2+w2=1<:>22+W2:ZZW2<:>W2222 1

la derniere égalité ayant un sens au voisinage de Z = 0 (point a I’infini). On voit alors que, pour
|Z| < 1, nous avons deux déterminations opposées :

W=+iZ\V1—-22=+iZ(1-2*/2+---),

ou les coefficients peuvent étre calculés par la formule du bindme généralisé (celle 1a méme que
nous avons redécouverte aux sections 1.1et 1.2). Puisque chacune de ces deux déterminations est
holomorphe uniforme sur ’ouvert connexe |Z| < 1, qui est un voisinage de e, on en déduit qu’il
n’y a pas de monodromie autour de oo : le point a I’infini n’est pas un point de ramification, les
deux branches sont séparées et ne se permutent pas.
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1.6 Une fonction algébrique qui n’est pas définie par une formule
Considérons, pour tout z € C, I’équation d’inconnue w :
P(z,w) :=w> —3w+2z=0.

Quelles fonctions continues w(z) en sont solution ? Il s’agit encore de décrire une courbe algé-
brique P(z,w) = 0 comme un graphe, localement ou globalement. Comme dans I’exemple traité
au 1.4 du cercle complexe, un argument de connexité (exercice ci-dessous) permet de deviner
I’impossibilité d’une description globale.

Exercice 1.6.1 Montrer que {(z,w) € C?| P(z,w) = 0} est homéomorphe & C. [Indication. Utili-
ser la bijection (z,w) — w.]

1.6.1 Etude locale

On invoque a nouveau le théoréme des fonctions implicites utilisé au début de 1.4. Comme
dP/ow = 3(w? — 1), les conditions initiales (zo,wo) sont celles telles que wy = 41, ce qui corres-
pond aux points (1,1) et (—1,—1). En tout autre point, il y a un disque U centré en zj et trois
fonctions holomorphes w;(z) i = 1,2, 3, telles que, pour tout z € U :

1. les w;(z) sont deux a deux distincts ;
2. P(z,w) =0 we {wi(z),wa(z),ws(2) }.
Il y a donc sur U trois déterminations distinctes de w(z). On pourrait les calculer explicitement a

I’aide des formules de Cardan® mais cela ne sert pas a grand chose pour les étudier en tant que
fonctions ; de plus, dans le cas général, il n’y a aucun analogue de ces formules °.

Lorsque z = 1, I’équation s’écrit (w+2)(w — 1) = 0 et I’on peut définir une détermination
continue w(z) telle que w(1) = —2 : 1a valeur z = 1 est un point de ramification pour certaines dé-
terminations (voir plus loin) mais pas pour celle-1a. Pour étudier cette détermination au voisinage
de z =1, le plus simple est de poser z = 1+u, w = —2+v, d’ou I’équation P(1 +u,—2+v) =
v(v—3)? 4 2u = 0. Un peu d’analyse complexe élémentaire garantit 1’existence d’une unique so-
lution série entiere v(u) telle que v(0) = 0 et le calcul usuel sur les développements limités permet
de calculer les premiers termes :

VT T T a3t

-2
(11 suffit en fait d’itérer I’équation v = Tu(l —v/3)%)

Exercice 1.6.2 Préciser le résultat analogue en z = —1. [Indication. Utiliser I’imparité de P.]

8. RW1, p. 280.
9. E. Artin, “Galois Theory”, ILE, th. 6 ; RW3.1, p. 121.
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1.6.2 Etude globale

La question est : que se passe-t-il lorsque 1’on tourne autour de 1’un des points de ramifica-
tion ? Tout lacet de C\ {+1,—1}, mettons basé en 0, est homotope a une composition de lacets
dont chacun tourne seulement autour de +1 ou seulement autour de —1.

Nous allons donc étudier le cas d’un tour positif autour de +1 (le cas de —1 s’en dédui-
sant facilement par symétrie centrale). De plus, toujours pour des raisons topologiques '°, on peut
considérer le prolongement analytique le long d’un cercle centré en 1 et de petit rayon.

On pose donc z =1+ u, ol # a vocation a tourner sur un petit cercle de centre 0; et w =14,
ou v est donc une petite solution de I’équation :

P(14+u,14v) =v}(v+3)+2u=0.
On voit alors que, pour u proche de O :
v~ 1\6\/1;’

ol /u est une détermination de la racine carrée. On ne peut donc pas définir w(z) de maniere
continue pres de z = +1, avec w(1) = 1. On doit donc introduire de petits ouverts connexes auquel

adhere 1 : par exemple D(1, 1)\ R_e'®% (disque fendu). Sur un tel ouvert, il y a deux déterminations
wi(z) et wp(z) qui tendent vers 1 quand z — 1, et elles s’échangent par prolongement analytique
le long d’un petit lacet autour de 1.

Interprétation géométrique. Nous n’avons pas totalement réglé la question : étant donnée une
détermination dans un voisinage ouvert de 0, que devient son prolongement le long d’un lacet
quelconque de base 0 dans C\ {+1,—1} ? On y reviendra avec I’outillage des surfaces de Riemann
et des revétements. On peut déja formuler I’image suivante. Notons p : (z,w) — z la projection de
la courbe algébrique complexe I := {(z,w) € C? | P(z,w) = 0} sur le plan des abcisses C. Soit
So := C\ {+1,—1} et soit [y := p~!(Sp). Alors la restriction pg : Iy — So est un revétement
étale ' de degré 3. Cela signifie la chose suivante :

Tout point 7 € Sy admet un voisinage ouvert U tel que p~'(U) = Vi UV, U V3, les V; étant des
ouverts disjoints tels que la restriction de py a chaque V; soit un homéomorphisme de V; sur U. On
dit alors que U trivialise py.

Le lien entre le prolongement analytique et ce revétement est le suivant :

1. Chaque V; est le graphe w = w;(z) de I’'une des trois déterminations.

2. Comme Iy est connexe (car homéomorphe a C privé d’un ensemble fini, d’apres 1’exercice
donné plus haut), le revétement py n’est pas globalement trivial, i.e. on ne peut pas prendre
U = S dans la définition ci-dessus : et donc on ne peut pas trouver de détermination globale
de w(z).

10. Nous renvoyons au cours de topologie de M1 pour la justification rigoureuse des arguments topologiques invo-
qués ici ; pour des exemples similaires traités en grand détail, voir les TD associés a ce cours ainsi que Cartan, “Théorie
élémentaire des fonctions analytiques”, Ch. VI §5.2.

11. C’est tout simplement un revétement dans la terminologie du cours de topologie, mais nous introduirons une
notion plus générale de “revétement éventuellement ramifié” et nous préciserons parfois “étale” pour un revétement qui
n’est pas ramifié.
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3. Comprendre comment les déterminations s’échangent par prolongement analytique revient
a comprendre comment les trivialisations se recollent en un revétement non trivial ; et la
topologie de ce revétement se lit aux points de ramification. C’est I’idée fondamentale, diie
a Riemann, selon laquelle la géométrie globale est déterminée par les singularités.

Points a I’infini. Pour toute détermination de w(z) sur un ouvert U non borné, il est clair que
w(z) — oo lorsque z — oo (car si w est borné, z = (3w —w?) /2 I’est aussi). Pour étudier I’allure de
la courbe a I’infini, on pose donc Z := 1/z et W := 1 /w, d’oti I’équation : Z — 3W?Z 4 2W3 =0,
que I’on doit étudier au voisinage de Z = 0.

Pour Z = 0, I’équation admet une racine triple W = 0. L’étude analytique locale montre que W ~
ay/Z/2, ot 0* = 1. Il n’y a donc aucune détermination continue au voisinage du point a I’infini,
et les trois déterminations distinctes qui existent dans un voisinage non borné s’échangent par
prolongement analytique.

1.7 En guise de conclusion

D’abord, nous avons un phénomene : lorsque 1’on prolonge analytiquement certaines fonctions
aussi loin que possible dans le plan complexe, elles présentent “de la monodromie”, ¢’est-a-dire
des modifications qui sont fonction de la classe d’homotopie des chemins choisis pour prolonger.
Il y a d’ailleurs un paradoxe a utiliser le mot “monodromie”, avec son préfixe mono (unique) pour
décrire le I’apparence multiforme de ces fonctions. En fait, le théoreme de monodromie est bien
un théoréme d’unicité (du résultat du prolongement analytique, la classe d’homotopie du chemin -
ou dromos - étant fixée) ; et I’on a gardé ce terme pour parler du comportement de telles fonctions
lorsque 1’on change de classe d’homotopie.

Pour comprendre le phénomene de monodromie et en prédire les conséquences, nous avons
ensuite la méthode 1éguée par Riemann : géométriser la situation. On dit que le véritable lieu ou
vit une fonction algébrique multiforme '? (sa niche écologique) n’est pas le plan complexe, mais
une certaine surface “étalée” au dessus de C et dont la topologie et la géométrie jouent un role

essentiel.

Enfin, il faut noter que le véritable traitement des points a 1’infini n’est pas celui que nous
avons esquissé a la section 1.5, mais celui de la géométrie projective, que nous aborderons a la
section 3.6 du chapitre 3.

Exercice 1.7.1 Etudier ' la fonction v/1 — z3.

12. Le phénomene de monodromie joue également un role essentiel dans 1’étude des équations différentielles li-
néaires complexes, voir par exemple Ahlfors, “Complex Analysis”, ch. 8, §4 ; ou bien mon cours en ligne déja cité.
13. Ou lire I’étude dans Cartan, loc. cit..
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Chapitre 2

Construction “a la main” des surfaces
de Riemann de quelques fonctions

Dans ce chapitre, on commence a géométriser I’étude des fonctions multiformes en associant
a chacun des exemples précédents une surface de Riemann. Pour pouvoir parler du comportement
a I’infini, on donne une premiere description de la sphere de Riemann.

L’approche est ici empirique, “avec les mains” et des dessins ! : 1a construction formelle de la
surface de Riemann d’une fonction algébrique sera effectuée au chapitre 3.

Voici enfin quelques conseils de lecture, pour des approches dans le méme esprit et avec de
beaux dessins : “Théorie des fonctions algébriques” de Paul Appell et Edouard Goursat, Chel-
sea (surtout le chapitre 1) ; “Algebraic Functions” de G. A. Bliss, Dover (surtout le chapitre IV);
“Complex Functions” de G. A. Jones et D. Singerman, Cambridge (surtout le chapitre 4).

2.1 Surface de Riemann du logarithme

Ce n’est pas la surface de Riemann d’une fonction algébrique, et elle n’apparaitra pratiquement
plus dans la suite de ce cours. Cependant, elle joue un rdle central en mathématiques : en topologie
des variétés comme exemple fondamental de revétement universel (voir le cours de topologie de
M1, deuxieme semestre); et dans 1’étude des équations différentielles linéaires dans le champ
complexe (voir mon cours de M2 de 2004).

2.1.1 La méthode des piles d’assiettes

L’idée est la suivante. Appelons branche ou détermination du logarithme en zg € C* un couple
(f,U), ot U est un petit disque ouvert? de centre zo et f une fonction holomorphe sur U qui
est un prolongement analytique de la détermination principale du logarithme. Une telle fonction
vérifie nécessairement exp f(z) = z sur U : comme pour le principe de préservation des relations

1. Comme je ne sais pas faire ces dessins en latex, il n’y aura dans la premiere version de ce polycopié que des
ébauches, pour le moment placées en fin de chapitre.

2. La construction peut €tre entreprise sur la base d’ouverts connexes arbitraires, et méme de germes, mais pour le
moment il est suffisant d’utiliser des disques.
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algébriques et différentielles énoncé au début de la section 1.2 du chapitre 1, cela se démontre par

récurrence sur I’indice i des disques U; qui relient Uy = ]O)(l, 1) a Uy = U lors d’un prolongement
analytique. Il en découle que, si (f,U) est une telle branche, alors, pour toutes les branches de la
forme (g,U), on a g — f = 2imk pour une constante k € Z. D apres 1’exercice qui suit, tous ces
couples (f + 2imk,U) sont bien des branches du logarithmes, et 1’on peut les considérer comme
formant une “pile d’assiettes infinie” (indexée par Z) au dessus de I’ouvert U C C (fig. 1 (i)).

Exercice 2.1.1 Vérifier que la relation exp f(z) =z sur U est une condition suffisante pour que
(f,U) soit une branche du logarithme (i.e., par définition, un prolongement analytique de la dé-
termination principale). En déduire que, dans ce cas, chaque (g,U) de la forme indiquée ci-dessus
est bien une branche du logarithme.

Tout I’enjeu est alors de former une surface globale a partir de ces éléments de surface. Cette
surface sera “étalée au dessus de C”, autrement dit munie d’une projection sur C; par exemple,
tous les (f,U) ci-dessus se projettent sur U. La méthode pour définir cette surface globale est de
définir les régles de recollement entre les éléments locaux de surface (les assiettes des différentes
piles).

La premiere régle concerne deux éléments (f,U) et (g,V) tels que U NV # 0; noter que,
U et V étant des disques, U NV est convexe donc automatiquement connexe. Dans ce cas, nous
décidons que les éléments (f,U) et (g,V) se recollent si, et seulement si, g est le prolongement
analytique direct de f; autrement dit, si les restrictions sont égales : fiyny = guny (fig. 1 (i1)).
Soient a, b les centres de U, V. Pour tout chemin yde a a b dans U UV, le prolongement analytique
de f le long de y a pour résultat g : cela se traduit géométriquement par 1’existence d’un chemin y
au dessus de 7y reliant le centre de (f,U) a celui de (g,V).

La deuxiéme regle découle de la premiere par transitivité. Soit f une branche du logarithme
sur le disque ouvert U de centre a, soit Y un chemin de a a b dans C* et soit g une branche du
logarithme sur le disque ouvert V de centre b obtenue par prolongement analytique de f le long
de 7. Les prolongements intermédiaires f; sur les disques Uy fournissent des éléments de surface
(fx,Ux) tels que deux éléments consécutifs se recollent, et il y a encore un unique chemin 7y au
dessus de 7y reliant le centre de (f,U) a celui de (g,V) (fig. 1 (iii)).

La troisieme regle est implicite et se voit sur cette figure : il n’y a pas d’autre recollement
d’éléments de surface que ceux imposés par les deux premieres regles. Cependant, il y a bien
des recollements qui ne découlent pas de la premiere regle seule, autrement dit, qui n’expriment
pas des prolongements analytiques directs. En effet, le prolongement de f le long d’un lacet A de
base a aura pour résultat une branche (g,U) au dessus du méme ouvert U, donc une identification
avec 1’une des branches déja définies. Si le lacet est homotopiquement trivial dans C*, on retrouve
(f,U) (fig. 1 (iv)) ; mais si I(0,A) # 0, on aura “changé d’étage” (fig. 1 (v)).

2.1.2 La méthode du parking

La méthode des piles d’assiettes est naturelle lorsque 1’on prolonge la détermination principale

o
du logarithme sur le disque D(1,1). Mais on a également défini une détermination principale du
logarithme sur le plan fendu C\ R_. Pour faciliter la visualisation, nous choisirons une solution
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intermédiaire et partirons du demi-plan ouvert U := R, +Ri. De plus, cela simplifiera la définition
des prolongements directs, car I’intersection de deux demi-plans est connexe (par convexité) alors
que I’intersection de deux plans fendus ne I’est pas (elle est formée de deux secteurs).

Le prolongement le long du lacet fondamental A(z) := e*™ se fait le plus facilement en quatre
étapes, correspondant aux quatre quarts de tour. Les images successives de Uy := U sont alors les
demi-plans Uy := i*U, soit :

U1=iU():R+Rii, Uy=iU; =R* +Ri, Us=iU, =R+R"i, etUs=iU3=Uy=U.

Si I’on note f; les prolongements successifs de la détermination principale fy, nous avons vu
(section 1.3 du chapitre 1) que fiu = fy + 2in. Les deux éléments de surface (Uy, fo) et (Ua, fa)
sont au dessus de U mais ils sont disjoints : en faisant un tour, on est monté d’un étage, comme
dans un parking hélicoidal (fig. 2 (i) et (ii)).

2.1.3 La méthode des coupures

C’est celle de Riemann. On part de la détermination principale du logarithme, notons-la fp,
sur le plan fendu U := C\ R_ : cela nous donne un (gros) élément de surface (fy,U). Les autres
déterminations du logarithme sur U sont les f; := fo+2ink, k € Z, d’ol un empilement d’éléments
de surface (fx,U), que Riemann appelle les “feuilles” de la surface étalée.

Il reste a préciser les régles de recollement : chaque fois que ’on franchit une coupure, on
change de feuille. Plus précisément, si I’on part de la feuille (f¢,U) et que 1’on franchit la coupure :

1. si I'on arrive par dessus (valeurs imaginaires tendant vers 04), on passe sur la feuille
(fi+1,U) ; en effet, cela revient a tourner autour de 0 dans le sens positif ;

2. si 'on arrive par dessous (valeurs imaginaires tendant vers 0—), on passe sur la feuille
(fk—1,U) ; en effet, cela revient a tourner autour de 0 dans le sens négatif.

Voir la figure 3 (i), (ii) et (iii).

2.1.4 Réalisation de la surface de Riemann du logarithme

La méthode du parking suggere une description globale de notre surface ; c’est un cas excep-
tionnel, ou 1’on dispose d’une réalisation de la surface de Riemann d’une fonction multiforme
sous forme de surface plongée dans R> (ici identifié 2 C x R) :

Y= {(re",t)|r>0,1€R} CC*xRCR.

Dans cette réalisation, on voit facilement en quoi la surface de Riemann résout 1I’ambiguité du
logarithme. On ne peut pas poser log(re') :=Inr+iz (on ’a déja vu) ; mais on peut trés bien poser
log(re'’,¢) := Inr+it pour tout (re,t) € £. On obtient ainsi un diagramme commutatif :

s

C* NIN\>C
og
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L application 7 dans ce diagramme est la projection (re'’,¢) — re'’de C x R sur C; la fleche du log
est bizarre parce que log n’est pas une vraie fonction. La fonction log est une vraie fonction, elle
est uniforme. On va voir plus bas comment faire pour qu’elle soit holomorphe.

La projection 7 est un revétement de C*

Cela signifie que tout zo € C* admet un voisinage ouvert U tel que T~ (U) = U V;, une
keZ
réunion disjointe d’ouverts telle que les restrictions 7y, : Vx — U soient des homéomorphismes.

(Un tel ouvert est dit trivialisant pour le revétement.) On le voit en prenant par exemple pour U

o
le disque ouvert D(zp, |zo|). Soit 7o un argument de zp : tout élément z € U admet alors un unique
argument ¢ € |fo —Tt/2,to + T/2[; notons temporairement argz := ¢ ce dernier. Alors :

Vi = {(z,argz+ 2kin) | z € U}.

Les ouverts utilisés dans les trois méthodes de construction de la surface de Riemann (disques de
C*, demi-plans, plans fendus) sont trivialisants, de méme que tout ouvert connexe inclus dans un
ouvert simplement connexe de C*. Les plans fendus sont des ouverts trivialisants maximaux.

Une conséquence essentielle du fait que 7 est un revétement est la suivante : si Y est un chemin
de a a b dans C* et si x € X est un antécédent de a dans X, alors il existe un unique relévement y
d’origine x par 7. Ce terme signifie que y est un chemin d’origine x dans X qui se projette sur v, i.e.
v=mo7. Cet énoncé releve du cours de topologie, mais nous le redémontrerons dans un chapitre
ultérieur. La conséquence la plus importante pour nous concerne les lacets : si b = a, donc si 'y est
un lacet, il n’est pas nécessairement vrai que ¥ soit un lacet : en fait, I’extrémité y de y est un point
de n~!(b) = !(a) et il correspond & la détermination du logarithme obtenue par prolongement
d’une détermination donnée en a. Il est facile d’en déduire que y = x si, et seulement si, 7(0,y) = 0.

De maniere générale, I’énoncé de topologie ci-dessus se complete comme suit : si‘y; et ¥, sont
deux chemins homotopes de a a b, alors leurs relevements dans X sont homotopes et ils ont méme
extrémité. Le théoreme de monodromie évoqué page 12 est une conséquence immédiate.

Remarque 2.1.2 Dans le cas du revétement 7, la réciproque est vraie : pour que les relevements
Y1, Y2 de v1, 72 aient méme extrémité ¥y (1) =¥, (1), il est nécessaire que y; et y, soient homotopes.
(A noter que, par définition, Y; et Y, ont méme origine x.) Comme nous le verrons, cette propriété
n’est pas vérifiée par tout revétement. (Par exemple la surface de Riemann de /z ne la vérifie pas,
voir la section 2.4.) Elle tient a ce que X est simplement connexe (nous le prouvons plus bas), de
sorte que T est le revétement universel de C*.

Les fonctions 7 et f):g sont holomorphes

Sil’on munit ¥ de la topologie induite par celle de R>, on en fait un espace séparé et il est clair
que les fonctions T et log sont continues sur X. Pour prouver qu’elles sont de plus holomorphes, il
faut d’abord définir ce qu’est une fonction holomorphe (ou analytique, cela revient au méme) sur
la surface de Riemann X.

La méthode est celle de la géométrie différentielle : on munit ¥ de cartes analytiques, qui
sont des couples (V,¢) formés d’un ouvert V de X et d’un homéomorphisme ¢ de V sur un ouvert
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U = ¢(V) de C; il faut que les ouverts V recouvrent . Nous prendrons ici pour cartes de X les
(Vk, Ty, ) obtenus plus haut a partir des ouverts trivialisants.

On dit alors qu’une fonction f :  — C sur un ouvert Q de X est holomorphe en un point x de
Q si, pour une carte (V,$) en x (i.e. telle que x € V), la fonction f o ¢~! est holomorphe en ¢(x).
Cela a bien un sens car fo¢~! est définie au voisinage de ¢(x) € C et a valeurs dans C.

Par souci de cohérence, on voudrait que la vérification d’holomorphie de f en x ne dépende
pas du choix de la carte utilisée. On impose donc une condition de compatibilité aux cartes ana-
lytiques : si I’on prend une autre carte analytique (V',¢’) en x, on exige que I’homéomorphisme
yi=¢" 00" de o(VNV’) sur ¢/(VNV’) soit biholomorphe (bijectif, holomorphe et de réciproque
holomorphe). Alors g := fod~ et g’ := fo¢/ ~! vérifient g = g o, de sorte que g est holomorphe
en ¢(x) si, et seulement si, g’ est holomorphe en ¢'(x). Sous cette condition, notre définition de
I’holomorphie est bien cohérente.

Nos cartes (Vi,my,) vérifient-elles cette condition de compatibilité ? Si I’on considere U =
(Vi) d’une part et U’ = m(V;) d’autre part (avec les notations ci-dessus), il est facile de voir que
I’homéomorphisme y de compatibilité est tout simplement 1’identité de (Vi NV/).

Il reste a voir que T et loAé sont holomorphes. En ce qui concerne T ¢’est tautologique (mais
le lecteur est prié de s’en assurer). En ce qui concerne log, cela revient a vérifier que 1’application
o . .
de D(rpe™, ry) dans C définie par re" — Inr+it, avec t € |to — /2,1y + 7 /2], est holomorphe, ce
que nous avons déja vu (exercice 1.3.2 du chapitre 1).

La surface X est isomorphe a C

D’abord, I’application 1(';7y est un homéomorphisme de X sur C. En effet : elle est de maniere
évidente continue ; elle est bijective, de réciproque w — (", Im w) ; cette réciproque est-elle méme
visiblement continue. Puisque la surface ¥ est homéomorphe a C, elle est simplement connexe et
par conséquent T est le revétement universel de C*.

On a déja vu plus haut que lg/g est holomorphe. Pour dire que c’est un isomorphisme (de
surfaces de Riemann ...), il faut pouvoir prouver que sa réciproque € est holomorphe. On peut
définir cette propriété comme signifiant : pour toute carte (V,9), la composée ¢ o€ est holomorphe
de f(;g(V) C Cdans C*. C’est immédiat d’apres I’exercice ci-dessous.

Exercice 2.1.3 L’application ¢ o € est I’exponentielle w — e".

2.2 Surface de Riemann de /z

2.2.1 Description informelle

Par la méthode des piles d’assiettes. Nous nous plagons au dessus de C* : sur chaque disque
ouvert, il y a deux branches opposées, donc (avec 1’'image des piles d’assiettes) deux assiettes
dans la pile. La surface de Riemann de ,/z sera donc étalée au dessus de C* et la projection
sera un revétement étale de degré 2. Pour décrire cette surface, nous reprenons le petit jeu du
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prolongement des branches tel qu’on peut le déduire de la section 1.1 du chapitre 1. La régle est
la suivante : un tour autour de O (mettons dans le sens positif) fait changer de disque (puisqu’il
transforme une détermination en son opposée) ; un tour de plus ramene donc au premier disque !
Par exemple, en parcourant deux fois le cercle unité de 1 a 1 dans le sens positif, on relie des petits
disques de centres i* comme illustré sur la figure 4 (i). Si 1’on relie de méme de maniere continue
des disques de centres tous les points du cercle unité, on obtient une figure hélicoidale qui se croise
elle-méme (fig. 4 (ii). Le “squelette” de cette configuration topologique est représenté par un lacet
au dessus du lacet fondamental comme dans la figure 4 (iii).

Par la méthode du parking. On trouve un parking hélicoidal a deux étages, ou I’on monte
continument : du premier au second, puis du second au premier ... voir la figure 5.

Par la méthode des coupures. On pratique une coupure dans le plan ; traditionnellement, on se
place sur C\ R_. La détermination fondamentale de la racine carrée sur C\ R_ correspond a un
feuillet, son opposée correspond a un autre feuillet. La regle de franchissement de la coupure est
ici simple : quel que soit le sens de franchissement, on change d’étage ! On obtient la figure 6 (i)
(ou la figure 6 (ii), qui se rapproche de la figure 5), dans laquelle il faut cependant imaginer que
la surface ne se coupe pas elle-méme. Les dessins ne représentent donc pas cette surface comme
plongée dans R>.

Exercice 2.2.1 Cette surface admet-elle une réalisation dans R3 ?

2.2.2 La surface étalée au dessus de C*

Nous noterons X* la surface de Riemann obtenue par 1’un quelconque des procédés ci-dessus.
Sa projection sur C* est un revétement (étale) de degré 2, c’est pour cela que 1’on parle de “surface
étalée au dessus de C*”.

Plus précisément, notant T : £* — C* cette projection : pour tout ouvert U C C* “suffisamment
petit”, I'image réciproque ! (U) = V; UV, est réunion disjointe de deux ouverts Vi, V> de X*
tels que les restrictions Ty, , 7y, soient des homéomorphismes de Vi,V sur U. Les ouverts U en
question sont donc trivialisants pour le le revétement . Dans notre cas, les ouverts trivialisants
sont tout simplement les ouverts sur lesquels il y a deux déterminations distinctes de /z : par

o

exemple les disques ouverts D(z, |zo|) ou les plans fendus C\ R_¢'® ; mais, plus généralement,
tous les ouverts connexes contenus dans un tel plan fendu, et méme tous les ouverts contenus dans
un ouvert simplement connexe de C*.

Uniformisation

Comme dans le cas du logarithme (section 2.1.4), on exprime le fait que “la racine carrée
s’uniformise sur sa surface de Riemann” par un diagramme commutatif :

Z*

| N\

¢ e
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Nous savons que la “fonction” /z est “mal définie” (multiforme), il s’agit de la relever en une
fonction “bien définie” (uniforme) \Af/z Pour définir cette derniere, nous nous plagons sur un petit
ouvert en forme d’assiette de X*, c’est-a-dire sur un (U, f) ou U est un disque ouvert non vide
de C* et ou f est une détermination de la racine carrée sur U. Par définition, sur cet ouvert, 72
coincide avec f.

Une définition plus géométrique de I'uniformisation. Elle repose sur le revétement étale 7 :

¥* — C*. Commengons par choisir un point py € ©~!(1). Par exemple, on prend U := ]O)(l, 1);
on écrit T~ (U) = V; UV5 (union disjointe), ot chaque V; correspond a I’une des deux détermina-
tions ¢; de la racine carrée sur U ; et I’on choisit pour py I'unique point de V; au dessus de 1, i.e.
{po} =Vinn~!(1). La valeur de \/z en py est alors bien entendu ¢; (1) (donc 1 ou —1 selon que
I’on a pris pour ¢; la détermination principale ou son opposée). Pour définir la valeur de /z en un
point p quelconque de ¥*, on choisit un chemin ¥ de py a p dans X* ; on projette ¥ en un chemin
y:=moYden(py) =1 an(p) =zdans C*; on prolonge analytiquement la fonction ¢; le long de
Y; et 'on obtient donc une détermination ¢ de la racine carrée au voisinage de z. la valeur de la
fonction /z en ce point z est alors par définition ¢(z) (figure 7).

Pour que I’algorithme ci-dessus donne une définition cohérente, il faut que deux propriétés
soient vérifiées :

1. Il existe un chemin de py a p : autrement dit, X* est connexe par arcs.

2. Le résultat du prolongement analytique le long de Yy ne dépend pas du choix du chemin ¥ de
poap.

La premiere propriété se voit ainsi : si p, p’ € X se projettent sur z,7’ € C*, alors tout chemin
v de z a7/ dans C* se reléve en un chemin ¥ qui va de p a p’ ou bien a I’autre point, disons ¢, de
71 (). (En effet, cette propriété dite de relévement des chemins, est partagée par tous les revéte-
ments étales, et nous y reviendrons en détail au chapitre 7.) Par ailleurs, un lacet simple A autour
de 0 de base 7’ se releve en un chemin A de ¢’ a p’ (ainsi d’ailleurs qu’en un chemin de p’ i ¢').
Selon le cas, Y ou ¥.A relie p 2) p/.

La deuxieme propriété se voit ainsi : si deux chemins ¥; et ¥» de projections respectives y; et
Y2 vont de pg a p, alors les prolongements analytiques le long des chemins ¥, et ¥, ont bien mené a
la méme détermination de la racine carrée. En effet, ¢’est presque tautologique, puisque le “choix”
de p au dessus de z équivaut au “choix” d’une des deux branches en z.

Remarque 2.2.2 Tout de méme, ce fait apparemment trivial admet une interprétation géomé-
trique. Considérons le lacet A= ¥>.(71) ! dans £* de base po dans T*, qui se projette en le lacet
A= yz.yl_l de base 1 dans C*. Alors le lacet A tourne un nombre pair de fois autour de 0 puisque
son relévement A est un lacet dans £*, donc ne change pas d’étage, donc ne permute pas les deux
branches. En fait, on a une équivalence :

1(0,A) pair <= tout relevement A de A dans X* est un lacet.

Ainsi, contrairement au cas du logarithme (cf. la remarque 2.1.2 de la section 2.1), un lacet A non
homotopiquement trivial peut avoir pour relevement un lacet.
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Exercice 2.2.3 Interpréter ce fait dans le langage du cours de topologie, en comparant le groupe
fondamental de C* avec le groupe Aut(X*/C*) du revétement. [Indication. On définit un mor-
phisme du groupe fondamental , qui est isomorphe a Z, sur le groupe des permutations d’une
fibre, qui est isomorphe a Z /27Z.]

Holomorphie de \72

On prend comme cartes sur L* tous les couples (V;,Tty,) qui se déduisent d’une trivialisation
n=!(U) =V} UV,. La preuve de compatibilité de ces cartes est la méme que dans le cas du loga-

rithme, ainsi que la preuve de I’holomorphie de 7 et de /z.

Remarque 2.2.4 En fait, cette derniere induit un isomorphisme (homéomorphisme biholomorphe)
de X* sur C*. Cette situation exceptionnelle est due au fait que, comme dans le cas du logarithme,
la fonction multiforme que nous étudions ici est I’inverse a droite (“‘semi-réciproque’) d’une fonc-
tion uniforme (respectivement 1’exponentielle et z — z2).

2.2.3 Bouchage de trous

Pour le logarithme, comme pour la racine carrée, le point de ramification 0 joue un rdle crucial.
A premiere vue, la différence est que I’on peut prolonger par continuité en 0 les déterminations de
la racine carrée, mais pas celles du logarithme. En fait, la différence la plus importante tient au fait
que, dans le cas de la racine carrée, la monodromie est d’ordre fini : I’'image du groupe fondamen-
tal (isomorphe a Z) dans le groupe du revétement est un groupe fini (isomorphe a Z/2Z); alors
que, dans le cas du logarithme, le groupe fondamental est isomorphe au groupe du revétement.
Cette finitude est caractéristique des fonctions algébriques et va nous permettre de “boucher les
trous” de maniere bien adaptée a I’étude géométrique.

Le bouchage de trous est une activité locale. On choisit un disque épointé de centre le point
de ramification, mettons A := IS(O, 1)\ {0}. Notons A’ la surface de Riemann de la fonction /7
restreinte 2 A. La projection ' de A’ sur A en fait un revétement étale de degré 2 (voir figure 5).
La surface A’ est connexe, et cette seule information permet de décrire T, comme nous le verrons
plus loin ; mais on va commencer par une approche ad hoc. Naturellement, A’ est un ouvert de la
surface de Riemann X* et I’on n’a fait que restreindre la projection T au dessus de A; en utilisant

le diagramme d’uniformisation, il est facile de voir que la fonction ,/z réalise un isomorphisme de

A’ avec ]OD(O, 1)\ {0} C C*. On en déduit un diagramme commutatif :

D(0,1)\ {0}

J
K %vz

A

A/

2

La fleche w — w~ n’est autre que I'inverse a gauche (uniforme) de la fonction racine carrée ! Le
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bouchage de trou consiste 2 poser A’ := A’ U {un point} et & compléter ce diagramme en :

A/—>D01

N\ A

On recolle ensuite la rustine A’ sur X* du c6té gauche, ce qui donne ¥ := X* U {un point} ; on

recolle D(0, 1) sur C* du coté droit, d’ou le diagramme :

z = C
X A w?
C

Naturellement, T : £ — C n’est pas un revétement étale. (D’apres le cours de topologie, C étant
simplement connexe, tout revétement étale connexe de C est I’identité.) C’est un revétement rami-
fié de degré 2 et il est isomorphe au revétement ramifié w — w?, C — C.

Enfin, on peut faire de T et de la bijection £ = C des applications holomorphes en prenant

o
pour carte centrée sur le nouveau point de X la bijection évidente de A’ sur D(0, 1).

Le bouchage de trous sans tricher. Encore une fois, il s’agit de voir ce que 1’on peut faire
avec les seules informations topologiques et géométriques, sans utiliser des fonctions que nous
connaissons a I’avance. En effet, ici tout est tres facile et treés explicite, mais cela ne sera pas
toujours le cas ... Nous nous plagons encore localement, au dessus de A et considérons A’ :=
n~!(A) et la restriction ' : A’ — A, qui est un revétement étale de degré 2. De plus, A’ est connexe
(méme argument que celui donné pour £* avant qu’on I’ait identifiée & C*).

Lemme 2.2.5 Soient ' : A’ — A et 1" : A" — A deux revétements étales de degré 2, de source
connexe, du disque unité épointé. Alors ces deux revétements sont isomorphes. Autrement dit, il
existe un homéomorphisme ¢ : A' — A” rendant commutatif le diagramme :

A 4’
De plus, si I’on fixe X' € A’ et x" € A" tels que ' (x') = & (x"), et si I’on impose ¢(x’) = x, alors

I’application ¢ est unique.

Ce lemme est la conséquence d’un fait beaucoup plus général (description de tous les revéte-
ments connexes de A et de C*) qui sera énoncé et prouvé au chapitre 7. Son usage est le suivant. Il
se trouve que I’on connait déja de maniére explicite un revétement étale de degré 2 de A, de source
connexe : ’application w — w?, A — A. Notre revétement 7’ lui est donc isomorphe.

Exercice 2.2.6 Démontrer le lemme. [Indication. pour déterminer 1’image de y € A/, mener un
chemin de x’ a y/, projeter dans A puis relever dans A”.]
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2.3 La sphere de Riemann

Il s’agit ici d’une premiere approche, nous y reviendrons dans un cadre plus général au chapitre
3; mais nous en avons ici besoin pour parler des points a I’infini de maniere plus géométrique.
Nous allons ajouter un point 2 C un point a I’infini. L’ensemble C U {eo} obtenu est muni de
plusieurs structures distinctes que nous examinerons successivement.

Remarque 2.3.1 Il y a deux manieres classiques d’aller & I’infini dans le plan. En géométrie
projective réelle, on compactifie R? en lui ajoutant une “droite 4 I’infini” (qui est d’ailleurs elle-
méme une droite projective réelle, i.e. de la forme RU {co}) et I’on obtient le plan projectif réel
P?(R), une surface non orientable. Ce n’est pas de cette construction qu’il s’agit ici.

La droite projective complexe

On la définit formellement comme 1’ensemble des directions dans C? :

_ C\{(0,0)}
P'(C):= —c

On peut y penser comme ceci : chaque direction de C?, ou, ce qui revient au méme, chaque droite
vectorielle, est engendrée par un couple (u,v) € C*\ {(0,0)} ; et deux couples engendrent la méme
droite si, et seulement s’ils sont liés. L’ensemble des droites est donc en bijection naturelle avec
le quotient de I’ensemble des vecteurs non nuls C2\ {(0,0)} par I’action du groupe C*. On note
[u:v] la classe de (u,v) # (0,0) dans P'(C) et I’on appelle u,v des coordonnées projectives du
point [u : v] : mais ces coordonnées ne sont définies qu’a une homothétie pres.

La droite vectorielle de vecteur directeur (u,v) rencontre en général la droite affine C x {1} en
1’unique point (u/v,1) de C2. La seule exception est la droite vectorielle horizontale, de vecteur
directeur (u,0), u € C* arbitraire : celle-ci ne rencontre pas la droite affine, ou bien “la rencontre
a I’infini”. On a donc d’une part un point particulier [u : 0] de P!(C), que I’on considere comme
“point & I’infini” et que I’on peut noter oo ; d”autre part une bijection entre P! (C)\ {eo} et C, donnée
par la formule [u : v] — u/v. C’est pourquoi, on écrit parfois abusivement P! (C) = CU {co}.

Structure topologique

Il s’agit du compactifié d’ Alexandroff C:=cu {e}. On le munit de la topologie dont les
ouverts sont d’une part les ouverts de C, d’autre part les C\K, ou K est un compact de C. On
démontre alors (cours de topologie de L3) que C est compact. Cela fonctionne d’ailleurs aussi
bien avec tout espace localement compact.

Exercice 2.3.2 Démontrer que I’espace obtenu est connexe, connexe par arcs et simplement connexe.

Structure différentielle

On identifie C x R 4 R3, dans lequel on considére la sphere :

§2:={(Z,t) e CxR ||z} +* =1}
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La projection stéréographique (figure 8 (i)) depuis le pole nord N(0,1) € S? envoie le point
P(Z,t) € §*\ {N} sur I'unique point Q(z,0) du plan équatorial C x {0} tel que N, P,Q soient

alignés. 11 est facile de voir que z = 1 et que I’on obtient ainsi une bijection de S?\ {N} sur
2z B 2> -1

= = - Cette
2 +1 122 +1

C, la réciproque étant donnée par la formule Q(z,0) — P(Z,t) ou Z

bijection est clairement un difféomorphisme C*.

On prolonge ce difféomorphisme en une bijection de S> sur C U {e} qui envoie N sur oo
Comme S est une variété différentielle, cela permet, par transport de structure, de faire de CU {eo}
une variété différentielle.

Exercice 2.3.3 Vérifier que la topologie sous-jacente a cette structure différentielle est celle de la
compactification d’ Alexandroff et que la variété obtenue est orientable.

Structure analytique

On va munir CU {e} d’un atlas analytique qui en fera une surface de Riemann notée S et ap-
pelée spheére de Riemann. On recouvre pour cela S par deux ouverts : Uy := C et U, := C* U {0}
(figure 8 (ii)). On fait de ces deux ouverts des cartes analytiques en les munissant d’homéomor-
phismes ¢; vers des ouverts V; de C. Nous prendrons d’une part Vj := C et 09 = Id; d’autre part
Voo = C et §w(z) := 1/z, avec la convention évidente que 1/c0 = 0.

On dit maintenant qu’une fonction f : Q — C définie sur un ouvert Q de S est holomorphe
(ou analytique, cela revient au méme) sur Q si, pour chacune des deux cartes (U;,¢;) ci-dessus,
I’application f o 4);1 est holomorphe sur ¢;(QNU;), qui est un ouvert de C. Pratiquement, on teste
I’holomorphie de f au voisinage de p € S comme suit :

1. Si p € Uy = C, on regarde simplement si la fonction f(z) est holomorphe au voisinage de p.

2. Sip €U, =C*U{eo}, on écrit p=1/q avec g € Uy, et g(z) = f(1/z) ; puis on regarde si
g(z) est holomorphe au voisinage de q.

Naturellement, si p € Uy NU. = C*, les deux tests s’appliquent et il faut qu’ils donnent la méme
réponse, ce qui est bien le cas : en effet, f(z) est holomorphe en p € C* si, et seulement si,
g(z) := f(1/z) est holomorphe en ¢ := 1/p € C*. En fait, cette cohérence tient au choix de cartes
¢; compatibles : I’application de changement de cartes (e, 0 O I'de ¢o(Uy N U..) dans ¢o.(Up N Us)
est un biholomorphisme, i.e. elle est bijective et biholomorphe. Dans la définition de départ d’une
fonction holomorphe, on a donc équivalence entre les conditions “f o q);l est holomorphe sur
¢;(QNU;)” pour i = 0,ce.

Exercice 2.3.4 Démontrer que les seules fonctions holomorphes sur S tout entier sont les constantes.
[Indication. Invoquer la continuité sur un compact, puis le principe du maximum.]

2.4 La surface de Riemann de /z a I’infini et partout

On va reprendre I’étude de la fonction racine carrée mais au dessus de la sphere de Riemann S.
D’apres 1’étude a ’infini au chapitre 1, section 1.5, on peut poser /o0 = oo et considérer co comme
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un point de ramification. Notons Z := 1/z la coordonnée naturelle sur I’ouvert U, = C*U{} C S
(donc, Z = 0 au point ). Sur un “disque épointé” A de centre o, par exemple 0 < |Z| < 1, il n’y
a pas de détermination globale, et chaque détermination locale sur un petit disque est transformée
en son opposée par prolongement le long d’un lacet qui fait un tour autour de oo. La portion de
surface de Riemann A’ au dessus de A en est donc un revétement connexe étale de degré 2, et I’on
peut “boucher le trou” comme on I’a fait en 0.

Apres bouchage de trou de ©* en 0 et a I’infini, on obtient une surface de Riemann X étalée au
dessus de S, autrement dit, munie d’une projection sur S, que nous noterons T, ayant les propriétés
suivantes :

1. Larestriction de w: £* — C* est un revétement étale de degré 2, de source connexe.

2. Le revétement T est ramifié au dessus de O et de oo.

Exercice 2.4.1 Démontrer a I’aide de ces propriétés que X est une surface compacte orientable.

La théorie générale des surfaces® nous garantit alors que la surface X a I’allure d’une sphére

assortie de g anses, oll g est un certain entier naturel appelé genre de g (voir la figure 9 (i), (ii)
et (iii) ; les courbes I qui y sont dessinées sont expliquées plus loin, au paragraphe “Un autre
argument topologique™). Nous allons tenter de nous convaincre que g = 0, autrement dit que X est
homéomorphe a une sphere. Il y a divers raisonnements pour cela, tous corrects, mais nous ne les
aborderons que de maniere informelle et intuitive.

Un argument topologique

On fend la sphere de Riemann le long de la demi-droite achevée R := R, U{oo}, ce qui laisse
I’ouvert simplement connexe :

S :=S\R, =C\R, =C*\R".

Notons X’ := 7t~ !(S’). Puisque le revétement au dessus de C* est étale (non ramifié), le revétement
restreint T : X' — S’ est étale de degré 2 ; mais, puisque S’ est simplement connexe, tous ses revé-
tements étales sont triviaux. Dans notre cas, cela signifie que £’ = X UL/, ol X} et X sont des
feuilles disjointes qui s’envoient homéomorphiquement sur §'. Cela correspond au fait qu’il y a
bien deux déterminations globales (opposées) de la racine carrée sur S'.

Les deux feuilles X} et ¥ ressemblent a des spheres fendues que 1’on doit recoller le long
de leurs coupures (figure 10 (i)). En fait, 7=' (R, ) est formé de Tc_l(Ri) (deux demi-droites
ouvertes disjointes allant de 0 & o) et de T~'(0) (un seul point) et T~! (o) (un seul point), donc de
deux demi-droites fermées homéomorphes a4 R qui ont leurs extrémités 0,0 en commun (figure
10 (ii)). Le point subtil est que chacune de ces demi-droites fermées sépare X} de X} (regles de
franchissement des coupures). Ici, seule I’imagination spatiale peut nous aider * et nous convaincre

que le seul recollement possible est celui représenté sur la figure 10 (iii).

3. Voir par exemple “Topologie des surfaces” de A. Gramain, PUF.
4. En fait, il existe des outils rigoureux et efficaces comme la formule de Riemann-Hurwitz, que nous utiliserons
plus tard.
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Un autre argument topologique

Nous utilisons ici un critere inventé par Riemann : parmi les surfaces de la figure 9, la sphere
est caractérisée par le fait que toute courbe fermée simple I' la “déconnecte”, i.e. a un complé-
mentaire non connexe. Examinez les surfaces de genre g > 1 et vérifiez que certaines courbes
fermées simples I ne les déconnectent pas. Puis raisonnez sur . Quitte 2 bouger un tout petit peu
la courbe, on peut supposer qu’elle évite O et oo. Si elle reste sur un feuillet, il est clair qu’elle y
a un intérieur et un extérieur qu’elle sépare (figure 11 (i)). Si elle franchit les coupures de chan-
gement de feuillet, il faut faire confiance a un dessin, voir la figure 11 (ii). Riemann a raffiné ces
criteres en définissant le “nombre de connexion” d’une surface, voir par exemple le chapitre V du
livre d’ Appell et Goursat.

Un argument analytique

1l consiste simplement a étendre le diagramme commutatif d’uniformisation

> . en D
N AN
C “%\>C S\\A[fs

ou X :=X*U{0,00}. Les applications (au sens ensembliste) sont trés faciles a définir, et 1’on établit
sans peine la bijectivité de \/z de X sur S.

Exercice 2.4.2 Vérifier que T et 72 sont holomorphes.

2.5 Quelques exemples succincts

On suppose maintenant le lecteur rodé, le traitement sera sobre et il faudra fournir soi-méme
les détails !

2.5.1 Surface de Riemann de /1 — 72

Au dessus de tout z € C\ {+1,—1}, il y a deux branches distinctes, donc deux éléments de
surface. C’est encore vrai au dessus de o en vertu du développement en série :

V1-2=iz\/1—z2=iz(1—z72/2+--)

On a donc un revétement : £ — S de degré 2, étale au dessus de S\ {41, —1} et ramifié en 1.
Au dessus de 1’ouvert simplement connexe S’ := S\ [—1,+1], ce revétement de décompose en
deux feuillets disjoints X} et X}, homéomorphes a S'.

Remarque 2.5.1 Cela correspond au fait analytique suivant : si A est un lacet dans S qui ne ren-
contre pas [—1,+1], ’indice total 7(+1,A) +1(—1,A) est pair, donc le prolongement analytique
le long de A n’affecte pas les branches de v/1 —z2, donc il ne fait pas changer d’étage dans le
revétement (et le relevement de A est un lacet).
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Le bouchage des trous en +1 (le cas de —1 est analogue) se fait en posant z =1+ u, d’ou
1 — 22 = —2u — u?, un difféomorphisme local d’un voisinage ouvert convenable U de 1 sur un
disque ouvert A de centre 0. Le revétement de U \ {1} est donc isomorphe a celui du disque
épointé A\ {0}, que I’on sait déja boucher.

La surface de Riemann est donc obtenue en recollant deux spheres fendues X} et X} avec des
regles de recollement similaires a celles utilisées pour /z, sauf que I’on remplace 0,0 par +1,—1.
Donc ¥ est homéomorphe a S.

Le diagramme d’uniformisation est le suivant :

P

Une différence notable avec les cas précédents est que le morphisme /1 —z% n’est plus ici un
isomorphisme avec la sphere de Riemann S mais un revétement ramifié de degré 2. En fait, il dé-
coulera des chapitres suivants que X s’identifie a la complétion projective de la courbe algébrique

w? +72 =1, et wet /1 — 72 correspondent respectivement aux projections (z,w) — z et (z,w) — w.

Exercice 2.5.2 Démontrer que ¥ est isomorphe a S. (Les arguments ci-dessus “montrent” seule-
ment que X est homéomorphe a S.)

Exercice 2.5.3 Démontrer que tout revétement connexe de degré 2 de S ramifié en deux points est
homéomorphe a S.

2.5.2 Surface de Riemann de \/(z—a)(z—b)(z —c)

On suppose a, b, c distincts. Il y a quatre points de ramification : les points a,b,c et aussi oo,
car, en coordonnées Z=1/zetW =1/w,onyaW = £(Z+ %MCZZ +---)V/Z. La surface de
Riemann ¥ est> un revétement connexe de degré 2 de S, ramifié au dessus de ces quatre points et
étale ailleurs. On pratique deux coupures dans S : une qui joint a a b, une qui joint ¢ a . L’ouvert
S’ restant n’est pas simplement connexe, mais la portion ¥’ de ¥ au dessus de S’ se décompose
tout de méme en deux feuillets disjoints. La raison en est la suivante : pour tout lacet A qui ne
croise aucune des deux coupures, la somme des quatre indices (de a, b, c et o) est paire, donc le
prolongement analytique le long de A ne change pas les déterminations de \/(z —a)(z — b)(z — ¢),
donc ne fait pas changer d’étage dans le revétement ! L’argument topologique sous-jacent est le
suivant : on ne décrit pas enticrement un revétement connexe ramifié de S en disant qu’il est de
degré 2 et qu’il admet quatre points de ramification. Il faut une information supplémentaire sur le
groupe des automorphismes du revétement. Ici, cette information est fournie par la monodromie
de la fonction algébrique étudiée.

5. On recourt pour la premiere fois (a part le dernier exercice de la section précédente) a cet abus de langage, qui
deviendra fréquent, de confondre la source X du revétement 7 : X — S avec le revétement lui-méme.
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Quoiqu’il en soit, on se retrouve avec deux copies de S’ a recoller le long des coupures. Les
figures 12 (i) et 12 (ii) nous montrent des courbes fermées simples qui ne déconnectent pas X, qui
n’est donc pas homéomorphe a S. Il y a méme deux telles courbes non équivalentes I';, i = 1,2,
et I’on montre pour chacune d’elle un chemin 7; qui relie un point proche de I'; a un point proche
juste de I’autre coté. En fait, le genre de cette surface est 1 comme tentent de I’illustrer les figures
12 (iii) et 12 (iv) : c’est un tore.

Exercice 2.5.4 Quel est le groupe fondamental de S’ ? Quel est le groupe du revétement ?

2.5.3 Surface de Riemannde \/(z—a)(z—b)(z—c)(z—d)

On suppose a,b,c,d distincts. Il y a quatre points de ramification, les points a,b,c,d, car, a
I’infini, avec les coordonnées usuelles, on a W = j:(Z2 + %ﬁ + ), donc deux branches
distinctes. La surface de Riemann est donc encore un tore.

Exercice 2.5.5 Décrire la surface de Riemann de /72 + 2.

2.6 Illustrations
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Chapitre 3

Surface de Riemann ““abstraites”

On abandonne ici le point de vue qui associe a une fonction sa surface de Riemann (étalée
au dessus de C ou de S) et I’on entreprend une description intrinséque. Dans ce chapitre, on se
contentera de donner les définitions et quelques généralités en vue d’introduire des exemples im-
portants. La théorie proprement dite commence au chapitre suivant.

La méthode suivie est celle de la géométrie différentielle : cela vaut donc la peine de réviser le
début de son cours sur les variétés différentiables.

3.1 Définitions et premiers exemples

Soit X un espace topologique connexe et non vide.

Cartes de X. Il sera dorénavant sous-entendu que toutes nos cartes sont complexes de dimension
1. Ce sont donc des couples (U,¢), ou U est un ouvert non vide de X et ot ¢ est un homéomor-
phisme de U sur un ouvert V := ¢(U) de C. Une carte en x € X est une carte (U, ¢) telle que x € U.
On dit que la carte est un disque si V est un disque ouvert de C; si de plus ce disque est de centre
0 et si ¢(x) = 0, on dit que la carte est centrée en x. Enfin, selon un abus de langage courant, on
dira qu’une carte (U, ) est connexe (par exemple) si son domaine U I’est. Pour tout y € U, on dit
alors que ¢(y) est la coordonnée de y dans la carte (U, ) et ¢ est appelée coordonnée locale en x.

Atlassur X. C’estunrecouvrement de X par des cartes. Toujours selon le méme abus de langage,
cela signifie que 4 = ((Ui,(]),')i) et que X = [JU,;. S’il existe un atlas sur X, c’est une surface.
Comme toute variété topologique connexe, X est alors automatiquement connexe par arcs (car
connexe et localement connexe par arcs).

Cartes compatibles. Ce sont les conditions de compatibilité entre les cartes qui permettent de
préciser la structure (différentielle, analytique ...) de X. Nous dirons que les cartes (U;,0;) et
(U, 07) sont compatibles (sous-entendu : au sens analytique) si I’homéomorphisme :

{\If (01 (Ui NU2) — 02(Ur N 1),
2 02(07'(2)),
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est biholomorphe, autrement dit, si y et y~! sont holomorphes (figure 1); cela a bien un sens
puisque ¢1(U; NU>) et ¢2(U; NU,) sont des ouverts de C. Notez que, si Uy NU, = 0, les cartes
sont automatiquement compatibles. Attention! La relation de compatibilité n’est pas en général
une relation d’équivalence : si ’on teste quelque chose sur U; N U, et sur U, NUs, cela ne dit pas
ce qui se passe sur Uy NU3.

Atlas analytique. Un atlas 4 est dit analytique si les cartes qui le composent sont deux a deux
compatibles. Disons provisoirement que deux atlas sont compatibles si toute carte de ’'une est
compatible avec toute carte de 1’autre : cela revient a dire que la réunion des deux atlas est encore
un atlas analytique. Cette relation entre atlas est une relation d’équivalence. La réunion de tous
les atlas d’une méme classe est un atlas analytique qui est maximal pour I’inclusion (et méme
maximum dans la classe) ; on dit qu’il est saturé.

1

Définition 3.1.1 Une surface de Riemann est une surface connexe ' non vide X munie d’une classe

d’équivalence d’atlas analytiques.

Ce n’est donc pas un cas particulier de surface mais une surface munie de données supplémen-
taires (de la méme maniére qu’un anneau n’est pas un cas particulier de groupe). Attention! Sa
dimension en tant que variété réelle est 2, en tant que variété complexe c’est 1. Certains ouvrages
appellent d’ailleurs “courbe holomorphe” ce que nous appellerons “surface de Riemann”.

Une surface de Riemann X est nécessairement un espace topologique séparé. Soient en effet
x,y deux points distincts de X. On veut démontrer qu’il existe des ouverts disjoints U; S xet U, 3 y.
S’il existe une carte (U, 0) telle que x,y € U, c’est clair puisque U, homéomorphe a un ouvert de

C, est séparé. Sinon, supposons que x € U a pour image z € ¢(U) et soit U’ := ¢! (D(z,r)) ou

r > 0 est assez petit pour que D(z,7) C ¢(U). Alors, si 0 < ¥ < r, les ouverts Uy := ¢~ (D(z,7))
et Uy := X\ ¢! (D(z,7')) contiennent respectivement x et y et ils sont disjoints.

Exercice 3.1.2 Dans quel cas peut-on donner un atlas sur X sans aucune condition de compatibi-
lité a vérifier ?

3.1.1 Quelques aspects pratiques

La topologie de X. Bien souvent, on se donne d’emblée une collection 4 = ((Ui, ¢,~)i) destinée
a €tre un atlas sur X avant méme d’avoir défini sa topologie. Dans ce cas, il faut comprendre que
1’on munit chaque U; de la topologie déduite de celle de ¢(U;) par transport de structure ; puis on
munit X de la topologie dont une base d’ouverts est la réunion des topologies des U, : cela revient
a dire que Q C X est un ouvert de X si, et seulement si, chaque ¢;(QNU;) C ¢;(U;) C C est un
ouvert de C. Cette définition n’est cohérente que si les “cartes” (U;, ;) sont compatibles au sens
topologique, autrement dit, si chaque bijection ¢;(U;NU;) — ¢;(U;NU;) obtenue par restriction de
djod; ! est un homéomorphisme. En principe, de telles compatibilités devraient étres démontrées,
ainsi d’ailleurs que la connexité de X ; mais habituellement on les accepte comme évidentes. Pour
un exemple de ce procédé, voir la définition de la droite projective complexe et de sa structure
analytique en 3.1.2.

1. Les livres sur le sujet n’exigent pas toujours la connexité.
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Utilisation d’un atlas particulier. Le plus souvent, on se donnera un atlas > particulier, auquel
on ajoutera a volonté des cartes compatibles selon les besoins. Cependant, il faudra prouver qu’une
définition ou une construction faisant référence a un tel atlas particulier ne change pas si I’on prend
un autre atlas équivalent : voir par exemple la définition des fonctions holomorphes sur X a la
section 3.2.1. Naturellement, une construction effectuée sur un atlas saturé peut étre considérée
comme intrinséque, puisqu’il n’y a qu’un atlas saturé dans chaque classe.

Raffinement d’un atlas. Si chaque ouvert U; de I’atlas 4 = ((Ui,(b,-)i) admet un recouvrement
ouvert U; = JU; ;, on peut former un nouvel atlas avec les cartes (Uj ;,9; ;), ou ¢; ; désigne la
restriction de ¢; a Uif ;- Par exemple, si I'on a d’une part I"atlas 4 sur X, d’autre part un recou-
vrement ouvert de X, on peut en déduire un atlas 4’ compatible avec A4 et de plus subordonné au

recouvrement : cela signifie que toute carte de 4’ est contenu dans un ouvert du recouvrement.

Exemple 3.1.3 Soient X une surface de Riemann, 4 un atlas de X et p: ¥ — X un revétement
(étale), ol X est un espace topologique. Alors X admet un atlas formé d’ouverts trivialisants. On
peut méme exiger que les cartes soient des disques (i.e. que leurs images dans C le soient).

3.1.2 Quelques exemples simples

Domaines de C. Rappelons qu’un domaine est un ouvert connexe non vide. Si U est un domaine
de C, le couple (U,Idy ) est une carte (compatible avec elle-méme ...) et méme un atlas analytique.
L atlas saturé correspondant est la famille de tous les (V,Idy) ot V est un ouvert de U. Dorénavant,
tout domaine de C sera considéré comme surface de Riemann avec cette structure.

Domaines d’une surface de Riemann. Si X’ est un domaine de la surface de Riemann X, et
si A= ((U;,9:);) est un atlas analytique de cette derniere, alors A’ = ((U/,9/);) est un atlas ana-
lytique de X', ot I'on a posé U/ := U; N X' et ot ¢ désigne la restriction de ¢; a U/. Si I’on part
d’un atlas 4, sur X équivalent a 4, on voit facilement que I’atlas 4] qui s’en déduit sur X’ est
équivalent a 4’ : la structure analytique ainsi définie sur X’ ne dépend donc que de celle de X,
et non du choix particulier de ’atlas 4. On dit que I’on a muni X’ de la structure de surface de
Riemann induite par celle de X .

Sphére de Riemann. C’est le compactifié d’ Alexandroff € := CU {e} de C, muni des deux
cartes (Co,d9) := (C,Idc) et (Ce,0e), 0ll Coo := C\ {0} et ot ¢9(z) := 1/z avec la convention
que 1/e00 = 0. Le changement de carte de ¢9(Cp N Cx) = C* dans ¢o.(Cy N Csx) = C* est ’appli-
cation z — 1/z, qui est bien biholomorphe. Nous noterons S la surface de Riemann obtenue et
I’appellerons sphére de Riemann.

C2\ {(0,0
Droite projective complexe. Rappelons® que P!(C) = \Jéj(’)}’ quotient de 1’ensemble

*
des vecteurs non nuls par ’action du groupe des homothéties, s’identifie naturellement a 1’en-
semble des directions (ou droites vectorielles) de C2. La classe dans P'(C) du couple (z9,21) €

2. Désormais, sauf mention expresse du contraire, tous nos atlas seront analytiques, et ce sera sous-entendu
3. Pour des renseignements plus complets sur la droite projective, voir par exemple le Tout-en-un Ramis-Warusfel,
niveau L2, module II.5.
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C?\ {(0,0)} est notée [z9 : z1]. De plus, on note :
Uo:={[z0:21] €P'(C) | 20 # 0} et Uy := {[z0 : 21] € P'(C) | 21 # 0},

de sorte que, par définition, P'(C) = Uy UU,. Enfin, on pose ¢o([z0 : 21]) = z1/20 pour [z0 : z1] € Up
et 01([zo: z1]) = 20/z1 pour [z0 : z1] € Uy. Alors 4 := ((Uo,(l)o), (U1,¢1)) est un atlas analytique sur
P!(C). Noter qu’on récupere ici la topologie sur P'(C) a partir de I’atlas. Noter aussi que P'(C)
est “essentiellement la méme chose” que S : quand on aura défini le terme, on pourra démontrer
que ce sont en effet deux surfaces de Riemann isomorphes.

Remarque 3.1.4 Les coordonnées projectives zo,z; d’un point [zo : z;] de P!(C) ne sont définies
qu’a un facteur non nul pres. Cela n’aurait donc pas de sens de poser une condition comme zg = 1
ou zo # 1 sur les points [z9 : z1], car une telle condition n’est pas invariante par I’action de C*. En
revanche, les conditions z; = 0, z; # 0 pour i = 0,1 sont invariantes par I’action de C* et cela a
bien un sens de les utiliser pour définir des parties de P'(C).

Exercice 3.1.5 Montrer que la surjection canonique p de C?\ {(0,0)} sur P'(C) est continue et
ouverte. (En fait, on a 14 un quotient topologique.) En déduire que P!(C) est connexe. Montrer
que la restriction de p 2 la “sphere” {(z0,z1) € C? | |z0|* + |z1]* = 1} est surjective et en déduire
que P!(C) est compacte. Définir enfin un homéomorphisme de P! (C) sur S.

3.1.3 Un exemple plus riche : les tores complexes

Soient ®;,®; € C deux complexes qui ne sont pas R-liés : donc w,/®; € C\ R. Alors le
groupe A := Z®; + Z, est un réseau de C, c’est-a-dire un sous-groupe engendré par une base.
On démontre * qu’un tel groupe A est automatiquement abélien libre, qu’il est discret et fermé (en
fait, tout sous-groupe discret de R? est fermé) et que la topologie quotient sur le groupe quotient
Tp := C/A fait de ce dernier un espace compact.

En fait, on a des isomorphismes de groupes topologiques :

Rw; ®Rm, - R R

Thn=C/A= ~ —
A / YAOTRSYA0)) Z

R . . .
ou Z ~ ! est le cercle, vu comme groupe topologique. (L’isomorphisme entre R/Z et un cercle

est explicité par I’application ¢ — e?™ ) L’espace T est appelé tore complexe (figure 2 (i)). On en
déduit que Tj, produit de deux compacts connexes, I’est également. On verra un peu plus bas un
autre argument.

Domaine fondamental et pavé fondamental

On notera p : C — Ty la surjection canonique. On a donc :

V7,7 €C, p(z) =p(d) =z=7 (mod A).

4. Voir P. Samuel, “Théorie algébrique des nombres” chez Hermann ; ou bien M. Zisman, “Mathématiques pour
I’agrégation”, chez Dunod.
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Soit D := {x10; +x,00; | 0 < x1,x, < 1}. C’est un domaine fondamental dans le sens suivant : pour
tout z € C, il existe un unique 7’ € D tel que p(z) = p(Z’). De maniére équivalente, la restriction
de p a D est une bijection de D sur Tj. Autre propriété équivalente : les translatés D+ A, A € A,
forment une partition de C. En fait, si z = x;®; +x®;, et si I’on introduit la “partie entieére” (figure
2 (i1)) |z := |x1] @1 + |x2 ] @, alors le représentant de z dans D est M(z) :=z— |z].

L’ application p est (comme toujours pour une application de passage au quotient) continue et
ouverte. Comme Ty est I'image par p du pavé fondamental P := {x;®; +x2002 | 0 < x1,x < 1},
on retrouve le fait que 75 est compact et connexe. En effet, P est lui-méme compact connexe en
tant qu’image continue du compact connexe [0, 1]°.

L application p de passage au quotient est ici un revétement (étale). En effet, une conséquence
du fait que A est discret est qu’il existe » > 0 tel que le disque ouvert D(O r) soit dlS]OlIlt de tous

ses translatés. On en déduit, pour tout z € C, que le voisinage ouvert U := z+ D(O r)= D(z, r) est
disjoint de tous ses translatés U + A, A € A. Alors I'ouvert V := p(U) est trivialisant : p~ (V') est
la réunion disjointe des U + A et chaque U + A est envoyé homéomorphiquement sur V par p. De
plus, il est bien évident que les ouverts de cette forme recouvrent Ty (figure 2 (iii))..

Petits disques

o
Nous dirons par commodité que le disque ouvert non vide U := D(z,r) est un petit disque s’il
est disjoint de tous ses translatés U, := U + A, A € A. 1l est facile de voir que les petits disques

el 1 : o
sont exactement ceux dont le rayon est inférieur ou égal a 3 | Al|, ot I’on a introduit le réel :

| Al := inf |A].
AeA
A£0
Ce qui n’est pas évident, c’est que ||A|| > 0. Cette borne inférieure est méme atteinte. On parle
alors de “vecteurs courts” du réseau A ; il y en a en général deux, mais quatre ou six dans des cas
particuliers (réseaux carrés ou hexagonaux) (figure 3 (i),(ii), (iii)).

Pour justifier ’existence de vecteurs courts, il suffit évidemment de prouver que le nombre
d’éléments de A de module majoré par M donné est fini. ’argument est le suivant : on pose
N(x1,x) 1= |x;®1 + X200, qui est une norme sur R, D’apres le théoréme d’équivalence des
normes, elle domine la norme du sup : il existe C > 0 tel que CN(x1,x2) > max(|x|, |x2|) sur
R2. Alors :

card{A € A | |\| <M} = card{(x;,x2) € Z> | N(x1,x2) <M}
< card{(x;,x2) € Z* | max(|x{|,|x2|) < CM}
< (2CM +1)%.

o : 1 .
Remarque 3.1.6 Un petit disque maximal U a pour rayon exactement — ||A||. Ses translatés re-

£99

couvrent une partie du plan avec une “densité” égale au quotient de 1’aire de D par ’aire de P.
Les réseaux qui maximisent cette densité d’entassement sont les réseaux hexagonaux : c’est un
exercice facile et amusant de géométrie euclidienne. La méme question en dimension 3 a suscité
la conjecture de Kepler, devenue en 1998 le (tres difficile) théoréme de Hales.
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Exercice 3.1.7 Soit A une partie non vide quelconque de C. Démontrer que les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

1. Larestriction de p : C — T a A est injective.

2. Il n’existe pas x,y € A tels que x —y € A\ {0}.

3. Les ensembles A+ A, A € A, sont deux a deux disjoints.
4

. Les images M(A+A), A € A, des translatés de A dans le domaine fondamental sont deux a
deux disjointes (voir figure 4 (i),(ii)).

]
Que deviennent ces propriétés si A :=D(0,r) ?

Atlas

Soit maintenant x € Tx. On choisit z € C tel que x = p(z). Avec les notations précédentes, le
voisinage ouvert V := p(U) de x est trivialisant : p~! (V) = |J Uj, (réunion disjointe). Noter que
AeA

V est de plus connexe (image continue d’un disque). On va utiliser ce revétement pour définir un
atlas analytique sur 7. Pour cela, toujours avec les notations qui précedent, on considere comme
carte en x chacun des couples (V,d;) ot ¢y : V — U, est I’application réciproque de I’homéomor-
phisme piy, : Uy — V.

I1 nous faut vérifier la compatibilité de ces cartes (figure 5). Soit donc U’ un autre petit disque
ouvert tel que, notant V' = p(U’) son image, on ait W :=V NV’ =£ 0 (si I'intersection est vide, il
n’y a aucune condition a vérifier). Soient (V,¢y) et (V',¢3,) des cartes de domaines V, V'. L’ho-
méomorphisme  de ¢y (W) sur ¢),(W) obtenu par restriction de ¢;, o ¢, 12 ¢, (W) envoie tout
z€ 0 (W) enun ' € ¢, (W) tel que p(z) = p(<’) (car ¢, et ¢}, sont des réciproques de p). On
a donc 7 — z € A. L'application z — y(z) — z est continue sur le connexe ¢ (W) (intersection de
deux disques !) et a valeurs dans I’ensemble discret A. Elle est donc constante. Conclusion : 1’ap-
plication de changement de carte  est une translation z — z+ Ao, Ay € A. En particulier, ¢’est un
biholomorphisme.

Dorénavant, nous appellerons tore complexe 7y muni de cette structure analytique.

Exercice 3.1.8 A-t-on nécessairement Ag = A’ — A ?

3.1.4 Aspects topologiques et différentiels (lien avec le cours de topologie)
Géométrie différentielle

Soit (U,$) une carte de la surface de Riemann X. Notant 7' I’isomorphisme naturel z —
(Re z,Im z) de C sur R? (isomorphisme de R-espaces vectoriels et homéomorphisme), on voit que
Y :=T o est une carte de la surface X (“surface” signifie : variété différentielle réelle de dimen-
sion 2). Un changement de carte y de la surface de Riemann X donne lieu a un a un changement
de carte f :=ToyoT ! de la surface différentielle X. De la relation y(x+iy) = g(x,y) +ih(x,y),
ol f = (g,h), on déduit que la jacobienne de f en (xo,yo) est égale a [W(xo +iyo)|* > 0. La surface
différentielle X est donc de classe C™ et orientable.

45



Topologie

On peut démontrer> que toute surface connexe compacte orientable est, 2 homéomorphisme
pres, entierement déterminée par un entier naturel g appelé son genre. Si g = 0, on a une sphere ;
si g =1, un tore. Pour g > 2, on visualise la forme de la surface comme une sphere avec g anses
(voir la figure 9 (i), (ii) et (iii) a la fin du chapitre 2).

Dans ce cours, nous donnerons une définition analytique du genre (via les “formes différen-
tielles holomorphes”) bien adaptée aux surfaces de Riemann et nous admettrons qu’elle est équi-
valente a la définition topologique. Nous prouverons que toute surface de Riemann de genre 0O est
isomorphe a la sphere de Riemann : il n’y a donc qu’une seule classe d’isomorphisme pour cette
valeur du genre, et, dans ce cas, la structure topologique détermine la structure analytique. Nous
prouverons que toute surface de Riemann de genre 1 est isomorphe a un tore complexe ; mais il y
a une infinité non dénombrable de classes d’isomorphisme de tores complexes (et nous les décri-
rons précisément). Nous prouverons également que les “cubiques non singulieres” (ou “courbes
elliptiques”) sont isomorphes a des tores complexes.

Remarque 3.1.9 Le phénomene des tores complexes qui se ressemblent topologiquement mais
pas analytiquement n’est pas véritablement une nouveauté des surfaces de Riemann compactes. Si
I’on considere les ouverts de C, on sait que tous ceux qui sont simplement connexes et distincts

]
de C sont isomorphes (i.e. conformément équivalents) a D(0,1) (théoréme d’uniformisation de

Riemann ). Considérons maintenant les couronnes ouvertes C(r,R) := ]o)(O,R) \D(0,r) (0<r<
R). On vérifie facilement qu’elles sont toutes homéomorphes entre elles (et méme difféomorphes
via des difféomorphismes de classe C*). Mais on peut démontrer ’ que C(r,R) est isomorphe a
C(r,R) si, et seulement si, R'/r = R/r.

Pour les genres g > 2, la situation est beaucoup plus compliquée et nous n’aborderons que le
cas élémentaire des surfaces de Riemann dites “hyperelliptiques” : ce sont celles qui s’obtiennent
comme revétements ramifiés de degré 2 de la sphere de Riemann. Pratiquement, on réalise une telle
surface de Riemann comme la projectifiée de la courbe algébrique affine non singulieére d’équation
w? = (z—ay)---(z—a,) (les a; € C étant deux a deux distincts), dont on démontre qu’elle est de

genre [ (g —1)/2].

o
Exercice 3.1.10 Déterminer un isomorphisme de surfaces de Riemann entre D(0, 1) et le demi-
plan de Poincaré H := {z € C | Im z > 0}. On prendra ici pour définition de “isomorphisme” :
bijection biholomorphe ; ¢’est conforme a la définition qui en sera donnée au chapitre 4.

Topologie algébrique

Par construction, toute surface de Riemann X est connexe par arcs et localement simplement
connexe. De plus, il est facile de munir son revétement universel p : X — X d’une structure de
surface de Riemann telle que p soit un “morphisme” (ce mot sera défini au chapitre 4). C’est un
peu la réciproque de ce que nous avons fait pour les tores complexes. Si U est un ouvert trivialisant

5. Voir par exemple le chapitre I de “A basic introduction to Algebraic Topology”, W. S. Massey, Springer.
6. Voir le cours d’analyse complexe ; ou bien par exemple Ahlfors chap. 6 §1 ; ou Rudin chap. 14, th. 14.8.
7. Voir le cours d’analyse complexe ; ou bien par exemple Ahlfors chap. 6 §5.1; ou Rudin chap. 14, th. 14.22.
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de X et le domaine d’une carte (U, ), et si V est un ouvert de X tel que la restriction py:V—=U
soit un homéomorphisme, alors on décide que (V,¢o pjy,) est une carte de X. On a alors trois cas 8
extrémement différents :

1. Le genre de X est 0. Alors X est simplement connexe (c’est une sphere), son revétement
universel est Id : S — S et son groupe fondamental est trivial.

2. Le genre de X est 1. Alors X est un tore complexe Ty, son revétement universel est la
projection C — C/A étudiée plus haut, et son groupe fondamental est isomorphe a Z?.

3. Le genre de X est g > 2. On démontre alors que X est isomorphe (comme surface de Rie-

mann) au demi-plan de Poincaré # ou au disque unité ouvert D(0, 1) de C (comme vu dans
I’exercice 3.1.10, cela revient au méme). Le groupe G des automorphismes de la surface
de Riemann X qui passent au quotient est un “groupe discret d’automorphismes” et 1’on
peut définir une surface de Riemann quotient X /G et prouver qu’elle coincide avec X. Le
groupe fondamental de X est isomorphe a G ; il engendré par 2g générateurs a;,b;, 1 <i<g,
astreints & I'unique relation (a1b1a; 'b; ") -+ (agbgay 'by ') = 1.

Exercice 3.1.11 Vérifier que les cartes de X définies ci-dessus sont compatibles.

3.2 Fonctions holomorphes sur une surface de Riemann

3.2.1 Les principales définitions

Soient X une surface de Riemann et Q un ouvert de X. Une fonction f : Q — C est dite holo-
morphe en pg € Q si, pour une carte (U,0) en po, la fonction ¢! o £, qui est définie sur ¢(QNT),
est holomorphe en zo = ¢(po) € $(QNU). Cette propriété ne dépend pas du choix de la carte en
po : en effet, cela découle de la compatibilité de toutes les cartes analytiques sur X.

Avec les mémes notations, f est dite holomorphe sur Q si elle est holomorphe en tout point de
Q. De maniere équivalente : pour tout atlas 4 = ((U,-, o) ,-) sur X, pour tout i, la fonction f o q);l
sur ¢;(QNU;) est holomorphe. Cette propriété ne dépend pas du choix de 1’atlas 4 dans la classe
d’équivalence qui définit la structure de surface de Riemann sur X. Il suffit en effet de considérer le
cas d’une carte (U’,¢) compatible avec A4 : alors, W; désignant le biholomorphisme de transition
entre (U;,¢;) et (U',¢'), on voit que, sur I'ouvert ¢;( QN U; NU’), les fonctions g := fod; ' et
h:=fod ~! sont reliées par g = how;; I’'une et I’autre sont donc holomorphes ensemble.

Exemples 3.2.1 1. Si X estun ouvert de C, avec sa structure naturelle de surface de Riemann,
on retrouve la notion habituelle d’holomorphie.

2. Si X’ est un domaine de X, que I’on munit de la structure induite, et si Q est un ouvert de
X', donc de X, la notion d’holomorphie sur Q est la méme selon que I’on utilise 1’une ou
I’autre surface de Riemann.

3. Prenons X := S. Une fraction rationnelle F € C(X) dont I’ensemble des pdles est Z C C
(donc un ensemble fini) définit une fonction holomorphe sur ’ouvert C\ Z. Pour que F
définisse une fonction holomorphe en oo, il faut, et il suffit, que son degré deg F soit négatif
ou nul. (Par définition, deg(P/Q) = degP —degQ.)

8. Les deux premiers doivent étre considérés comme des exercices pour ceux qui suivent le cours de topologie.
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4. Soit Q un ouvert de X = Tj. L’ouvert p~!(Q) de C est invariant par les translations de
vecteurs A € A. Pour toute fonction f: Q — C, la fonction f := fo p est A-périodique ;
de plus, I’application f +— f o p est une bijection entre les fonctions de Q dans C et les
fonctions A-périodiques de p~!(Q) dans C. Alors f est holomorphe sur  si, et seulement
si f est holomorphe sur p~!(Q), et ’application f +— fo p est encore une bijection (et méme
un isomorphisme de C-algebres) entre les fonctions holomorphes sur Q et les fonctions A-
périodiques holomorphes sur p~!'(Q).

Les fonctions holomorphes sur Q sont en particulier continues, et elles forment une sous C-
algebre de la C-algebre C(Q,C), que nous noterons Ox (). La C-algeébre Ox(X) des fonctions
holomorphes sur X sera notée O(X). Si Q C X' C X, et si I’on munit ’ouvert X’ de la structure
de surface de Riemann induite, il est immédiat que les deux définitions de I’holomorphie sur Q
sont cohérentes : Ox (Q) = Ox/(Q). Enfin, si Q' C Q, I’application de restriction f — fio: est un
morphisme d’algebres de Ox (Q) dans Ox ().

Remarque 3.2.2 On ne peut pas parler de la dérivée d’une fonction holomorphe sur un ouvert
d’une surface de Riemann. En effet, le calcul de cette dérivée dépendrait du choix de la carte.
(Essayer avec z et 1 /z sur S!) La notion intrinséque la plus proche est celle de forme différentielle
holomorphe, qui sera définie au chapitre 4.

Nous aurons 1'usage du théoreme des singularités inexistantes de Riemann, énoncé dans I’exer-
cice ci-dessous.

Exercice 3.2.3 Soit py € Q. Si f est une fonction holomorphe et bornée sur Q\ {po}, alors elle
se prolonge en une fonction holomorphe sur Q. [Indication : Le déduire du théoréme analogue sur
un ouvert de C, vu dans le cours d’analyse complexe de L3.]

3.2.2 Les principaux théoremes

Dans une premiere série de résultats, on transporte a la surface de Riemann X des propriétés
classiques des fonctions holomorphes dans C. Dans une deuxieme série, on aborde des propriétés
globales qui sont plus caractéristiques des surfaces de Riemann.

Le principe du prolongement analytique

A tout seigneur tout honneur! Le premier grand théoreme est le principe du prolongement
analytique :

Théoreéme 3.2.4 Soient Q un domaine de Ia surface de Riemann X et Q' C Q un ouvert non vide.
Alors le morphisme de restriction Ox (Q') — Ox(Q) est injectif.

Preuve. - Soit f € Ox(Q). L’ensemble Z des p € Q tels que f est nulle au voisinage de p est
évidemment ouvert. Nous allons voir qu’il est fermé ; la conclusion sera alors immédiate, en vertu
de la connexité de €.

Soit (p,) une suite de points de Z convergeant vers p € Q. Soit enfin (U, ) une carte en p. Quitte
a remplacer U par U N Q, on peut supposer que U C Q. Quitte a décaler les indices de la suite,
on peut supposer que tous les p, sont dans U. Alors les z, 1= ¢(p,) € V := ¢(U) sont des zéros
de la fonction f o ¢|*Vl, qui est holomorphe sur V, et ils s’accumulent en z := ¢(p) € V. D’aprés
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la version habituelle du principe du prolongement analytique, f o q)';,l est nulle au voisinage de z,
donc f est nulle au voisinage de p, donc p € Z et Z est fermé. [J

Remarque 3.2.5 On a utilisé le critere séquentiel : si une partie de X est stable par passage a la
limite des suites, elle est fermée. Ce critere est ici correct parce que X est localement homéomorphe
a C (voir I’exercice 3.2.10).

Corollaire 3.2.6 Si Q est un domaine, Ox(Q) est intégre.

Preuve. - Supposons fg =0 et g # 0. Soit p tel que g(p) # 0. 1l existe un voisinage ouvert Q' de
p sur lequel g ne s’annule pas ; donc f s’y annule, donc f = 0 d’apres le théoreme. [J

Noter que, si Q est un domaine de R”, il n’est pas vrai que C*(2,R) ou C*(Q,C) soient
integres.

Corollaire 3.2.7 Soient Q un domaine de X et f € Ox(Q) non constante. Alors, pour touta € C,
la fibre f~1(a) est discréte. En particulier, les zéros de f sont isolés.

Preuve. - Soient py € f~!(a) et (U,) une carte en py d’image V. Alors f n’est pas constante
sur U (sinon f — a serait identiquement nulle d’apres le théoréme), donc g := fo ¢|—Vl n’est pas

constante sur V, donc zg := ¢(py) est isolé dans sa fibre g ! (a) (principe des zéros isolés dans C),
donc py est isolé dans f~!(a)NU donc dans f~!(a). O

Corollaire 3.2.8 Soient Q un domaine de X et f € Ox(Q) non constante. Alors f est une appli-
cation ouverte. (Théoréme de 1’application ouverte.)

Preuve. - Elle n’est constante sur aucune carte (U,¢) d’apres le théoréme, donc chaque f o q)‘},l est
ouverte d’apres le théoreme de 1’application ouverte dans C, et la conclusion s’ensuit. [

Corollaire 3.2.9 Soient Q un domaine de X et f € Ox(Q) non constante. Alors |f| n’a pas de
maximulm local. (Principe du maximum.)

Preuve. - Comme ci-dessus, on se ramene au principe du maximum dans C. [

Exercice 3.2.10 Justifier I’'usage du critere séquentiel : les fermés d’une surface de Riemann sont
les sous-ensembles stables par passage a la limite des suites.

La mere de tous les théorémes GAGA

Le second grand théoréme est la mere de tous les théoremes GAGA ? :

9. Du nom du célebre article “Géométrie algébrique et géométrie analytique”, dans lequel Jean-Pierre Serre dé-
montre de nombreux théorémes sur le principe suivant : des objets définis de maniere transcendante (i.e. par 1’analyse),
si on leur impose des hypothéses de compacité, relevent en fait de la géométrie algébrique. Ainsi, on sait depuis Rie-
mann que toute surface de Riemann compacte est “essentiellement la méme chose” qu’une courbe algébrique (mais les
premiéres démonstrations completes de ce théoreme datent du début du XX siecle).
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Théoréme 3.2.11 Soit f une fonction holomorphe sur la surface de Riemann compacte X. Alors
f est constante. Autrement dit, O(X) = C.

Preuve. - Si f n’était pas constante, d’apres la série des corollaires précédents, son image serait un
ouvert compact non vide de C, ce qui ne se peut. [

Voici en corollaire la preuve de deux théoremes célebres, le théoreme de Liouville et le théo-
réme de d’ Alembert-GauB.

Corollaire 3.2.12 Toute fonction entiére bornée est constante.

Preuve. - Soit f € O(C) bornée. La fonction g(z) := f(1/z) est holomorphe sur S\ {e} et bornée
sur S. D’apres le théoréme des singularités inexistantes de Riemann, elle se prolonge en une fonc-
tion holomorphe sur S, donc constante. []

Corollaire 3.2.13 Tout polynéme non constant sur C admet des racines.

. . 1 . .
Preuve. - Soit P un polyndme sans racine. Alors — est une fonction entiere. Notant az” le terme

dominant de P, on voit par calcul direct que P ~ az" a I'infini : en effet, le quotient P/(az") est
de la forme 1+ by /z+---+¢, /7", dont la limite a ’infini est 1. Puisque 1/P est équivalent a une
expression de la forme a~'z7" salimite en oo esta ! (sin = 0) ou O (si n > 0). Dans tous les cas,
1/P est entiere bornée et I’on peut appliquer le théoréme de Liouville. [

Corollaire 3.2.14 Soit A un réseau de C. Toute fonction entiére A-périodique est constante.

Preuve. - D’apres I’exemple 4 de la section 3.2.1, ’application f — f o p est un isomorphisme de
la C-algebre des fonctions entieres A-périodiques sur la C-algebre O(Tp) = C. O

3.3 Surface de Riemann d’une fonction ‘“multiforme”

3.3.1 Eléments fonctionnels et germes analytiques

On appellera élément fonctionnel (analytique) un couple (Q, f), ot Q est un domaine de C et
ou f: Q — Cest holomorphe. On appellera germe analytique ou branche analytique en zy € C une
classe d’équivalence d’éléments fonctionnels (Q, f) tels que zg € Q pour la relation d’équivalence
suivante :

(Q1, /1) ~ (2, f2) <= U C Q; Ny, voisinage ouvertde zo : (f1) v = (f2)|v-

La classe d’un élément fonctionnel (Q, f) est notée [f,zo] et appelée germe de f en z. Le vo-
cabulaire usuel des relations d’équivalences s’applique ici : par exemple, on dit que (Q, f) est
un représentant de [f,zo], etc. Les contraintes de preuve s’appliquent aussi : si I’on veut démon-
trer une propriété du germe [f,zo|, on commence presque toujours par en choisir un représentant
(Q, f), mais il faudra peut-&tre vérifier que le choix de ce représentant est anodin.
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Les germes analytiques en zo forment une C-algebre que nous noterons Oc ;. Les opérations
y sont définies comme suit. Soient [f,zo] et [f2,z0] deux éléments de Oc ., et choisissons-leur
respectivement des représentants (Qy, f1) et (2, f2). Comme on ne peut pas additionner direc-
tement f; et f (leurs domaines de définition sont différents), on note enfin g := (f1)|q,nq, et
g :=(f2) 1Q,nQ, les restrictions au domaine commun de définition (qui est un voisinage ouvert de
20). Si A, A € C, on posera :

M [fi,20) + A2 f2,20) = [Mg1 +A2g2,20]
[f1,20]-[f2,20] == [81-82,20]
[f)ZO]/ = [f/7ZO]'

Naturellement, on devrait vérifier que ces définitions ne dépendent que des germes [f1,20], [f220]
et pas du choix des représentants (Q, f1), (Qa, f2).

En fait, Oc , est un objet bien connu. Associons a tout élément fonctionnel (€, f) en zo le
développement en série entiere de f au voisinage de 7 :

@)=Y an(z—z0)"

n>0

Il est clair que deux éléments fonctionnels ont méme germe si, et seulement si, les développements
en série entiere sont les mémes. On obtient ainsi un isomorphisme :

Ocz =~ C{z— 20}

de la C-algebre Oc ;, des germes analytiques en zo sur la C-algebre C{z —zo} des séries entiéres
en la variable z — z (de rayon de convergence non nul mais non précisé).

3.3.2 Prolongement analytique le long d’un chemin

Soit y: [0,1] — C un chemin (toujours continu, on ne le précisera pas). Soit [f,a] un germe
analytique en a := y(0). On dit que le prolongement analytique de [f,a] le long de Y est possible
s’il existe :

— Une subdivision 0 = sg < 51--- < s5¢ = 1,

— Des éléments fonctionnels (1, f1), ..., (R, fx) 5
tels que :

L. y([siz1,8i]) C Qipouri=1,...,k;
2. Le germe de (Qy, f1) ena ="7Y(so) € Q; est [f,a];
3. Pour i =1,...,k—1, les restrictions de f; et fi11 a ;N Q;+; (ouvert non vide puisqu’il

contient Y(s;)) coincident.

Les principaux théorémes ' sont : I’unicité du prolongement analytique ; le théoréme de mo-

nodromie ; et la permanence des relations algébriques et différentielles.

Théoréme 3.3.1 Sile prolongement analytique de [f,a] le long de y est possible, le germe [ fi.,y(1)]
est uniquement déterminé.

10. Pour leurs démonstrations, voir Ahlfors, “Complex Analysis”, chap. 8, §1; ou bien Rudin, “Real and complex
Analysis”, 16.9.
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Autrement dit, il ne dépend que du chemin, et pas des autres choix. Notant b :=(1) et g := f,
nous dirons que [g,b] est le résultat du prolongement (analytique) de [f,a] le long de v, et nous
noterons [f,a]¥ := [g,b]. Le choix d’une notation en exposant est 1ié a la maniére dont nous avons
choisi de noter la composition des chemins, comme I’illustre le résultat suivant.

Corollaire 3.3.2 Si le chemin Y va de a a b et le chemin Y de b a c, alors, sous réserve que les
prolongements analytiques soient possibles, on a :

([f.a)") = [f,a¥.

Preuve. - C’est évident en accollant les subdivisions et en renumérotant. [

Théoréeme 3.3.3 Soient U un domaine de C et [f,a] un germe en a € U. On suppose que le
prolongement analytique de [f,a] est possible le long de tout chemin de a 4 b € U dont I’'image
est contenue dans U. Alors, si ) etY, sont deux chemins homotopes dea a b, on a :

[f.a" = [f.a]®.

Autrement dit, le résultat du prolongement (analytique) de [f,a] le long de Y ne dépend que de la
classe d’homotopie de .

Si I’on note [1] cette classe d’homotopie, on pourra donc poser [f,a] := [f,a]".

Corollaire 3.3.4 Avec les mémes notations, on suppose que le prolongement analytique de [f,d]
est possible le long de tout lacet de base a dans U. Soit E ’ensemble des prolongements analy-
tiques de [f,a] le long de ces lacets. Alors I’application

{m(U,a) ¥E—E,
(1], [g,2]) — [g, b)Y,

définit une action a droite du groupe fondamental ©;(U,a) sur I’ensemble E.

Preuve. - Cela ne fait que traduire les énoncés précédents. [

Théoreme 3.3.5 Avec les mémes notations que précédemment :
(i) Si I’on peut prolonger [f,a| le long de 7, on peut aussi prolonger [f’,a], et 'on a :

!/

[falt = ([l .

(ii) Si I’on peut prolonger [f1,a] et [f>,a] le long de 7y, on peut aussi prolonger A [f1,a] + A2[f2,q]
(ou Ay, € C) et [fi,a].[f2,a], et 'on a:

alfisal +dalfosa) =i (11, ) + 2 (1f2.l)
(Lfr.al e = (1f1,a)™) . (Lf2cl).

autrement dit, les relations algébriques et différentielles sont conservées par prolongement analy-
tique.
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Corollaire 3.3.6 Soit E un ensemble de germes analytiques en a € U qui peuvent étre prolongés
le Iong de tout lacet de base a dans U ; I’ensemble E est donc muni d’une action a droite du groupe
fondamental ©, (U, a).

(i) Si E est un C-espace vectoriel, cette action est C-linéaire. (C’est donc une représentation '!
linéaire du groupe fondamental.)

(ii) Si E est une C-algebre, le groupe opére par automorphismes de C-algebres.

(iii) Si E est stable par dérivations, I’action du groupe commute a la dérivation.

Preuve. - Cela ne fait que traduire les énoncés précédents. []

Exemples 3.3.7 1. Si p,q € O(U), ’ensemble E des germes en a de solutions de 1’équation
différentielle " + pf’' + qf = 0 vérifie les conditions du (i) du corollaire ; la représenta-
tion linéaire associée est appelée représentation de monodromie de I’équation différentielle
et elle joue un réle crucial dans 1’étude des équations différentielles linéaires analytiques
(correspondance de Riemann-Hilbert '?).

2. Soient aj,...,a, € O(U). Pour tout z € U, notons D(z) le discriminant !> du polynome
X"+ a1 (z)X" '+ +a,(z) € C[X] : alors D € O(U). Supposons D non identiquement
nul et soit V une composante connexe (donc un domaine) de U \ D~!(0). On peut dé-
montrer que tout germe [f,a| de solution holomorphe en a € V de 1’équation algébrique
f(@)"+ai(z)f(2)" '+ -+ an(z) = 0 peut étre prolongé le long de tout lacet de base a;
nous le vérifierons lorsque les a; sont des polynomes, et donc f une “fonction algébrique
multiforme”. L’ensemble de ces germes est donc muni d’une action du groupe fondamental.
Cette action s’apparente 2 I’action d’un groupe de Galois '*.

Exercice 3.3.8 Nos théorémes ne disent pas que, si [f,a] se prolonge en [g,b], alors [/, a] se pro-
longe en [e8,b]. Enoncer et démontrer un principe de conservation des “relations fonctionnelles”
général qui puisse s’appliquer a ce cas.

3.3.3 La surface de Riemann

Nous noterons maintenant F 1’ensemble de tous les prolongements analytiques [g, b] = [f,a]/¥
du germe (ou de la branche) [f,a]. Cet ensemble F a vocation a devenir la surface de Riemann de
la fonction multiforme f, ce que refletera son diagramme d’uniformisation :

N
T
UWI;»C

Ici, F désigne la fonction multiforme obtenue par prolongement du germe [f, g] sur un ouvert U
aussi grand que possible. La projection 7t est naturelle : [g,b] — b. La fonction uniforme £ ne

11. Attention : du fait que le groupe fondamental opére a droite, 1’application de ; (U, a) dans le groupe linéaire que
I’on en déduit est un anti-homomorphisme.

12. Voir Ahlfors, “Complex Analysis”, chap. 8 §4 ; et mon cours de M2 de 2004.

13. La définition et les propriétés du discriminant seront revues a la section 3.5.

14. A. et R. Douady, “Algebre et théories galoisiennes”, Cassini.
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I’est pas moins : [g,b] — g(b). Reste a savoir comment faire de F une surface de Riemann de
telle sorte que T et F soient holomorphes. Les constructions qui suivent ne font que mettre en
forme les constructions intuitives du chapitre 2. (Le lecteur est vivement encouragé a vérifier cette
déclaration !)

Topologie de F

Soient [g,b] un germe de ¥, et (Q,g) un représentant de ce germe. Nous noterons :
V(Q,g):={lg,c]|ceQ}CT.

On vérifie !° sans trop de peine que, [g, b] étant fixé, I’ensemble des 7/(Q, g) ainsi obtenus vérifie
les axiomes d’une base de voisinages ; et que la collection de toutes ces bases de voisinages définit
une topologie sur . Pour cette topologie, V C ¥ est ouvert si, et seulement si, pour tout germe
[g,b] € V, tous les germes [g, ¢] en les points ¢ d’un voisinage de b appartiennent a V.

Proposition 3.3.9 La projection & est un homéomorphisme local et I’application F est continue.

Preuve. - Avec les notations ci-dessus, T réalise un homéomorphisme de V(Q,g) sur Q, d’ou la
premiére assertion. Quant 2 F, sa restriction 2 V/(€,g) s’identifie a g via ’homéomorphisme ci-
dessus. [

Corollaire 3.3.10 L’espace topologique F est séparé et les fibres m~!(z) sont discrétes.

Remarque 3.3.11 Il faut prendre garde que T n’est pas nécessairement un revétement. Par exemple,
lorsque 1’on prolonge la fonction algébrique w(z) implicitement définie par w* — 3w +2z =0, en
partant mettons de I'un de ses germes en z = 0, le prolongement analytique le long de certains
chemins de 0 a 1 est possible et a pour résultat la branche telle que w(1) = —2. Mais le long d’un
chemin tel que w(z) tend vers 1 alors que z tend vers 1, il n’y a pas de prolongement analytique,
puisqu’il n’y a pas de branche telle que w(1) = 1 (il y a ramification). En conséquence, presque
tous les points de C ont trois antécédents par 7, mais 1 n’a qu’un antécédent (c’est également le
cas de —1) et T n’est pas un revétement (étale) : nous en ferons plus tard un revétement ramifié.

Proposition 3.3.12 [’espace topologique F est connexe par arcs.

Preuve. - Soit [g,b] = [f,a]™ un point de F. Pour tout ¢ € [0, 1], soit [f;,a,] le résultat du pro-
longement analytique de [f,a] le long du chemin restriction de y a [0,7] : donc [fo,a0] = [f,d] et
[f1,a1] = [g,D]. Alors t — [f;,a,] est un chemin de [f,a] a [g,b] dans F. (De plus, ce chemin est
un relévement de v.) [J

Les théoréemes du paragraphe 3.3.2 nous disent, en termes géométriques, les choses suivantes :
si un chemin ¥ se releve dans ¥, ce relevement est unique; et il ne dépend que de la classe
d’homotopie de y. Comme nous le verrons lors de I’étude des revétements au chapitre 7, ce sont
essentiellement des théorémes de topologie.

Exercice 3.3.13 Vérifier la continuité de I’application 7 — [f}, a].

15. Voir par exemple Ahlfors, chap. 8 §1.2, ou bien Cartan, “Fonctions analytiques”, chap. VI §5.
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Structure analytique sur F

Pour tout ouvert V := 7(,g), nous déclarons que (V,my) est une carte analytique. Puisque
Ty est un homéomorphisme de V' sur Q et que les V(Q,g) recouvrent ¥, il ne nous reste qu’a
vérifier la compatibilité analytique de ces cartes. Mais il est trivial que, si (V,7y,) et (V2,7y,)
sont deux telles cartes, 1"homéomorphisme de changement de carte est 1’identité de m(V; NV3).

Nous laisserons le lecteur faire le lien entre ces constructions formelles, les constructions
intuitives du chapitre 2 et la surfacedeRiemannisation des courbes algébriques a la section 3.5.

Exercice 3.3.14 Vérifier que © et £ sont holomorphes.

3.4 Le cas particulier des fonctions algébriques

3.4.1 Cas général

Soit P € C[Z,W] un polyndéme irréductible dans lequel apparaissent effectivement les deux
indéterminées Z et W. On I’écrira :

P=ay(Z)W"+ - +an(2),

avec degyy P =n > 1, ap,...,a, € C[Z], ap # 0 et deg, P = max(degay,...,dega,) > 1. Soit w(z)
une solution holomorphe locale de 1’équation algébrique P(z,w(z)) = 0. En vertu du principe de
préservation des relations algébriques, tout prolongement analytique de w(z) doit encore étre solu-
tion de cette équation. On peut démontrer qu’il existe des prolongements analytiques au voisinage
de tout point de C, sauf éventuellement d’un nombre fini. Cela découle en effet, avec un peu de
travail, des deux faits suivants :

1. L’ensemble S des zp € C tel que ’équation P(zp,w) = 0 admet n racines distinctes w; est &
complémentaire fini (voir la théorie du discriminant a la section 3.5).

2. Au voisinage d’un tel point (zg,w;), le théoréme des fonctions implicites (voir le paragraphe
1.4.1 du chapitre 1) garantit I’existence d’une solution holomorphe.

Notons F' la fonction algébrique multiforme obtenue par prolongement du germe de départ, d’ou

un diagramme d’uniformisation :
l \\E
T

UN?;\>C

dans lequel U est un ouvert de C qui contient au moins 1’ensemble S décrit ci-dessus ; U est donc
a complémentaire fini dans C. L application (%, F), [g,b] — (b,g(b)) de F dans C? envoie F dans
I’ensemble :

X :={(z,w) €C?|z€ U et P(z,w) = 0}.

: o . . oP
En fait, le théoréme des fonctions implicites garantit qu’en tout point (zo,wp) tel que 3 (z0,wo) #
w

0, il y a une solution locale w(z). Mais, pour que celle-ci définisse un point de ¥, il faut de plus
que cette solution locale s’obtienne par prolongement analytique du germe de départ. On peut se
convaincre que cela découlerait de la connexité par arcs de X : nous laisserons le lecteur construire
I’argument correspondant. Nous verrons plus tard que c’est bien le cas.
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Remarque 3.4.1 Cette connexité est directement liée a I’hypothese d’irréductibilité de P. Sup-
posons en effet que P = P P,, et soient X; et X, leurs lieux d’annulation dans C2. On a donc
X = X;UXj5. Si le germe de départ annule Py, il en est de méme de tous ses prolongements analy-
tiques, et (n,F ) envoie donc ¥ dans X;. En général, X; et X, sont distincts, et ’on voit que toutes
les solutions locales ne correspondent pas a un point de F.

3.4.2 Exemple “hyperelliptique”

Soit P(Z,W) := W? - Q(Z), Q(Z) := (Z—a;)---(Z — ay), ot les a; € C sont deux a deux
distincts. En tout point a9 de S := C\ {ai,...,a,}, I'équation P(ap,w) = 0 admet deux racines
distinctes ++/Q(ap) et il y a donc deux branches distinctes de la fonction algébrique multi-
forme /Q(z). On peut méme préciser des domaines d’éléments fonctionnels représentant ces

o
deux branches. Soit r := 1rnin (lap — a;]). Alors Q ne s’annule pas sur Q := D(ag,r), d’ou ’exis-
<i<n

tence de deux déterminations de /Q(z) sur Q.

Fixons ag € S et notons w(z) I'une de ces deux branches en ag. Pour tout a € S, soit ¥ un che-
min de agp a a dans S (qui est connexe par arcs). Le prolongement analytique de w le long de 7y est
possible. Donc, dans le diagramme d’uniformisation, on peut prendre U = S. Si I’on note w',w”
les deux branches en a, on a par exemple [w,ao]” = [W',a] ; mais si A est un lacet simple de centre
a de rayon r/2 (notations vues plus haut), on a [w’,a]* = [w”,a]. Donc les deux branches en a sont
des prolongements analytiques de [w,ao], donc il y a deux points de F dans n~!(a).

On déduit de cet argument deux faits :
1. La surface ¥ est connexe par arcs et F L, S est un revétement étale de degré 2.
2. Lapplication (m, F) est une bijection de F sur {(z,w) € C* |z € Set P(z,w) = 0}.

On peut “compactifier” F et reconnaitre une surface de genre | (g —1)/2|, mais nous préfere-
rons désormais travailler sur la courbe algébrique d’équation P(z,w) = 0.

Exercice 3.4.2 Vérifier qu’il n’y a de branche en aucun des a;.

3.5 Courbes algébriques affines

On reprend les notations du paragraphe précédent, en vue cette fois d’une étude géométrique.
Soit donc P € C[Z,W] un polyndme irréductible dans lequel apparaissent effectivement les deux
indéterminées. On I’écrira encore P = ag(Z)W" + --- +a,(Z), avec degy P =n > 1, ag,...,a, €
C[Z], ap # 0 et deg, P = max(degay, ... ,dega,) > 1. On définit la courbe algébrique affine :

X :={(z,w) € C* | P(z,w) =0}.

On munit X de la topologie induite par celle de C2. C’est donc un espace séparé, et nous prouve-
rons tot ou tard que, grace a I’hypothese d’irréductibilité de P, I’espace X est connexe. Nous note-
rons 7 la premiére projection (z,w) + z de X dans C. Au dessus du complémentaire C\ ;' (0) de
I’ensemble fini a, ! (0), la projection T est surjective (théoréme de d’Alembert-GauB) : la courbe
X est donc infinie (elle a la puissance du continu).
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Notre but est de faire de X une surface de Riemann. Il ne peut étre question d’y arriver en
général, car si X est “singuliere” (ce terme sera défini plus loin), ce n’est méme pas une variété
topologique. Prenons I’exemple du polynéme P(Z, W) := W2 — Z> — Z? (qui est irréductible dans
C[Z,W] car Z? 4+ Z? n’est pas un carré dans C[Z]). L’ ouvert :

Q::{(z,w)GIO)(O,l)xC|w2—z2—Z3:0}CX

est la réunion des graphes des fonctions z(1+z) 1/2 et —z(1+z) 12 sur ]S(O, 1) (ot I’on prend pour
(14z)'/? 1a détermination principale définie par la formule du bindme de Newton généralisée).
Chacun de ces deux graphes est homéomorphe & un disque, et ils se rencontrent en leur centre
commun. Aucun voisinage du “point singulier” (0,0) n’est donc homéomorphe & un ouvert de C
(ou d’un R").

Exercice 3.5.1 Vérifier la derniére assertion. [Indication : Pour tout domaine Q d’un R” et tout
x € Q, I’ouvert Q\ {x} est connexe.]

3.5.1 Rappels sur le discriminant

Soit zg € C tel que ap(zo) # 0. On a alors une factorisation :

n

P(z0,w) =ao(z0) [J(w—wi), wi,...,wa €C,
i=1

et I’on peut se poser la question d’une condition pour que les n racines w; soient distinctes.

Une premiere condition vient du calcul différentiel : les racines multiples d’un polyndéme F' €
C[W] sont les racines communes a F et F’. Dans notre cas, cela donne le critére :

(Le polyndme P(z9, W) n’a que des racines simples) <= (P(z9, W) et Py (zo, W) n’ont pas de racine commune. )

Une autre condition purement algébrique s’ obtient en considérant I’expression :

d(z0) :==ao(z0)" > [] (wi—w))*

1<i<j<n

On démontre '¢ que d(z0) s’exprime polynomialement en fonction de a, .. .,a,. En particulier,
d(z0) = D(z0) pour un certain D € C[Z]. Le polyndme D est appelé discriminant de P(Z,W). Du
fait que 1’on a supposé P(Z, W) irréductible, on peut démontrer que le polyndme D n’est pas nul.

Notons alors :
S:={z€C|ao(z) #0et D(z) #0}.
Résumons les propriétés de S :
1. L’ensemble C\ S est fini.
2. Pour tout z € S, la fibre 77! (z9) € X est formée de n points distincts (zg,w;),i = 1,...,n.
3. En chacun de ces points, P(zo,w;) = 0 et Py, (z0,wi) # 0.

Exercice 3.5.2 Calculer D(Z) lorsque n = 2, puis lorsque n =3 et a; = 0.

16. Voir par exemple RW2, module I1.7, §2.2.
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3.5.2 Oul’on invoque le théoreme des fonctions implicites

On va commencer par restreindre X au dessus de S en posant :
X, =7 1(S).

c’est un ouvert de X, et I’on verra plus tard qu’il est connexe. La condition différentielle sur les
points de X; permet d’appliquer la variante suivante du théoréme des fonctions implicites ! :

n
Théoréme 3.5.3 Soitzy € S ; notons P(z0,W) = ao(zo) [T(W —w;). Il existe alors un disque ouvert

i=1
A contenant zy et des fonctions f1, ..., f, analytiques sur A tels que :

1. f,‘(Z()):W,‘ (iZ],...,I’l).
2.¥z€A, P(z, fi(z)) =0(G=1,...,n).
3.VzeA,YweC, P(z,w)=0=we {fi(2),.--, [u(@)}

Quitte a restreindre A, on peut supposer que son centre est zg et que A € S, ce qui assure que,
pour tout z € A, les f;(z) =w (i =1,...,n) sont distincts. Notons alors A] le graphe de f; au dessus
de A:

A;={(zfi(z)) |z € A}.
n
Alors T 1(A) = |J Al, cette réunion est disjointe, et la restriction de 7 & A} est un homéomor-
i=1

phisme de A! sur A, I’homéomorphisme réciproque étant z — (z, f;(z)). Par conséquent, la projec-
tion T : X; — S est un revétement étale.

On en déduit une structure analytique sur X, en prenant pour cartes les (A?,n| A;). On vérifie
(c’est méme tautologique) que I’application 7 est une fonction holomorphe sur X;. Il est de méme
facile de vérifier que la deuxieme projection (z,w) — w est aussi holomorphe sur X; : dans la carte
(AL, ), elle s’identifie a f;.

Exemple 3.5.4 Dans le cas du polynome W3 — 3W +-2Z, le discriminant est D(Z) = 108(1 — Z?),
d’out § = C\ {+1,—1} et X; est un revétement étale de degré 3 de S. On retrouve I’ouvert au
dessus duquel la fonction implicite admet trois branches distinctes.

Exercice 3.5.5 Appliquer cette construction aux polyndmes W2 —Z, W2 +27% — 1 et W3+ 273 —1.

3.5.3 Oul’on invoque une autre forme du théoreme des fonctions implicites

Dans le cas du polyndme W? — 3W 4+ 2Z, on obtient une surface de Riemann étalée au dessus
de S = C\ {+1,—1}, ce qui ne constitue pas la surface de Riemann de la fonction multivaluée : la
branche en z =1, w = —2 n’est pas “vue” car elle a été éliminé en méme temps que le “mauvais
point” (1,1). Le test du discriminant est donc trop sélectif.

Nous ferons appel 4 une forme plus souple du théoreme des fonctions implicite '8 :

17. Voir Ahlfors, chap. 6, §2.2, p. 293.
18. Voir par exemple Dieudonné, “Eléments d’analyse”, vol. 1, chap. 10, §2; ou Michel Hervé, “Les fonctions
analytiques”, théoreme 4.10 p. 43, PUF.
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Théoreme 3.5.6 Soit (z9,wo) € X tel que Fy, (zo,wo) # 0. Il existe alors un voisinage ouvert A’ de
(z0,wo) dans C2, un voisinage ouvert A de zo dans C et une fonction analytique g sur A tels que
X NA est le graphe de g sur A.

On peut le déduire du théoréme des fonctions implicites classique en identifiant P : C2 — C a
une fonction C* de R* dans R? et en calculant le rang de sa différentielle dP = Fydz + Fy,dw. 11
ne reste alors qu’a prouver que la f/onction implicite g est bien holomorphe en calculant sa diffé-
rentielle, ce qui donne g'(z) = —ﬁ(z,g(z)).

Avec les notations du théoréme, on vérifie trés facilement que (A’,7y) est une carte et que la
collection de toutes ces cartes est un atlas analytique sur X’ := {(zo,wo) € X | Fy (20, wo) # 0}. Cet
atlas contient d’ailleurs celui trouvé au paragraphe précédent, d’ou la compatibilité des structures
de surfaces de Riemann sur X’ et sur X; C X’. On vérifie encore que les projections T : (z,w) — z
et (z,w) — w sont holomorphes. En fait, la restriction de @ a X’ est un homéomorphisme local
puisque (avec les notations du théoréme) elle induit un homéomorphisme de A" sur A.

Exemple 3.5.7 Dans le cas du polyndme W3 —3W +2Z, on a Fj, =3(W? —1) et X' =X \
{(1,1),(=1,—1)}. On a récupéré les deux points (1,—2) et (—1,2).

Exercice 3.5.8 Appliquer cette construction aux polyndmes W2 —Z, W2 +27? — 1 et W3+ 273 —1.

3.5.4 Points singuliers, lieu régulier

Dans le cas du polyndme W3 — 3W + 2Z, nous avons dii éliminer les deux points (1,1),
(—1,—1). Pourtant, la projection horizontale (z,w) — w est visiblement un “isomorphisme” de
X avec C, de réciproque w — ((3w —w?)/2,w). Simplement, en les deux mauvais points, la pro-
jection verticale (z,w) — z n’est pas une carte, a cause de 1’annulation de P} .

Définition 3.5.9 Un point singulier de X est un point (zo, wo) € X en lequel Py, (z0, wo) = Py (20, wo) =
0. Un point régulier de X est un point qui n’est pas singulier. Le lieu singulier X,g, resp. le lieu
régulier X,., de X est’ensemble des points singuliers, resp. de ses points réguliers.

Il est clair que X C X, les abcisses des points singuliers apartiennent a un ensemble fini, et,
par symétrie, leurs ordonnées aussi : le lieu singulier est donc fini.

Théoreme 3.5.10 En tout point de X,.g, on a une carte locale induite par I’'une des deux projections
horizontale et verticale. Ces cartes forment un atlas analytique.

Preuve. - Le théoréme des fonctions implicites deuxiéme maniére nous garantit que, si Py, (zo, wo) #
0, resp. si Py(z0,wo) # 0, la projection verticale, resp. la projection horizontale, fournit par res-
triction a un ouvert adéquat une carte. La compatibilité de deux cartes provenant toutes deux de
la méme projection est triviale (I"’homéomorphisme de changement de carte est alors I’identité).
Dans le cas des deux projections en un point régulier, I’homéomorphisme de changement de cartes
est (avec les notations du théoreme 3.5.6) g, qui est bien holomorphe ; et donc biholomorphe pour
raisons de symétrie. []

Exercice 3.5.11 Appliquer cette construction aux polyndmes W2 —Z, W2 + 72 —1 et W3+ 23 — 1.
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3.6 Courbes algébriques projectives

Notre objectif idéal est d’obtenir une surface de Riemann compacte ; cela, pour d’excellentes
raisons qui apparaitront a I'usage ! ! (Mais la série des théoremes GAGA en est un bon exemple.)
Pour le moment, il y a trop de trous dans notre construction : il y manque les points singuliers et
les points a I’infini.

Dans le cadre de ce cours, nous ne reglerons pas le cas des points singuliers. Ce n’est pas
extrémement difficile, mais cela prendrait beaucoup de temps, et d’ailleurs, cela releverait plus
d’un cours de géométrie algébrique (aussi ne donnerons-nous méme pas de référence). Nous nous
cantonnerons donc au courbes non singulieres, ce qui permet déja de traiter le cas des cubiques
non singulieres, donc des intégrales elliptiques.

En revanche, nous allons aborder de front la question des points a I’infini en compactifiant
nos courbes affines en des courbes projectives. C’est le but de cette section '°. (Naturellement, il
faudra alors vérifier que les points a I’infini ne sont pas singuliers !)

3.6.1 Le plan projectif complexe

Il s’obtient en compactifiant C> par ajout d’une “droite (projective !) a 1’infini”. Le procédé
ressemble a celui mis en oeuvre pour construire la droite projective complexe. Par définition, le
plan projectif complexe P?(C) est le quotient de I’ensemble des vecteurs non nuls de C? par
I’action du groupe C* des homothéties :

_ C\{(0,0,0)}
P’(C) = — e

Cet ensemble s’identifie naturellement a 1’ensemble des directions (ou droites vectorielles) de C3.
On le munit de la topologie quotient. La classe dans P!(C) du triplet (z,z1,22) € C*\ {(0,0,0)}
est notée [zo : 21 : z2). Par définition, on a donc pour tout scalaire A non nul :

[Azo : Azi: Aza] = [20 1 21 @ 22)-

En particulier, cela n’a aucun sens de parler des points [zg : z; : z2] de P?(C) tels que (par exemple)
70 = 1 ; en revanche, cela a un sens de parler des points [z9 : z; : z2] tels que (par exemple) zop = 0
ou z1 # 0, car ces conditions sont invariantes par multiplication par un scalaire non nul. On définit
donc trois sous-ensembles particuliers de P?(C) :

Uo = {[z0: 71 : 22) € P*(C) | 20 # 0},
Uy := {[Z():Z] 322] € PZ(C) ’Zl %0}7
EPz(C) |Z27é0}’

de sorte que, par définition, P?>(C) = Uy UU; UU,. Comme ces ensembles sont les images res-
pectives des ouverts C* x C x C, C x C* x C et C x C x C* de C*\ {(0,0,0)}, ils forment un

Us == {[z0: 21 : 22

19. Pour rafraichir ses connaissances en géométrie projective, le lecteur peut consulter par exemple RW3.1, chap. 4,
§1.3; ou mieux, P. Samuel, “Géométrie projective”, PUF.
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recouvrement ouvert de P?(C). Ce sont en fait les domaines de définition de trois “cartes™ :

0o :Up— C%, [z0:21:22) — (21/20,22/20),
O : U —C2, [z0:21 2] — (z0/21,22/21),

02:Ur — C% [z0:71:22] = (20/22,21/22);

Par exemple, ¢y est bijective, sa réciproque étant 1’application (z,w) — [1 : z: w] et I’on voit sans
peine que c’est un homéomorphisme de Uy sur C? ; méme chose pour les deux autres cartes. Pour
cette raison, les U; sont appelés ouverts affines.

L’espace topologique P?(C) est séparé (car recouvert par des ouverts homéomorphes a C?)
et il est méme compact connexe, car image par la surjection canonique du compact connexe
2 2 2 e . :
{(z0,21,22) € C* | |z0|" + |z1|” + |z2]° = 1} (la “sphere” de dimension 3).

Remarque 3.6.1 Les “applications de changement de cartes”?? induites sont des homéomor-

phismes entre ouverts de C2. Par exemple, 1’application ¢; o oy ! de 0o(UpNU;) = C* x C dans
01 (UpNU;) = C* x C est I'involution (u,v) — (1/u,v/u). On aurait donc pu définir la topologie
de P?(C) par transport de structure. Retenons le critére :

(Q C P*(C) est un ouvert) <= (¢o(QNUp),01(QNU1),$2(QNU>) sont des ouverts de C?).

Exercice 3.6.2 Démontrer que les trois complémentaires P?(C) \ U; sont homéomorphes a P?(C)
via les applications [0 : z; : z2] — [z1 : 22], etc. Cela justifie la phrase introductive de ce paragraphe.

3.6.2 Courbes dans le plan projectif

Soit P € C[Zy,Z1,Z] un polyndme arbitraire. En régle générale, la condition P(zo,z1,22) =0
sur un point [z : 71 : z2] de P?(C) n’a pas de sens (on I’a déja dit remarqué le polyndme Zy — 1). 11
en est autrement si le polynéme P est homogene de degré k pour un entier k € N, autrement dit, si
P(Az0,Az1,Az2) = AP(z0,21,22) pour tout A € C. Si k = 0, le polyndme P est constant, ce cas n’a
donc aucun interét. Si k = 1, c’est une forme linéaire et la condition P(zo,z1,2z2) = 0 définit une
droite projective, mais ce cas n’a pas d’interét non plus dans notre cadre (il en a si I’on veut faire
de la géométrie projective).

Soit donc P un polyndme homogene de degré k > 2. Nous supposerons P irréductible, ce qui
suffira pour nos besoin. Nous définissons alors la courbe algébrique projective :

T:={[z0:21:22) € P*(C) | P(20,21,22) = O}.

Notons déja que c’est un fermé du compact P?(C), donc un compact. On peut de plus démontrer
(grace a I’hypothese d’irréductibilité de P) que T est connexe.

Pour comprendre cet objet, on va en observer les traces dans les trois ouverts affines U;,
i=0,1,2. Pour cela, nous identifierons I'; := T NU; & son image ¢;(T;) C C2.

20. Les guillemets sont motivés par le fait que nous n’avons pas défini la notion de carte 2 valeurs dans C2; le
discours se transpose sans probleme.

61



Tout élément [zo : z; : z2] de Uy admet une unique écriture [1 : z: w|, a savoir [1 : 21 /z0 : 22/20)-
On a donc une identification :

Lo = 9o(Lo) = {(z,w) € C* | Qo(z,w) = 0},

ol Qy(Z,W) := P(1,Z,W) est obtenu en “déshomogénéisant” P. On retrouve P en “homogénéi-
sant” Qg par la formule : P(Zy,Z1,Z,) = Z£ Qo(Z1/Z,Z2/Zp). (Des formules similaires relient
P a Q et 0.) 1l découle des hypotheses faites sur P que Qp est de degré total k > 2, donc non
constant. On peut de plus démontrer que Qg est irréductible : Iy est donc une courbe algébrique
affine.

[T

Remarque 3.6.3 On peut voir Iy comme la partie “a distance finie” de la courbe projective I'. Sa
partie “a distance infinie” est donc :

T\ =TN(P*(C)\U) = {[0:z:w]| P(0,z,w) = 0}.

Comme P est irréductible, Ro(Z,W) := P(0,Z,W) est un polyndme homogene non nul de degré k.
11 est donc produit de k formes linéaires non triviales o;Z + B, W et les “points a I’infini” de T sont
les k points (dont certains sont peut-étre confondus) [0 : —f; : ou].

k .
Exercice 3.6.4 On écrit P = Y, ai(Zl,Zz)Zg_’, chaque a; étant donc homogene de degré i en
i=0
Z1,Z>. Comment retrouver Qg et Ry a partir de cette écriture ?

3.6.3 Points singuliers et points réguliers

Nous définirons un point singulier de I’ comme un point [z : 7 : z2] tel que :

Py (20,21,22) = Py, (20,21,22) = P, (20,21,22) = 0.

Comme ces trois dérivées partielles sont des polyndmes homogenes de degré k — 1, ces conditions
ont bien un sens. De plus, on déduit de la formule d’Euler ZZ,-PZ = kP que tout point vérifiant
ces conditions est automatiquement sur I'. Notons T, le lieu singulier (ensemble des points
singuliers) de . Le lien avec la définition du lieu singulier dans le cas affine est donné par le
lemme suivant.

Lemme 3.6.5 Lo NU; = (T sing-

Preuve. - On va faire le calcul dans le cas i = 0. Pour zg # 0, on écrit P(z9,z1,22) = ZSQO (z1/20,22/20)-
Pour éviter les ambiguités, on notera D;Qg, i = 1,2, les dérivées partielles de Qy. Alors :

Py (20,21,22) = 25 'DiQo(21/70,22/20) (i = 1,2),
Py (20,21,22) = 25 *(kz20Q0(z1/20,22/20) — 21D1Q0(21/20,22/20) — 22D2Q0 (21 /20, 22/70) ) -

La conclusion est alors immédiate. []

Les points non singuliers de T sont dits réguliers. Notant I',,, le lieu régulier de I' (complé-
mentaire du lieu singulier), on a donc :

1—‘reg NnU; = (Fi)reg‘
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Or, a la section 3.5, on a fait de chacun des trois ouverts (I';) reg une surface de Riemann (comme
lieu régulier d’une courbe affine). On déduit des formules de changements de cartes donnés dans
la remarque 3.6.1 que, sur les intersections (I7;) reg N (r j) reg» CES structures analytiques coincident.
Comme les ouverts (I';) . recouvrent L'y, On voit que le lieu régulier d’une courbe projective est
également muni d’une structure de surface de Riemann.

3.6.4 Courbes projectives non singuliéres comme surfaces de Riemann compactes

On suppose maintenant que I est une courbe projective non singuliere, autrement dit, telle que
[sing = 0. Elle est donc muni d’une structure de surface de Riemann compacte.

Exemple 1: Q(Z,W) =W? —Z. On trouve, en homogénéisant : P(Zy,Z,,Z,) = Z% —Z0Z;. La
courbe projective T est réguliere. Son unique point a I'infini est [0: 1: 0]. On a vu “a la main”
que le genre est 0, ¢ca devrait donc €tre la sphére de Riemann. On le confirme grice au plongement
de Veronese 2o : z1] — [23 : 2021 : 23] de P!(C) dans P?(C) : on vérifie sans peine qu’il réalise un
homéomorphisme de P!(C) sur I'. C’est en fait un isomorphisme de surfaces de Riemann.

Exemple 2 : Q(Z,W) =W?+2Z2—1. On trouve, en homogénéisant : P(Zy,Zy,2>) = Z} + 73 —
Z(Z,. Il n’y a pas de point singulier. Les points a I’infini (du cercle !) sont [0 : 1 : +i]. Le changement
de coordonnées Z(’) =271+ 2o, Zi := Z1 — Zy, fournit un isomorphisme avec la courbe précédente.

Exemple 3 : Q(Z,W) = W? — F(Z). On suppose F de degré k > 3 et a racines simples. Soient
ai,...,ax sesracines. On trouve, en homogénéisant : P(Zy,Z,2Z,) = Zg_ng —a(Zy—a1Zy) - (Z)—
arZp). Il n’y a pas de point singulier a distance finie. Le seul point a I’infini est [0: 0 : 1]. Il est
régulier si k = 3, singulier si k > 4. Le cas le plus passionnant est k = 3 : cubique projective non
singuliere, dont on prouvera que son genre est 1 et dont on explicitera I’isomorphisme avec un tore
complexe.
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Chapitre 4

L.a boite a outils

Dans ce chapitre, on introduit les techniques de base pour travailler sur une surface de Rie-
mann.

4.1 Formes différentielles holomorphes

Les formes différentielles sont, presque par définition, les objets que I’on peut intégrer !

4.1.1 Rappels : formes différentielles holomorphes sur un ouvert de C
Des choses connues mais présentées sous forme “fonctorielle”

Une forme différentielle (holomorphe !) sur un ouvert V de C est une expression 2 de la forme
f(z)dz, ot f est une fonction holomorphe sur V. Les formes différentielles sur V forment un O(V)-
module libre de rang 1 que nous noterons Q! (V).

Pour tout g € O(V), on pose dg := g'(z)dz € Q! (V). L’application :

o) -LQ(v), g dg,

n’est pas un morphisme de O(V')-modules, car elle n’est pas O(V)-linéaire. Elle est C-linéaire et
vérifie la regle de Leibniz :
d(gh) =gdh+hdg.

Son noyau est le C-espace vectoriel des fonctions localement constantes sur V. (C’est donc C si,
et seulement si, V est un domaine.) Les éléments de son image sont (par définition) les formes
différentielles exactes. Si ® = dg est une forme différentielle exacte, on dit que g est une primitive

1
de ®. Un exemple de forme non exacte est —dz € Q' (C*), qui n’admet pas de primitive g € O(C*) :
b4

et ¢’est méme 1a son charme !

1. Toutes nos formes différentielles sont holomorphes : on ne le précisera plus.
2. Cette phrase n’est évidemment pas une définition ! Voir la “vraie” définition dans le cours de L3, ou bien dans la
deuxieme partie du “Cours de calcul différentiel” de H. Cartan, chez Hermann.
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Changements de variables

Soit ¢ : V; — V5 une fonction holomorphe entre deux ouverts de C et soit @ := f(z)dz € Q' (V5).
Le changement de variable z — 0(z) dans ® donne la forme différentielle f(¢(z))d(¢(z)); plus
rigoureusement, cela permet de définir :

0% (0) := (f00)(x) ¢ () dz € Q' (V).

Dans le cas particulier ot V| C V, et ou ¢ est 'inclusion de V| dans V;, on retrouve la restriction
0*(0) =: oy, € Q'(V1) de @ € Q'(V) a V;. Le plus souvent, cette restriction sera simplement
notée .

L’ application :
0" : Q' (Vy) — Ql(v))
est évidemment C-linéaire. Elle est méme O(V5)-linéaire dans le sens suivant :
Vhe O(V2), Yo € Q' (Va) , 0*(h.0) = 0*(h).¢* (),
ou I’on a posé ¢*(h) :=ho¢.

Remarque 4.1.1 11 y a une bonne raison pour appeler “O(V,)-linéarité” cette propriété. L appli-
cation i — ¢*(h) := ho ¢ est un morphisme d’anneaux de O(V,) dans O(V;), qui fait de ce dernier
une O(V,)-algebre. Tout O(V;)-module, par exemple Q! (V;), est donc ipso facto un O(V5)-module
(restriction des scalaires) : et 1’application ¢* est un morphisme du O(V>)-module Q' (V) dans le
O(V,)-module Q' (Vy).

Le lecteur se rappellera (ou vérifiera) les formules suivantes :

4.1.1.1) ¢"(dg) =d(07(2)),
(4.1.1.2) (yo0)"(w) = 0" (v ().
Intégrale d’une forme différentielle holomorphe

Soient V un ouvert de C et y: [a,b] — V un chemin de classe C' par morceaux . On définit
I’intégrale sur ce chemin d’une forme différentielle @ := f(z)dz sur V par la formule :

/Y‘”‘: /abf(Y(S)W(S)ds.

Le lecteur se rappellera (ou vérifiera) les propriétés fondamentales de 1’intégrale, qui sont les
suivantes :

1. C-linéarité :

/(7\,10)1 +7\,20)2) =N\ /0)1 4+ A /(1)2.
JY Y JY

2. Additivité (relativement a la composition des chemins) :

/ W= [OFS .
Y1-Y2 T 12

3. On rappelle qu’un tel chemin est continu et qu’il est de classe C' sur des segments qui recouvrent [a, b].
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3. Invariance par homotopie : si les chemins 7y, Y, : [a,b] — V sont homotopes, alors :

[o-[a
T Y2

4. Changement de paramétres : si o : [a’,b'] — [a,b] est bijective, croissante et de classe C!,

alors :
[o=] o
Y Yoo

5. Changement de direction du temps : si ’on note y le chemin s — Yy(a +b —s), alors :

/Y(o:—/yo).

6. Fonctorialité : si ¢ : V| — V5 est holomorphe et si ® € Q!(V3), alors, notant 0. (y) := ¢ov:

fro-f e

Intégrales et primitives

Le théoreme fondamental est évidemment celui-ci :
/ng = g(z1) — g(20),
ol z := Y(a) est I'origine et z; := y(b) I'extrémité de 7.

L’autre théoréeme fondamental est bien entendu celui-ci : si V est simplement connexe, toute
forme différentielle @ € Q! (V) admet une primitive :

8(z) = /Z:w

Z

ou zp € V est arbitraire et ou le signe désigne I’intégrale le long de n’importe quel chemin de
2

Zo a z. Le choix du chemin ne préte en effet pas a conséquence en vertu, d’une part, de la propriété

d’invariance par homotopie de I’intégrale, d’autre part, de 1’hypotheése de simple connexité de V.
La fonction g est donc bien définie, et le théoreme dit que g € O(V) et que dg = .

Dans le cas général, on sait que tout domaine V est localement simplement connexe d’une part
(il peut étre recouvert par des disques) et connexe par arcs d’autre part. Toute forme différentielle
o € Q!(V) admet donc des primitives locales, i.e. définies sur des ouverts qui recouvrent V. On

peut les calculer de la maniere suivante. On fixe zop € V arbitraire. Pour tout disque ]O)(a7 r) CV,on
choisit un chemin de zg a a, puis, pour tout z € [O)(a, r), un chemin de a a z dans ]O)(a, r). L’intégrale
de z9 a z le long de ce chemin définit une fonction g holomorphe sur ]O)(a, r) et telle que dg = ® sur
Io)(a, r) : ¢’est une primitive locale. Il découle de la connexité par arcs qu’elles s’obtiennent toutes
les unes a partir des autres par prolongement analytique.

Exercice 4.1.2 Retrouver les propriétés de prolongement du logarithme a partir de 1’étude des

1
primitives de ~dz € Q' (C*).
z
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4.1.2 Formes différentielles sur une surface de Riemann
Ou I’on globalise des objets locaux

Définition 4.1.3 Soit X une surface de Riemann.
(i) Soient (U,0) et (U’,¢') deux cartes de X. On dit que les formes différentielles ® € Q! (o(U))
et € Q1(¢'(U’)) sont compatibles si, notant y : ¢(U NU’) — ¢/(U NU’) le biholomorphisme de
changement de carte, on a :

LA ((’o\,qJ/(UﬁU’)) = Qpwnu)-
Pour alléger les notations, on dira plutdt que ® et y*(@') coincident sur leur domaine commun.
(Si UNU’ = 0, la condition est vide, i.e. automatiquement vérifiée.)
(ii) Une forme différentielle ® sur X est la donnée, pour toute carte (U,¢) de X, d’une forme
différentielle @, € Q! (¢(U)) de telle sorte que toutes ces formes soient deux a deux compatibles.
Si @y = f(z)dz, avec f € O(9(U)), on dira que “o s’écrit 0y = f(z)dz dans la carte (U,9)”, ou
que “0y = f(z)dz est une écriture locale de ®”.

Il sera commode de pouvoir construire des formes différentielles en se restreignant a leurs
écritures dans les cartes d’un atlas ; la possibilité en est justifiée par les résultats suivants.

Lemme 4.1.4 Soit 4 = ((U,~,¢,-),-) un atlas sur la surface de Riemann X. Pour tout indice i, soit
®; = fi(z) dz une forme différentielle sur I’ouvert ¢;(U;) de C. On suppose les ®; deux a deux
compatibles.

(i) Pour toute carte (U,0) de X, il existe une unique forme différentielle wy sur ¢(U) qui soit
compatible avec toutes les ;.

(ii) Si (U,¢) et (U',¢') sont deux cartes de X, les formes différentielles wy et ®y ainsi définies
sont compatibles entre elles.

Preuve. - Notations : V; := ¢;(U;), donc fi € O(Vi);etd; j:=¢;o0 (])l.*l, donc un biholomorphisme
de ¢i(UiﬂUj) C V; sur (])j(UiﬂUj) - Vj tel que q);k,j((’oj) = ;.

(i) Soient (U,¢) une carte de X et V = ¢(U). Les ouverts V! := ¢(U;NU) forment un recouvrement
de V. On va définir une forme différentielle ®y; sur chacun de ces ouverts de telle sorte que
les @y, soient compatibles entre elles, c’est-a-dire que @y et @y ; coincident sur V/ NV;; par
recollement, elles définiront ®y. Dire que cette @, est compatible avec toutes les ; revient a dire
que chaque 0 ; est compatible avec ®;, autrement dit, que ®y; = Y; (®;), ol ; := ;0 ¢!, un
biholomorphisme de ¢(U NU;) sur ¢;(U NU;). On pose donc wy; := y; (0;) et ’on doit vérifier
que y,; coincide avec @y ; sur V/NV]. Mais cela résulte du calcul :

i (o) = w7 (97 ;(0;)) = (970 v1)" (@) = ¥j(e)),

puisque ¢; j o y; = \; sur I’ouvert concerné.

(ii) La deuxieéme assertion s’en déduit par abstract nonsense. Sil’on adjoint la carte (U, ) a 1’atlas
A, et Wy a la famille des ;, on obtient un nouvel atlas et une nouvelle famille de formes différen-
tielles deux a deux compatibles. (Cela résulte de ce que I’on vient de faire.) Appliquant la premiere
assertion a ces nouvelles données, on trouve une forme sur (U’,¢’) qui leur est compatible. Par
I’assertion d’unicité, ¢’est nécessairement My, qui est donc en particulier compatible avec ®y. [
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Proposition 4.1.5 Soit 4 = ((Ui,(])i) i) un atlas sur X et soit, pour tout i, une forme différentielle
o; € Q' (0(U;)). On suppose les @; deux a deux compatibles. Il existe alors une unique forme
différentielle w sur X dont les w; soient des écritures locales.

Preuve. - Pour toute carte (U, ) compatible avec 4, on a une forme o, € Q' (¢(U)) d’apres la pre-
micre assertion du lemme. Toutes ces formes w, sont compatibles entre elles d’apres la deuxieme
assertion du lemme : par définition, ce sont donc toutes les écritures locales d’une méme forme .
O

Les formes différentielles sur X forment un O(X)-module que nous noterons Q! (X). En ef-
fet, avec les notations précédentes, si f € O(X) et si ® € Q'(X) a pour écritures locales les
o; := fi(z)dz € Q' (¢(U;)) dans I'atlas 4 = ((U;, ¢;);), on peut définir sur chaque carte ( fjg;,)0; :=
(fo q);l)(z) fi(z)dz. Alors les (fjy,)®; sont compatibles entre elles et se recollent donc en une
forme différentielle fo € Q!(X). On peut justifier de méme 1’existence d’une loi d’addition et
tous les axiomes des modules.

Les formes différentielles sur un ouvert U de X (considéré lui-méme comme surface de Rie-
mann, avec la structure induite) forment donc un Ox(U)-module, que nous noterons Q(U).
Lorsque U’ C U, on a une application de restriction : QL (U) — QL (U’) qui est Ox (U)-linéaire.
Pour résumer les propriétés de 1’objet global Q) (donnée de tous les Ox (U)-modules Q) (U)), on
dit que c’est un “faisceau de modules” sur le “faisceau d’anneaux” Oy.

Exercice 4.1.6 Soit X un ouvert de C, avec sa structure induite de surface de Riemann. Alors
QL (X) = QY(X). [Indication : Utiliser le lemme et un atlas trés simple.]

Quelques constructions utiles

Nous allons les donner sur la surface de Riemann X, elles gardent un sens sur tout ouvert
U C X, méme non connexe : le lecteur operera lui-méme les adaptations nécessaires.

1. Soit g € O(X). Pour toute carte (U, (), posons : 0y :=d(go¢~ ') € Q1 (¢(U)). Les formes
ainsi définies sont deux a deux compatibles en vertu du calcul suivant (notations évidentes) :

* — —1
¥ ((00) g wrvn) = (@007 (800 ) (2)dz)
—1 _ _
= (500" ) (0007 )(2)(¢'007") (2)dz
=(g0¢0 ") (2)dz = () o(ru)-
Ce sont donc les écritures locales d’une forme @ € Q' (X) : cette forme est notée dg et 1’'on
dit qu’elle est exacte et que g en est une primitive sur X. La méme construction permet

plus généralement d’associer a toute fonction holomorphe g € Ox (U) sa différentielle dg €
QL (U), qui est une forme différentielle exacte sur U et dont g est une primitive.

2. L’application g — dg de Ox(U) dans QL (U) est C-linéaire et vérifie la regle de Leibniz :
d(gh) = gdh+hdg.
3. Pour que dg soit nulle, il faut, et il suffit, que chaque d(go ¢~!) le soit, donc que chaque

g0 0! soit localement constante sur ¢(U), donc que g soit localement constante. Dans
le cas out g € O(X), cela revient a dire que g est constante (puisque X est connexe). Plus
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généralement, les primitives d’une forme exacte sur U C X sont définies a une fonction
localement constante sur U pres.

4. Toute forme différentielle admet localement des primitives : il en est ainsi au moins sur
chaque carte dont I’image est un disque. Nous verrons a la section 4.2 que cela reste vrai sur
tout ouvert simplement connexe.

4.1.3 Exemples

On peut démontrer que, pour toute surface de Riemann compacte X, le C-espace vectoriel
Q!(X) est de dimension finie g, ol g est le genre de X, dont nous avons vu au paragraphe 3.1.4
qu’il admet également une définition topologique. En voici quelques exemples.

La sphere de Riemann est de genre 0

Soit @ € Q!(S). On prend I’atlas habituel, et I’on cherche 2 expliciter les écritures locales. Sur
Co, o s’écrit f(z)dz, ot f € O(C) ; sur Co,  s’écrit g(1/z)d(1/z), ou g € O(C). On cherche donc
f,g € O(C) telles que, sur C*, on ait : f(z)dz = g(1/2)d(1/z), i.e. 22 f(z) +g(1/z) = 0. On voit
a I’aide des développements en série entiere que cela n’est possible que si f = g = 0. On a donc
Q!(S) = {0} et le genre de S est 0.

Tout tore complexe est de genre 1

Soit A un réseau de C. Rappelons que, si I’on note p la projection canonique C — Ty := C/A,
on a un atlas formé de cartes (U, ¢) telles que pod = Idy et que les biholomorphismes de change-
ments de cartes correspondants sont de la forme y : z+— z+A, A € A (paragraphe 3.1.3 du chapitre
3). Si I’on pose wy = dz pour toutes ces cartes, on a évidemment y*(®y ) = 0 sur leur domaine
commun, car cette égalité signifie que d(z+A) = dz. Les o se recollent donc en une forme diffé-
rentielle sur T qui s’écrit dz dans toutes les cartes, et que I’on note dz.

Si maintenant @ € Q!(7,) est quelconque, et si son écriture dans chaque carte (U,d) est
fo(z)dz, 1a contrainte de compatibilité y*(wy) = 0 dit que fy (z+A) = f3(z). On en déduit que
toutes les fonctions fy 09 € Or, (U) coincident sur leurs domaines communs, donc se recollent
en une fonction holomorphe sur 74. Comme 7T, est compacte, cette fonction est constante. Toute
forme différentielle sur Ty est donc de la forme adz avec a € C, autrement dit : Q! (7)) = Cdz, et
le tore complexe Ty est de genre 1.

Remarque 4.1.7 Malgré son écriture, la forme dz n’admet pas de primitive globale, puisque
O(Tp) = C : la seule forme exacte globale sur une surface de Riemann compacte est 0.
Formes différentielles sur une courbe algébrique

Soit I" 1a courbe algébrique affine d’équation P(z,w) = 0, et soit X :=I',,, = X, UX,, la surface
de Riemann associée ; on a noté X, resp. X,,, I’ouvert P, # 0 de X (donc le lieu ol (z,w) — z est
une carte), resp. I’ouvert PZ’ # 0 de X (donc le lieu ol (z,w) — w est une carte).

Les fonctions (z,w) +— z et (z,w) — w, que ’on notera (un peu abusivement) respectivement z
et w, sont holomorphes sur X, donc définissent des formes exactes dz,dw € Q!(X). Les fonctions
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z et w vérifient une relation algébrique P(z,w) = 0, d’ou la conséquence évidente d (P(z,w)) = 0.
Notant P = Y.a; ;Z'W/, en vertu de la C-linéarité et de la regle de Leibniz, cette conséquence
s’écrit :

0=d (Y aijdw!) =Y aijiz"'w dz+ Y aijjiw’™" dw = Py(z,w)dz+ Py (z,w) dw.

C ol 1 e 1
I en découle que la forme qui s’écrit —————— dz sur X; et la forme qui s’écrit —————~dw sur
Py (z,w) Py(z,w)

X, coincident sur X; N X, donc qu’elles définissent une forme différentielle w € Q! (X). Comme
cette forme joue un rdle trés important, nous allons en étudier quelques exemples.

Cas d’une courbe hyperelliptique

Supposons que P(Z,W) = W2 — Q(Z). Les dérivées partielles sont 2W et —Q'(Z), les points
singuliers sont donc ceux tels que w = Q(z) = Q'(z) = 0. Si le polyndme Q est séparable, i.e.
s’il n’admet pas de racines multiples, Q n’étant pas un carré, le polyndme P est irréductible dans

C[Z,W]; et la courbe I" est non singuliére et posséde donc une structure de surface de Riemann.

d 2d
Dans ce cas, la forme différentielle de I’exemple précédent est (a un facteur pres) ® = = o4 (W) :
<

écriture abusive qui signifie que ® admet 1’une ou I’autre écriture selon la carte choisie.

Une courbe hyperelliptique de genre 0

d
On prend Q(Z) := 1 — Z?%. La forme particuliére ci-dessus est donc ® = &= _ ——W, ce que
w Z
I’on pourrait écrire (improprement mais suggestivement) dz_ _ dw
p prop g8 N T2

Nous allons tenter de prolonger cette forme a I’infini. On utilise des coordonnées homogenes
telles que z = x1 /x et w = x5 /X, d’ott I’équation homogene P" (xo,x1,x2) = x%P(xl/xo,xz/xo), ie.
x? +x3 —x3 = 0. Les points a I’infini, caractérisés par la condition xo = 0, sont [0: 1 :i] et [0: 1 : —i].
IIs sont tous deux situés dans I’ouvert affine x; # 0, et I’on a donc recours aux coordonnées affines
u:=xp/x; etv:=xy/x;. Sur leurs domaines communs, les couples de coordonnées (z,w) et (u,v)
sont liés par les relations u = 1/z et v =w/z, ou, de maniere équivalente, z=1/u et w =v/u. On
peut donc écrire (toujours avec la linéarité et la régle de Leibniz) :

_dz d(1/u) __@

w  (v/u) uv’

mais aussi :

dw d(v/u) vdu—udv

z (1w u
Notons d’ailleurs que ces relations sont cohérentes, puisque 1’équation de la courbe dans les coor-
données (u,v) est P"(u,1,v), c’est-a-dire v’ —u> + 1 = 0 = udu = vdv.

Pour savoir sil’on a ou non une forme holomorphe, il faut I’exprimer dans une carte. Les points
a I’infini ont pour coordonnées u = 0 et v = +i. Ils n’annulent pas la deuxieme dérivée partielle

. . . du
2v, ¢’est donc u qui est une carte en ces points. L’écriture —— montre alors que ® n’est pas une
uv

forme holomorphe en ces points. C’était prévisible, car la courbe projective x% —i—x% — x% =0 est
“isomorphe” a la sphere de Riemann dont on a vu que son genre est 0.
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Une courbe hyperelliptique de genre 1

On prend Q(Z) := Z* + pZ + ¢ la condition pour que ce polyndme soit séparable porte sur
son discriminant : c’est que 4p> 4+ 27¢* # 0, ce que nous supposerons. La courbe I est alors une
cubique non singuliere, nous I’étudierons en détail au chapitre 5.

dz 2dw

Ici, 0= — =

w o 324p La complétion projective a pour équation :

PNX,Y,T)=TP(X/T,Y/T)=Y>T — (X> 4 pXT? +4T?).

L’unique point & I’infini, qui s’obtient en remplagant 7' par 0, est donc [0 : 1 : 0], que I’on étudiera
donc dans I’ouvert affine y # 0, avec les coordonnées u := x/y = z/w et v:=1t/y = 1/w. Les
équations réciproques z = u/v, w = 1/v, permettent de calculer :

et w=— - .
w % 322+p 3u? + pv?

dz vdu—udy 2dw 2dv
O=—=———+ et

D’aprés 1’équation non homogene R(u,v) := v — (u® + puv? +¢v3) = 0, qui entraine 1’égalité
R, du+R.dv=—Gu*+ pv*)du+ (1 —2puv —3qv*)dv =0,

on vérifie facilement la compatibilité des deux écritures trouvées. Ces deux écritures sont indéfi-
nies en le point a I’infini # = v = 0, mais cela ne signifie pas que la forme n’y soit pas holomorphe :
en effet, il faut exprimer ® dans une carte pour le savoir. C’est R), qui ne s’annule pasenu =v =0
(confirmant ainsi que le point a I’infini n’est pas singulier, donc que la courbe projective est non
singuliere), et 1’on prendra donc (u,v) — u comme carte : il faut donc exprimer ® sous la forme
f(u,v)du, ce qui passe par le calcul suivant :

vdu—udv  —2dv
v © 3u?+pv?
~ 2(vdu—udv) —u(—2dv)
2(v) —u(Bu + pv?)

B 2vdu

- 2v—3ud — pun?)
_ 2vdu

v 2puv? 433
_ 2du

T 14 2puv+ 302

(L égalité 2v — 3u’ — puv? = —v+2puv* +3gv? vient de la relation R(u,v) = 0.) Sous cette forme,
on voit que ® est bien holomorphe a I’infini, et donc que ® € Q! (X).

En fait, on prouvera au chapitre 5 (et ¢c’est méme le théoréme central de ce cours) que toute
cubique projective non singuliere est “isomorphe” & un tore complexe : son genre est donc 1,
comme nous I’avons vu plus haut. Et d’ailleurs, la forme que nous venons de construire s’identifie
via I’isomorphisme que nous construirons a la forme dz sur T.

Exercice 4.1.8 Traiter les cas Q(Z) = Z et Q(Z) := 1 — Z*.
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4.2 Intégrale d’une forme différentielle holomorphe

4.2.1 Prolongement analytique sur une surface de Riemann

Ce paragraphe a un r6le auxiliaire : il vise a simplifier la définition et I’étude, au paragraphe
suivant, de I'intégration d’une forme différentielle le long d’un chemin d’une surface de Rie-
mann. Comme pour la définition des formes différentielles, le jeu se joue en deux étapes : d’abord
on construit des objets locaux sur la surface de Riemannn en transportant a 1’aide de cartes des
constructions connues sur C ; puis on globalise ces objets locaux : et c’est l1a que le prolongement
analytique intervient.

Définition 4.2.1 (i) Un élément fonctionnel sur la surface de Riemann X est un couple (€, f),
ot Q est un domaine de X et ot f € Ox (). Un germe analytique (ou une branche analytique)
en p € X est une classe d’équivalence d’éléments fonctionnels en p (i.e. tels que p est dans leur
domaine de définition) pour la relation d’équivalence :

(V1,f1) ~ (W2, f2) <= U C VNV, voisinage ouvert de p : (f1)jy = (f2)u-

La classe de (Q, f) est notée [f, p].
(ii) Soit y: [a,b] — X un chemin d’origine p = Y(a) et d’extrémité g = y(b). Un prolongement
analytique du germe [f, p] le long de y est 1a donnée :
— d’une subdivision a =sg < s1 < -+ < s = b,
— d’éléments fonctionnels (Vi, f1),..., (Vk, fx) ;
tels que :

1. y([si-1,81]) CVipouri=1,... k;
2. Le germe de (Vi, f1) en pest [f,p];

3. Pour i = 1,...,k— 1, les restrictions de f; et fi;; a V;NV;1 (ouvert non vide puisqu’il
contient Y(s;)) coincident.

On dit que [fk, q] est le résultat du prolongement analytique.

En raffinant la subdivision, on peut toujours se ramener au cas ot chacun des ouverts V; est le
domaine d’une carte. On déduit alors de I’énoncé analogue dans C (paragraphe 3.3.2 du chapitre
3) que le résultat du prolongement analytique ne dépend que du germe [f,p| et du chemin v, et
non des choix intermédiaires. Il est donc 1égitime de le noter [f,p]". Nous pouvons maintenant
énoncer le principe de moinodromie :

Théoréme 4.2.2 Soient Q un ouvert de X et Y,y deux chemins dans Q de méme origine p et de
méme extrémité g, supposés homotopes dans Q. Soit [f, p] un germe analytique ; on suppose que
le prolongement analytique de [f, p] est possible le long de tout chemin dans Q. Alors [f, p|Y =

f-p]".

Preuve. - On peut aussi bien supposer que 1’intervalle de définition de yet Y est [a,b] = [0, 1]. Soit
H :[0,1]> — Q une homotopie de Y2 Y dans Q :

Vs €[0,1], H(s,0) =y(s) et H(s, 1) =Y (s),
vVt e|0,1], H(O,t) =petH(1,t) =gq.
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Puisque [0, 1]2 est compact et que son image est recouverte par des cartes incluses dans €, il existe
des subdivisions 0 =sp <s1 < - - <sgr=1let0=1 <t <--- <ty =1 telles que chaque “rec-
tangle” H ([s;—1,si] x [tj—1,t;]) soit inclus dans le domaine d’une carte (U; j,¢; ;), Ui ; C Q. Soient
Y; : s +— H(s,t;) les chemins intermédiaires. Il suffit de prouver que les prolongements analytiques
le long de y;_; et de y; donnent le méme résultat (puis récurrence sur j =0,...,£). On définit des
chemins A;, i = 0,...,k, intermédiaires entre y;_; et y; comme suit : Ay = Y;_1, Ay = ¥;, et, pour
i=1,...,k—1, A est égal ay;_; sur [0,s;, — €], égal a y; sur [s;+¢€,1] et, sur [s; —€,s; + €], relie
les deux bouts de chemin a I’intérieur de U; j. On voit alors que A;_; et A; ne different que par
des bouts de chemins reliant ces deux points et qui sont homotopes dans U; ; : on peut donc leur
appliquer le principe de monodromie dans C vu au paragraphe 3.3.2 du chapitre 3. []

4.2.2 Intégration d’une forme différentielle le long d’un chemin

Soit Y : [a,b] — X un chemin C! par morceaux* dans X, d’origine p = y(a) et d’extrémité
g =Y(b). Soit V un ouvert de X qui contient I'image de v, et soit ® € QL (V). Soient s < ¢ dans
[a,b] et notons Yy, la restriction de Y a [s,]. Soient enfin (U, 0), (U’,¢’) deux cartes telles que U et
U’ contiennent Iimage v([s,#]) de Y, Notant 0 et y les écritures de o dans ces deux cartes, et
V le biholomorphisme de changement de carte, on a, en vertu des régles de calcul du paragraphe

4.1.1:
0y = Yoy = / Oy = Oy -
Ot O Ysr W (04Ysr) L Ysr

D’autre part, si u € [s,t], on a (en vertu de loc. cit.) :

©y = / Wy + 0.
¢*Yrr q)*’Ysu q)*’Yut

Proposition 4.2.3 Pour toute subdivision a = sy < s; < --- < sy = b telle que chaque y([s;_1,si]),
i=1,...,k, est inclus dans le domaine d’une carte (U;,¢;), la somme d’intégrales

k
), / @y,
i=17 Y5,y

a la méme valeur, indépendante a la fois de la subdivision et du choix des cartes.

Preuve. - La subdivision étant donnée, on a vu que les intégrales ne dépendent pas du choix des
cartes. La somme ne change pas non plus par raffinement de la subdivision en vertu de la formule
d’additivité qui précede la proposition. Enfin, deux subdivisions quelconques admettent un raffi-
nement commun. []

Définition 4.2.4 Cette somme est I’intégrale de la forme différentielle ® sur le chemin v, et on la

note / .
Y

4. Voir la note page 65. La notion de fonction de classe C' 4 valeurs dans X a un sens du fait que X est entre autres
une variété différentielle C.
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Les propriétés suivantes découlent des propriétés analogues dans C : il suffit de découper les
chemins et de se ramener a des cartes ; puis d’appliquer le paragraphe précédent sur le prolonge-
ment analytique.

Corollaire 4.2.5 (i) Si ® admet une primitive g, on a :

Jo=s@ -5
Y

(ii) Si g est une primitive locale en p (par exemple, sur une carte en p dont I’image est un disque)
et si g est le résultat de son prolongement analytique le long de y :

/wzg(q)—g(p)-
Y

(iii) Si‘y et 7y, sont homotopes dans 'V :

[o-[o
T Y2

(iv) Sur un ouvert simplement connexe, toute forme différentielle admet des primitives.

Les regles de calcul suivantes s’obtiennent par le méme type d’arguments :
1. C-linéarité :

/(7»1(!)1 +7\,20)2) = 7»1/0)1 —1—7\,2/(1)2.
Y Y Y

2. Additivité (relativement a la composition des chemins) :

Yi-Y2 T 2

3. Invariance par homotopie : si les chemins 7y, Y, : [a,b] — V sont homotopes, alors :

[o-[o
T T2

4. Changement de paramétres : si o : [a’,b'] — [a,b] est bijective, croissante et de classe C',

alors :
[o=] o
Y Yool

5. Changement de direction du temps : si I’on note ¥y le chemin s — Y(a+ b — s), alors :

/Y(o:—/yw.

6. Fonctorialité : si F : X; — X, est un morphisme de surfaces de Riemann tel que F(V;) C Va,
ol Vi C X et V5 C X; sont des ouverts, et si @ € Qj (V2), alors, notant F, (y) := Foy:

/F*m:/ .
Y F.y
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La derniere regle appelle un commentaire, puisque nous n’avons pas encore défini ce qu’est
un “morphisme” de surfaces de Riemann. Anticipant sur la section 4.4, voici le minimum vital.
Le “morphisme” F est une application continue de X; dans X, telle que, pour tout ouvert V, C
X,, Iapplication f + foF de C(V»,C) dans C(F~!(V»),C) envoie Ox,(V») dans Ox,(F~1(V,).
Comme on le verra, une condition équivalente est la suivante : pour toute carte (U’,¢’) de X,
¢’ o F est holomorphe sur F~!(U’). Dans ces conditions, si @' est une forme différentielle sur un
ouvert V> de X, dont I'écriture dans la carte (U’,¢’) est @y, et si (U,9) est une carte de X; telle
que F(U) C U’, on peut définir la forme 0y := (¢ o F oq)*l)*(coﬁp,) € Q1 (¢(U)) et vérifier que les
®y se recollent en une forme différentielle ® sur F~!(V,), que 1’on note F*'. La derniere régle
(fonctorialité) se prouve alors sans difficulté.

Exemple 4.2.6 Prenons pour X le tore complexe T et pour ® la forme dz. Soit Y un chemin
d’origine Y(0) = 0 (mod A) et d’extrémité y(1) = g € Tx. Puisque la projection canonique p :
C — Ty est un revétement, le chemin y admet un unique relévement y d’origine O : autrement dit,
¥ est I'unique chemin dans C d’origine ¥(0) = 0 tel que poy =17. Lextrémité z := y(1) de ¥ est
alors 1’un des éléments de p~!(g), donc sa coordonnée dans 1’une des cartes spéciales (U, ¢) telles
que p o ¢ = Idy que nous avons construites au paragraphe 3.1.3 du chapitre 3.

Pour toute telle carte spéciale (U, ), on a wy = dz, la forme différentielle la plus simple sur ¢(U).
Si la restriction Yy, passe a I’intérieur de U, on a de plus ¢.Yy; = ¥,,. On en déduit :

| os= [ dz=1)-70)
q)*ySl Vst

En appliquant la définition, on obtient donc :
Jo=v1)-70) ==

Intégrer ® le long d’un chemin de 0 (mod A) a g est donc une maniére de calculer une coordonnée
du point g. C’est exactement de cette maniere que nous prouverons au chapitre 5 qu’une cubique
projective non singuliere est un tore complexe.

Exemple 4.2.7 Soit I le cercle d’équation w? +z2 = 1. C’est une courbe non singuliére, donc une
surface de Riemann. Nous avons une carte globale ¢ : (z,w) — z+iw, a valeurs dans C*. (Il est
chaudement conseillé au lecteur de vérifier que c’est bien une carte !) On vérifie la formule :

1N utu !t u—u!
ot = (515 ).

N , per dz dw L.
Nous avons déja rencontré la forme différentielle globale ® = — = ——. Son écriture dans la
w Z
carte ci-dessus est :
utu”!
d( 2 ) A—u? .du
Wy = =1 du=1—-

u—u~! u—u! u
2i

Nous avons enfin un lacet de classe C' bien naturel y: ¢ +— (cost,sint), ¢ € [0,27]. Nous allons

intégrer @ sur vy :
.du
/(,):/ 0y = 1— = 2m,
Y Jo.y Jo.y U
t

puisque ¢,Y(¢) = e".
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4.3 Périodes d’une forme différentielle

4.3.1 Le groupe des périodes d’une forme différentielle

99 N

Soient py € X et ® € Q!(X) fixés. On veut “mesurer” a quel point la fonction :
P
postp) = [

Po

est indéterminée (ou multiforme). Si I’on intégre ® le long de deux chemins y; et ¥, de pg a p, la

différence des résultats sera :
2 1

ouA:= yz.yfl est un lacet de base py.

Définition 4.3.1 Une période de la forme différentielle> ® sur la surface de Riemann X est un

nombre complexe de la forme / ®, oll A est un lacet de base py.
A

En réalité, cette définition ne dépend pas de po. Soient en effet p{, un autre point de X et y un
chemin arbitraire de po a p|, (il en existe, puisque X est connexe par arcs) ; alors, pour tout lacet A/
de base pj,, on a par conjugaison un lacet A :=y.A/ ! de base py et les égalités :

/m:/ W= 0)+/m—/(o:/co,
A YA ! N Y Y Az

ce qui montre que les périodes calculées en p; sont les mémes que celles calculées en po. Pour
tout ce qui suit, nous consideérerons donc le point arbitraire pg comme fixé. Des propriétés de
Iintégration des formes différentielles énoncées au paragraphe 4.2.2 (additivité relativement a la
composition des chemins et invariance par homotopie), il découle que I’on a un morphisme de
groupes :

T (X, po) — C,

mHAm

Les périodes sont les éléments de I’'image de ce morphisme et forment donc un groupe. Le groupe
des périodes de m est un sous-groupe de C, il est donc abélien. Nous le noterons Ag.

Remarque 4.3.2 Nous n’avons défini I’intégrale d’une forme différentielle que le long d’un che-

min C' par morceaux. L application [A] / o n’est donc a priori définie que pour les classes
A

d’homotopie des lacets C' par morceaux. Pour donner un sens au morphisme 7; (X, pg) — C, il
nous faut donc savoir que tout lacet de X est homotope & un lacet C! par morceaux. Cela se dé-
montre facilement a partir du fait analogue pour les chemins dans C, qui releve du cours d’analyse
complexe de L3 ou du cours de topologie de M1.

d

Exemple 4.3.3 Prenons X = C*, pp:=letw:= . De I’égalité / o = 2inI(1,A) (valable pour
Z A

tout lacet A dans C*), on déduit que le groupe des périodes est Ay, = 2inZ.

5. 1l s’agit ici, selon la terminologie classique, des périodes des formes différentielles de premiére espéce, c’est-
a-dire holomorphes sur X. L’intégration des “formes différentielles méromorphes” revét également une grande impor-
tance, mais nous n’aurons sans doute pas le temps d’en parler.
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Si, comme plus haut, on choisit un autre point pf, de X et un chemin arbitraire y de pg a pj,, on
définit un isomorphisme de conjugaison :

{TC[(X,[){)) - ﬂl(X,p()),
V] = A"y 1.

Le calcul vu plus haut dit alors que I’on a un diagramme commutatif :

1(X,py) ————m (X, po)

N

Pour en revenir a ’indétermination de la fonction multiforme u(p), on voit que si s est I'une
de ses branches sur une région U de X, alors toutes ses branches sont de la forme s+ 7, oul T € Ay,.

Théoréme 4.3.4 Pour que la fonction u(p) soit uniforme sur X, il faut, et il suffit, que la forme
différentielle ® soit exacte.

Preuve. - Cela découle tres simplement des regles de calcul vues au paragraphe 4.2.2 et de ce que
’on vient de dire : si la fonction u(p) est uniforme, c’est un élément de O(X) et I’on a vu dans
loc. cit. que du = ®. Réciproquement, si ® = dg avec g € O(X), alors u(p) = g(p) — g(po), qui
définit bien une fonction uniforme sur X. [J

Corollaire 4.3.5 Pour que le groupe Ay, des périodes de o soit trivial, il faut, et il suffit, que la
forme différentielle ® soit exacte.

Remarque 4.3.6 On a vu (sans le justifier) au paragraphe 3.1.4 que, si X est une surface de Rie-
mann compacte, le groupe fondamental 7t; (X, po) est engendré par 2g générateurs a;,b;, 1 <i < g.
Le groupe Ay, est donc un sous-groupe de type fini de C, donc un groupe abélien libre (puisque
tout sous-groupe de C est sans torsion). En revanche, on ne peut tirer aucune information de la re-
lation (alblaflbfl) e (agbgaglbgl) = 1, puisque I’image dans C d’un commutateur aibiaflbfl
est de toutes fagons triviale.

Exercice 4.3.7 Sil’on choisit deux chemins de py a p{,, on obtient deux isomorphismes de 7t (X, py))
sur 7y (X, po). Comment ces isomorphismes sont-ils reliés ? [Indication : L’'un est composé de
I’autre par I’automorphisme intérieur défini par la classe du lacet d’aller-retour.]

Homotopie et homologie

Rappelons que, si G et H sont deux groupes, H étant abélien, tout morphisme de G dans H ad-
met une unique factorisation via le morphisme surjectif canonique G — G*, ot G* := G/[G, G]
est 'abélianisé de G, c¢’est-a-dire son quotient par le sous-groupe des commutateurs [G,G|; ce
dernier étant lui-méme le sous-groupe engendré par tous les commutateurs [g,h) := ghg~'h™!,
g,h € G, et étant automatiquement un sous-groupe distingué de G. De plus, cette construction est
“fonctorielle” : tout morphisme de G| dans G, envoie |G}, G}] dans [G3, G,] et passe donc au quo-
tient en un morphisme de G¢° dans G4°.

77



Prenons G := 71 (X, po). L’ abélianisé sera noté m¢?(X, po). Les automorphismes intérieurs de
ce groupe abélien sont ipso facto triviaux. Il découle donc de I’exercice 4.3.7 que les isomor-
phismes de nl(X Pp) sur Ty (X, po) induits par les chemins de pg a p{, définissent tous le méme
isomorphisme 7¢® (X, pfy) sur (X, po). Tous ces groupes sont donc canoniquement isomorphes
entre eux. De plus, le diagramme commutatif vu plus haut passe au quotient en :

b(X, po)

RN

Il est donc justifié de ne pas mentionner le point de base dans la notation de n‘l’b (X, po). Comme ce
groupe est directement lié aux “groupes d’homologie” étudiés dans le cours de topologie de M1,
nous le noterons H; (X ). Nous avons donc, pour toute forme différentielle ® sur X, un morphisme

de groupes :
H (X)—C
7 /0)
W

ol [A] dénote la classe modulo les commutateurs de la classe d’homotopie en un point arbitraire
du lacet A. D’apres le corollaire 4.3.5, pour que ce morphisme soit trivial, il faut, et il suffit, que la
forme différentielle o soit exacte.

Remarque 4.3.8 Pour une surface de Riemann compacte de genre g, il découle des résultats (ad-
mis) énoncés au paragraphe 3.1.4 que H;(X) est un groupe abélien libre de rang 2g.

Exercice 4.3.9 Dans le cas d’un tore complexe (genre 1), décrire une base de H;(X) et le mor-
phisme ci-dessus lorsque ® = dz.
Cohomologie

Notant provisoirement ¢, : H; (X ) — C le morphisme décrit ci-dessus, il découle de la linéarité
de I’intégrale (paragraphe 4.2.2) que ’on a :

vxh}\’Z € C ) ¢7\,1w1+7\,2(.02 = }\’lq)wl +7\'2¢0)2’

On en déduit que I’application :

Q!(X) — Hom(H,(X),C),
® — Og

est C-linéaire. Nous avons vu plus haut que son noyau est le sous-espace dO(X) C Q!(X) des
formes différentielles exactes. Nous noterons H'(X,C) le C-espace vectoriel Hom(H;(X),C)
(“cohomologie”).

Remarque 4.3.10 Pour une surface de Riemann compacte de genre g, il découle des résultats
(admis) énoncés au paragraphe 3.1.4 que H' (X, C) est un C-espace vectoriel de dimension 2g.

Exercice 4.3.11 Définir et justifier une suite exacte :

0—C— 0(X)-% Q'(X) » H'(X,C).
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4.3.2 Exemples

Nous utiliserons les calculs faits dans les exemples 4.2.6 et 4.2.7 du paragraphe 4.2.2.

Tore complexe

On prend X := T et ® := dz (qui, rappelons-le, n’est pas une forme exacte). Soit A un lacet
de base A(0) =A(1) =0 (mod A) dans Tj. Soit y son unique relevement dans C d’origine 0. Son
extrémité w := (1) est un antécédent dans C de 0 (mod A), donc un élément de A. D’autre part :

w=11) =1 -0) = [di= [w

Donc toute période de m est élément de A.

Réciproquement, si w € A, tout chemin dans C d’origine 0 et d’extrémité w se projette en un
lacet A := poyde base 0 (mod A) et ’on a alors w = / o : donc le groupe des périodes de m est
A

exactement A.

p
Ainsi, la fonction multiforme p — u(p) := / o est définie modulo A ; autrement dit, la fonc-
Po

tion p — u(p) (mod A) est bien définie de T5 dans lui-méme : ¢’est évidemment 1’identité.

“Cercle”

On prend pour X le cercle affine d’équation z> +w? = 1 et pour ® la forme différentielle

d d
e_ (Rappelons que 1’on ne peut pas prolonger cette derniere en une forme différentielle
w Z

holomorphe sur le compactifié de X, qui est en effet de genre 0.) Via I’'isomorphisme ¢ : X — C*,
on peut calculer, pour tout lacet A :

/ / 1—_2n10¢*)

Le groupe des périodes de ® est donc 27Z.

La fonction multiforme p — u(p) /  est donc définie modulo 2ntZ ; autrement dit, la

fonction p — u(p) (mod 2nZ) est bien définie de X dans C/2nZ.
D’autre part, la fonction u — ¢ induit un isomorphisme de C/2nZ sur C*. En le composant
avec la fonction p — u(p) (mod 2nZ), on retrouve I’isomorphisme 0.

Remarque 4.3.12 Nous employons libéralement le mot “isomorphisme” qui n’a pas encore été
défini. Le lecteur vérifiera dans chaque cas que I’on a en tout cas une bijection ; et, chaque fois
que cela a un sens, qu’elle est holomorphe, ainsi (lorsque cela a un sens) que sa réciproque. Apres
lecture de la section 4.4, il en déduira qu’il s’agit bien d’isomorphismes de surfaces de Riemann.

Exercice 4.3.13 Expliciter la fonction p — u(p) (mod 2nZ) en fonction des coordonnées de p.
[Indication : On trouve une fonction trigonométrique inverse.]
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4.4 Morphismes de surfaces de Riemann

4.4.1 Définition et exemples élémentaires

Définition 4.4.1 Soit F : X — X’ une application continue entre deux surfaces de Riemann.

(i) L’application F est dite holomorphe en p € X s’il existe une carte (U’,¢") de X’ en p’ := F(p)
telle que la restriction de ¢/ o F a I’ouvert F ' (U’) de X soit holomorphe en p. (C’est alors vrai
pour toute carte en p’ : le vérifier !)

(i) L application F est dite holomorphe sur X © si elle est holomorphe en tout point de X.

De maniere équivalente (le vérifier!), F est holomorphe si, pour toute carte (U’,¢’) d’un atlas
donné de X', 1a restriction de ¢/ o F & F~!'(U’) est holomorphe. De maniére encore équivalente (le
vérifier encore !), F est holomorphe si, pour toute fonction holomorphe f sur un ouvert Q' de X,
la fonction f o F est holomorphe sur I’ouvert F~!(Q') de X.

Remarque 4.4.2 Pour tout ouvert Q' de X’ et pour toute fonction continue f € Cx/(€'), on a
Fofe Cx(F~1(€)), d’ ot un morphisme de faisceaux : Cx» — F.Cx, ceci en supposant seulement
F continue. La condition d’holomorphie de F revient a dire que ce morphisme envoie le sous
faisceau Oy’ de Cxs dans le sous-faisceau F, Oy de F.(x. On obtient alors un morphisme F° de
faisceaux de C-algebres.

Exemples 4.4.3 1. Soit A un réseau de C et soit Tp := C/A le tore complexe muni de sa
structure de surface de Riemann. Alors la projection canonique p : C — T est holomorphe.
En effet, on a vu qu’une fonction f sur un ouvert V de T est holomorphe si, et seulement
si, f o p est holomorphe, ce qui est strictement plus fort que la condition ci-dessus.

2. Soient A1, A deux réseaux de C et soit @ € C un complexe tel que aA; C A,. Soit b € C
arbitraire. Il résulte de I’hypothese sur @ que 1’on a I’implication :

vz, €C, (z=7 (mod Ay)) = (az+b=aZ +b (mod A)).

L’application z — az + b de C dans C passe donc au quotient en une application f : Ty, —
Ty,. L’application f est holomorphe. Nous verrons au chapitre 6 que toute application holo-
morphe T, — Tj, est de cette forme.

3. Soient plus généralement A un réseau de C, X une surface de Riemann et F' : C — X une
application holomorphe telle que :

Vz,Z €C, (z=7 (mod A)) = (F(z) =F(d)).

Alors I’application f : Ty — X obtenue par passage au quotient est holomorphe. Toutes les
applications holomorphes de T) dans X s’obtiennent ainsi. L’argument est similaire a celui
de ’exemple 4 du paragraphe 3.2.1.

4. Soient f une fonction méromorphe sur un ouvert U de C et Z I’ensemble de ses pdles.
L application F de U dans S qui est égale a f sur U \ Z et qui envoie tout point de Z en oo est
holomorphe. En effet, il est évident qu’elle est holomorphe en tout point de U \ Z. Si p € Z,
il y a un disque ouvert V de centre p dans U et une fonction holomorphe g sur V telle que
f=1/gsurV\{p};en utilisant la carte canonique a 'infini en F(p) = o € S, on voit que
F est bien holomorphe en p.

6. Cartan, “Fonctions analytiques” ; Dolbeault, “Analyse complexe” ; Griffiths, “Introduction to algebraic curves”.
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5. En particulier, toute fraction rationnelle définit une application holomorphe de S dans S. On
verra a la section 4.5 que toute application holomorphe de S dans S (autre que la fonction
constante o) est de cette forme.

Exercice 4.4.4 Démontrer que la structure de surface de Riemann qui a été définie sur T est la
seule qui fasse de la projection canonique p : C — T une application holomorphe.

4.4.2 Le yoga de base
Comportement fonctoriel et cas élémentaires

L’identité de X est évidemment une application holomorphe. La composée Go F : X — X" de
deux applications holomorphes F : X — X’ et G : X’ — X" est holomorphe. On a donc une catégo-
rie dont les objets sont les surfaces de Riemann, et les morphismes d’un objet X dans un objet X’
sont les applications holomorphes de la surface de Riemann X dans la surface de Riemann X’. Nous
dirons dorénavant “morphisme” (de surfaces de Riemann) a la place de “application holomorphe”.

Les applications constantes sont des morphismes. Les morphismes de X dans C sont les fonc-
tions holomorphes sur X. Un morphisme de X dans X’ donne, par restriction a I’'ouvert Y C X, un
morphisme de ¥ dans X’. Si son image est incluse dans I’ouvert Y’ C X', il donne, par corestriction,
un morphisme de X dans Y’. Si (U;) est un recouvrement ouvert de X, pour qu’une application ar-
bitraire F de X dans X’ soit un morphisme, il faut, et il suffit, que chaque restriction Fjy, soit un
morphisme de U; dans X'.

Dans toute catégorie, on définit un isomorphisme de I’objet X dans 1’objet X’ comme un mor-
phisme F de X dans X’ qui est de plus inversible : cela signifie qu’il existe un morphisme G de X’
dans X tel que Go F = Idx et F o G = Idy. Il est bien clair que tout isomorphisme de surfaces de
riemann est un morphisme bijectif. La réciproque est vraie, mais pas tautologique (penser a la ca-
tégorie des espaces topologiques dont les morphismes sont les applications continues : 1’assertion
équivalente y est fausse). Nous démontrerons ce théoreme au paragraphe 4.4.4. Il y a un critere
simple pour reconnaitre un isomorphisme de X sur X’ : il transforme un atlas de X en un atlas de
X' et réciproquement. C’est la maniére la plus simple de voir que la bijection évidente entre P! (C)
et S est un isomorphisme.

utu”! u—u!

Exemples 4.4.5 1. L application u — ( 3 A

72 +w? = 1, réciproque de I’application (z,w) — z-+iw du cercle sur C*.

) est un isomorphisme de C* sur le cercle

2. Labijection f : C/Z — C* induite par passage au quotient de 1’application  — e*™ permet

de munir (par transport de structure) C/Z d’une unique structure de surface de Riemann
telle que f soit un isomorphisme.

Exercice 4.4.6 La structure de surface de Riemann ci-dessus sur C/Z est la seule qui fasse de la
projection naturelle p : C — C/Z un morphisme. Pour toute surface de Riemann X, I’application
g+ go p définit alors une bijection entre les morphismes C/Z — X et les morphismes C — X qui
sont 1-périodiques.
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Effet sur les formes différentielles

Soit F : X — X’ un morphisme de surfaces de Riemann et soit @ € Q' (X’) une forme différen-
tielle holomorphe globale. Soit (U’,¢’) une carte de X" dans laquelle o’ s’écrit @, € Ql(o'(U")).

Soit enfin (U, ) une carte de X telle que F(U) C U'. La fonction ¢/ o F o ¢~ est holomorphe de
¢(U) c C dans ¢/(U’) C C. On peut donc poser :

@y = (¢ 0 Fod™!) () € Q1 (9(V)).

On vérifie sans peine (autrement dit : faites-le !) que les @y sont deux a deux compatibles et défi-
nissent donc une forme différentielle holomorphe globale @ € Q! (X). Cette forme est notée F*w'.
Lorsque X et X’ sont des ouverts de C, on retrouve la définition antérieure. Les propriétés relatives
a ce cas se généralisent mutatis mutandis. En particulier, F : X — X' désignant un morphisme de
surfaces de Riemann :

1. Sige O(X'), alors F*g:=goF € O(X) et :
F*(dg)=d(F*g) € Q'(X).
2. L’application @' — F*@' est O(X')-linéaire :
Vg1.82 € O(X), Yo, @) € Q'(X') | F* (8100} +g20) = F*(g1)F" (o)) + F"(2) F*(e}).

3. Siyest un chemin dans X, de sorte que F,y:= F oyest un chemin dans X', et si ' € Q!(X') :

/ co’:/F*m’.
Foy Y

Exemple 4.4.7 Soit X le cercle d’équation z> +w? = 1. L’application F : u <%, ”’2‘;71 ) est

un isomorphisme de C* sur X, réciproque de 1’application (z,w) — z+iw. Ona:

(8)-r (24
w w Z

Si I’on considére maintenant le lacet y(¢) := €', 0 <t < 27, sur C*, la troisiéme formule ci-dessus
donne :
/ .du / dz
i— = —
y U Fy W

Exercice 4.4.8 Etendre I’exemple au projectifié X d’équation x% +x§ = x(z) et au morphisme de but
X défini par u? = x| +1ixp, v¥ = x; —ixp, uv = xg. (On en précisera la source.)

que I’on peut vérifier par calcul direct.
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4.4.3 Extension aux morphismes des théoremes sur les fonctions

A tout seigneur tout honneur, il y a d’abord le Principe du Prolongement Analytique :

Théoréme 4.4.9 Si deux morphismes de surfaces de Riemann F,G : X — X' coincident sur un
ouvert non vide de X, ils sont égaux.

Preuve. - Comme dans le cas des fonctions, il suffit de prouver que I’ensemble E des points p € X
tels que F et G coincident au vosinage de X est fermé (c’est trivialement un ouvert non vide). Soit
(pn) une suite dans E de limite p € X. Soit (U’,¢’) une carte en p’ := F(p) = G(p) (cette derniere
égalité découle de la continuité de F et G). Soit U := F~'(U")N G~!(U’), donc un voisinage ou-
vert de p. Alors la suite est dans U a partir d’un certain rang, et ’on peut appliquer le Principe
du Prolongement Analytique pour les fonctions holomorphes (théoreme 3.2.4) et conclure que
¢ o F = ¢/ o G au voisinage de p. (J

Corollaire 4.4.10 Le méme principe s applique a tout domaine de X .

Les conséquences s’enchainent comme dans le cas des fonctions.

Proposition 4.4.11 Soit F : X — X' un morphisme non constant de surfaces de Riemann. Les
fibres F~1(p), p’ € X', sont des fermés discrets.

Preuve. - 1l est clair que ce sont des fermés (continuité de F). Si I’on avait une suite convergente
pn — p dans F~1(p’), en se restreignant a une carte en p’, on se raménerait au cas des fonctions,
concluant que F est constant au voisinage de p ; en appliquant le théoréme ci-dessus, on trouverait
que F est constant, contradiction. [J

Proposition 4.4.12 Soit F : X — X' un morphisme non constant de surfaces de Riemann. C’est
une application ouverte.

Preuve. - Chaque restriction de F a un domaine de X qui s’envoie dans une carte de X’ est holo-
morphe non constante, donc ouverte d’apres la proposition analogue pour les fonctions. Comme
de tels domaines recouvrent X, I’application F est ouverte. []

Proposition 4.4.13 Soit F : X — X' un morphisme non constant de surfaces de Riemann, X étant
de plus supposée compacte. Alors X' est compacte, F est surjectif et les fibres F~'(p'), p' € X/,
sont finies.

Preuve. - L’image de F est un ouvert compact non vide de X', ¢’est donc X’ d’ou les deux pre-
micres assertions. La troisieme en découle puisque les fibres sont des fermés discrets. [

On verra au paragraphe 4.4.4 qu’il existe un entier n tel que toutes les fibres ont au plus n
élements, et que presque toutes les fibres ont exactement n éléments.

83



4.4.4 Forme locale des morphismes et conséquences

Lemme 4.4.14 Soient V,V' deux voisinages ouverts de 0 dans C et g : V — V' une fonction ho-
lomorphe non constante telle que g(0) = 0. I existe alors un entier e > 1, des voisinages ouverts
W CVetW CV'de0 tels que g(W) C W' et des biholomorphismes centrés h,h' de W et W' sur
le disque ouvert D(0, 1) qui conjuguent g avec I’application f : z — 2%, i.e. tels que le diagramme
suivant soit commutatif :

h o
W——=>D(0,1)

l |

)
W' —=D(0,1)

Preuve. - On pose g(z) =: Y, a,z" avec a, # 0 et I’on choisit b € C tel que b° = a,. On pose :

n>e

h(z) = bz(1+ (a1 /ac)z+ )/ =bz+---

(L’exposant fractionnaire est justifié par la formule du bindme généralisé.) La fonction 4 est un
difféomorphisme local en 0 et g = h¢. Le reste en découle . [J

Théoréme 4.4.15 Soit F : X — X' un morphisme non constant de surfaces de Riemann. Soient
peXetp :=F(p) €X' Pour toute carte (U',(’) centrée en p', il existe une carte (U,d) centrée
en p telle que F(U) C U’ et que, pour un certain e € N*, on ait ¢/ o F = ¢°. Autrement dit, posant
f(z) :==z°, on a un diagramme commutatif :

U——>D(0,1)

lf

¢ o
U' — D(0,1)

F

De plus, I’entier e est indépendant du choix de ces cartes.

Preuve. - On prend d’abord une carte (U;,0;) de X centrée en p telle que F(U;) C U’. On applique
le lemme 2 la fonction g := ¢’ o F o ¢, ' de ¢;(U;) dans U'. Puis on restreint U; en U := ¢, ' (W)
et 01 en ¢ sur U ; cela établit la premiere assertion.

La deuxieme assertion découle alors de la caractérisation suivante de e : pour tout g dans un voi-
sinage ouvert épointé de p, la fibre F~!(F(q)) a exactement e éléments au voisinage de p. [J

Définition 4.4.16 L’entier e est appelé indice de ramification de F en p. On le note e,,(F). On dit
que p est un point de ramification de F, ou que F est ramifié en p si e,(F) >2.Sie,(F) =1, on
dit que F est non ramifié en p.

Attention ! Cette terminologie est réservée aux morphismes non constants.

7. Cartan, “Fonctions analytiques”, chap. VI, §1.2, p. 177.
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Corollaire 4.4.17 (i) L’ensemble des points de ramification d’un morphisme non constant est
discret et fermé. Si F est non ramifié en p, c’est un biholomorphisme local en p.

(ii) Si F est injectif, c’est un isomorphisme de X sur F(X) C X'. En particulier, tout morphisme
bijectif est un isomorphisme.

Preuve. - (i) Dans la carte utilisée dans la preuve, si e = 1, il n’y a aucun point de ramification ; et
si e > 2, le seul point de ramification est p, d’ou la premiere assertion. En un point ot e = 1, on a
sur U Iégalité F = ¢/ 00!, d’or la deuxiéme assertion.

(ii) L’image F(X) est un ouvert connexe de X’, donc une surface de Riemann, ce qui donne un
sens a I’énoncé. On a alors e,(F) = 1 en tout point, sinon F ne serait pas injectif au voisinage
de p (voir la preuve de la deuxieme assertion du théoréme). On a donc un biholomorphisme local
bijectif de X sur F(X), donc un isomorphisme. [J

Théoréme 4.4.18 Soit F : X — X' un morphisme non constant entre deux surfaces de Riemann
compactes. (La compacité de X entraine celle de X' d’aprés la proposition 4.4.13.) Pour tout

peX' onnotev(p'):= Y e,(F). La fonction v est constante sur X'. La valeur constante
F(p)=p'
de v(p) est le degré du morphisme F, noté degF .

Preuve. - On va montrer que V est localement constante, ce qui sera suffisant (cette somme est finie
d’apres loc. cit.). Soit p’ € X’ et soit (U’,0’) une carte centrée en p’. Soient py, ..., p les points
de F~'(p') et, pour chaque p;, soit (U;, ;) une carte dans laquelle F s’écrit sous la forme locale
7 — z% décrite dans le théoréme 4.4.15 : donc ¢; = e, (F).

1l existe un voisinage ouvert V/ C U’ de p’ tel que F (V') est la réunion des V; := F~1 (V') N U;.
En effet, dans le cas contraire, on trouverait une suite (p/,) convergeant vers p’ et des p, € F~'(p))
n’appartenant pas  la réunion des U; ; les p, auraient un point d’accumulation p (compacité ® de
X)) appartenant 2 F~!(p’) mais pas a la réunion des U;, contradiction.

L’ ouvert V' étant ainsi déterminé, on voit que, pour tout ¢’ € V' distinct de p’, on a v(¢') =
card F~'(¢') = Y e; = v(p'), ce qui conclut. [J

Corollaire 4.4.19 Soit R C X I’ensemble (fini) des points de ramification de F. Pour tout p’ €
X'\ F(R), onacard F~'(p') = degF. Les morphismes de degré 1 entre deux surfaces de Riemann
compactes sont les isomorphismes.

Preuve. - L’ensemble R est toujours fermé discret (corollaire 4.4.17) ; la source X étant ici com-
pacte, R est fini (donc F(R) également). Si p’ € X"\ F(R), tous les points p de F~!(p’) vérifient
e,(F)=1,d ot v(p') = card F~!(p’). La deuxieéme assertion est immédiate. (J

Exemple 4.4.20 Soient Aj,A; deux réseaux de C et soit ¢ € C un complexe tel que aA; C Aj.
Soit b € C arbitraire. On a vu (exemples du paragraphe 4.4.1) que z — az+ b passe au quotient en
un morphisme f : Ty, — Tj,. Si a # 0, ce morphisme n’est pas constant. Il n’est ramifié en aucun
point et son degré est I’indice de aA; dans Aj.

Exercice 4.4.21 Prouver ces assertions.

8. Le lecteur ayant un goiit pour la topologie verra ici que c’est en réalité la propreté de F qui intervient dans
I’argument.
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4.5 Fonctions méromorphes

Par suite de restrictions budgétaires, cette section ne sera pas saisie pour le moment.
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Chapitre 5

Cubiques non singulieres, périodes des
intégrales elliptiques

5.1 Retour sur les intégrales circulaires

5.2 Intégrales elliptiques ‘“de premiere espece”
5.3 Le théoréme d’addition d’Abel

5.4 Le groupe des périodes

5.5 DL’inversion

5.6 Fonctions méromorphes sur une cubique non singuliere
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Chapitre 6

Tores complexes et fonctions elliptiques,
P’invariant modulaire

6.1 Tores complexes

6.2 Fonctions elliptiques : théoremes de Liouville et d’Abel
6.3 Fonctions elliptiques : fonctions de Weierstral3

6.4 Classification des tores complexes

6.5 Classification des réseaux de C

6.6 Multiplication complexe, multiplication réelle
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Chapitre 7

Revétements étales et revétements
ramifiés, courbes algébriques

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6

Revétements de surfaces de Riemann
Triangulations et genre

Diviseurs

Formes différentielles méromorphes
Courbes algébriques

Surfaces de Riemann compactes
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