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Résuḿe

Ce ŕesuḿe reproduit (sans les erreurs) la présentation du cours telle qu’elle figurait dans le syllabus. Je ne prétends
pas que ce (vaste) programme soit réalisable.
On pŕesentera de manière unifíee quelques aspects de la théorie deśequations diff́erentielles (resp. aux différences, resp.
auxq-diff érences) analytiques linéaires sur la sph̀ere de Riemann, selon un paradigme introduit par G. D. Birkhoff en
1913, mais en tenant compte des modernisations apparues depuis. Après avoir introduit les outils alǵebriques et trans-
cendants de base (D-modules, fonctions spéciales, repŕesentation de monodromie) onétudiera certains d́eveloppements
récents de la th́eorie deśequations auxq-diff érences. On se limitera aux systèmes fuchsiens.

1. Outils alǵebriques. -Uneéquation lińeaire d’ordren ou un syst̀eme de rangn peuvent̂etre interpŕet́es
comme un modulèa gauche de longueur finie sur une algèbre deÖre D. On étudiera les algo-
rithmes de division et du vecteur cyclique, l’équivalence de systèmes, le lien entre suites exactes
deD-modules et factorisation d’opérateurs.

2. Fonctions sṕeciales et ŕesolution explicite. -Après avoir caractériśe leséquations et les systèmes
fuchsiens, ońetendra la ḿethode de Frobenius pour leséquations diff́erentielles aux́equations aux
diff érences et auxq-diff érences̀a l’aide des fonctions Gamma et Theta. On comparera les corps des
constantes des trois théories.

3. Classification. -La correspondance de Riemann-Hilbert permet de classifier les systèmes diff́erentiels
fuchsiens sur la sphère de Riemann par leurs représentations de monodromie. On l’étendra aux
équations aux diff́erences et auxq-diff érences̀a l’aide de la matrice de connexion de Birkhoff.

4. Confluence et th́eorie de Galois. -La matrice de connexion de Birkhoff d’unéequation auxq-
diff érences permet de retrouver, lorsqueq → 1, la repŕesentation de monodromie d’uneéquation
diff érentielle. Cela donne un sens géoḿetriqueà de nombreusesq-analogies classiques età de mo-
dernes probl̀emes deq-déformation. La matrice de connexion permetégalement de d́ecrire le groupe
de Galois, d́efini à la Picard-Vessiot ou en termes tannakiens.

5. Compĺements. -Si le temps le permet, on abordera l’application de l’algèbre homologique aux calculs
d’indices, la formulation fonctorielle de la correspondance de Riemann-Hilbert et la dualité tanna-
kienne.
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1.3 Ǵeǹese d’un h́eros : le logarithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3.1 L’action du groupe fondamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.3.2 Ecriture sous forme de système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.3.3 Solution en∞ ∈ S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.3.4 Equation d’ordre 1 surS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.3.5 Polylogarithmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2 Equations et syst̀emes diff́erentiels 24
2.1 Le faisceau des solutions d’uneéquation ou d’un système . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.1.1 Faisceaux deC-espaces vectoriels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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3.3 Singularit́es ŕegulìeres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.3.1 Ŕesolution des systèmes fuchsiens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.3.2 Syst̀emes singuliers réguliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.3.3 Le crit̀ere de croissance de Fuchs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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5.1.3 Ŕesolution locale de l’́equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
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Chapitre 0

Introduction

Origines

Riemann a montŕe que l’on pouvait d́ecrire les fonctions analytiques par leur comportement local au
voisinage de chaque singularité et des consid́erations qualitatives (ǵeoḿetriques ou topologiques) sur leur
lieu régulier : il a pu en d́eduire leur comportement global lors du prolongement analytique sur l’ouvert
X = S\Σ de la sph̀ere de RiemannS, où Σ désigne l’ensemble (fini) des singularités. Ce prolongement
analytique fait apparaitre le phénom̀ene deramification, autrement dit les fonctions sont multiformes et ont
des branches. Le prolongement analytique le long d’un chemin ne dépend que de la classe d’homotopie
dansX de ce chemin : c’est lethéor̀eme de monodromie1. Par exemple, si l’on considère les lacets basés en
un pointx0 ∈ X fixé, on en d́eduit que le groupe fondamental ou premier groupe d’homotopie2 π1(X,x0),
constitúe des classes d’homotopie de tels lacets, opère sur l’ensemble des déterminations au voisinage de
x0. Le groupe de monodromie(on devrait plut̂ot dire polydromie !) est le quotient du groupe fondamental
par le noyau de cette action. En termes modernes, la fonction multiforme est plutôt définie (et uniforme)
sur un rev̂etementX′ deX et les branches (ou déterminations) correspondentà des feuillets du rev̂etement ;
le groupe fondamental agit sur ceux-ci et le groupe de monodromie s’interprète comme un groupe d’auto-
morphismes du rev̂etement. Les exemples les plus célèbres sont les fonctions algébriques, pour lesquelles
Riemann a inventé en 1851 dans [42] les surfaces qui portent son nom. Dans ce cas, le groupe de mono-
dromie est fini et s’interprète comme le groupe de Galois d’une extension finie du corpsC(z) des fractions
rationnelles surC : outre l’approche ǵeoḿetrique et topologique de l’analyse pronée par Riemann, il y a
donc une approche algébrique, dans l’esprit de Galois.

Dans le cas dessolutions d’́equations diff́erentielles lińeaires homog̀enes, consid́eŕe d̀es 1854 par Rie-
mann dans [43], le groupe fondamental opère lińeairement sur l’espace vectoriel des solutions sur tout petit
domaine simplement connexe, mettons un disque. On obtient ainsi unereprésentation lińeaire du groupe
fondamental3, la représentation de monodromie. Dans ce cas, le groupe de monodromie s’identifie doncà
un groupe de matrices. Lacorrespondance de Riemanndevient icicorrespondance de Riemann-Hilbert. Le
XIX ème sìecle l’a abord́ee pour lespoints singuliers ŕeguliers(méthode de Fuchs-Frobenius) [26], [2]. Le
probl̀eme fondamental est celui-ci : cette correspondance biunivoque ? De manière plus ouverte : comment
décrire les deux ĉotés de cette correspondance pour qu’elle le soit ?

Birkhoff a ensuite montŕe en 1913, dans [6], que l’on pouvait formuler un analogue de ce problème dans
le cadre deśequations aux diff́erences,resp.auxq-diff érences, et que l’on pouvait résoudre le problème dans
les trois cas en parallèle.

1Les connaissances d’analyse complexe requises pour ce cours sont (très largement) contenues dans [1] dont le chapitre 8 est une
introduction id́ealeà notre sujet ; voir aussi les grands classiques : [9] et [44].

2Les rudiments ńecessaires sur le groupe fondamental peuventêtre trouv́es (par exemple) dans [17] ou encore [32].
3Un peu devocabulairede la th́eorie des représentations nous suffira largement : voir [4] ou [50].
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Citons maintenant certaines desévolutions de ce problème au XX̀eme sìecle :

1. Th́eorie de Galois diff́erentielle : peut-on (comme pour les fonctions algébriques) retrouver l’oṕeration
du groupe de monodromie par des voies algébriques ? Voir̀a ce sujet, par exemple, [38].

2. Méthodes “intrins̀eques” issues de la géoḿetrie différentielle : fibŕes vectoriels holomorphes sur des
surfaces de Riemann munis de connexions. Voirà ce sujet, par exemple, [11] et [45].

3. Singularit́es irŕegulìeres. Voirà ce sujet, par exemple, [40].

4. Riemann-Hilbert̀a plusieurs variables. Voir̀a ce sujet, par exemple, [30] et [31].

Enfin, sous l’impulsion d’un programme formulé par Jean-Pierre Ramis [39] et aussi pour des raisons
exog̀enes, la th́eorie deśequations auxq-diff érences a connu un regain d’activité puis d’inter̂et au cours de
la dernìere d́ecennie : voir l̀a dessus [13] ; pour leśequations aux diff́erences, voir plut̂ot [37].

Organisation de ce cours

Ce cours s’inscrit dans la droite ligne de Birkhoff [6] et, pour sa deuxième partie, de Ramis, [39], [40],
voir également [13].

Nous avons pris le parti de ne recourirà aucun formalisme global ou intrinsèque sans ńecessit́e vitale. La
seule surface de Riemann qui apparait est la sphère de RiemannS (et bien ŝur des tores complexes pour les
équations auxq-diff érences). Nous ne parlons jamais (sauf allusion “culturelle”) de fonctions uniformes sur
des rev̂etements, seulement des fonctions sur des ouverts deS. Nous employons des fonctions multiformes,
pourtant prohib́ees en France au XXIème sìecle ! En effet, les conditions de croissance modéŕee des solu-
tions dans les secteurs qui caractérisent les systèmes singuliers réguliers sont tout de m̂eme plus commodes
à exprimer pour des fonctions multiformes au voisinage d’un point singulier, donc dans un disqueépoint́e.
Nous introduisons donc celles-ci au 3.1.2, dans l’esprit de Weierstrass (comme le fait Ahlfors dans [1]).

Nous ne manipulons ni fibrés, ni connexions : seulement des systèmes et deśequations sur des ouverts
deS. Enfin, l’équivalence entre systèmes locaux et représentations du groupe fondamental (qui est uneétape
cruciale, si triviale, dans la correspondance de Riemann-Hilbert) est montréeà la main, dans notre contexte
restreint, donc sans grandes géńeralit́es sur les faisceaux. Les seuls prérequis sont donc un peu d’analyse
complexe et d’alg̀ebre lińeaireélémentaire et quelques notions sur le groupe fondamental. On espère que le
savoir-faire artisanal ainsi acquis est une motivation pour investir dans des langages et outils plus puissants.

Pour des raisons pédagogiques, on commence par leséquations diff́erentielles ordinaires, suivies par les
q-diff érences : dans chaque cas, on explicite la correspondance de Riemann-Hilbert dans le cas singulier
régulier. L’outil le plus sophistiqúe est la famille des th́eor̀emes de factorisation de type Birkhoff- Grothen-
dieck. Pour leśequations auxq-diff érences, une rapide description du phénom̀ene deconfluencevers les
équations diff́erentielles áet́e pŕesent́ee. Cela permet de donner un sens très pŕecis auxq-analogiesqui sont
l’un des inter̂ets majeurs de la théorie.

Puis, sans ordonnancement préd́efini, des expośes par leśetudiants sur :

1. La preuve du th́eor̀eme de factorisation de Birkhoff,

2. un peu d’alg̀ebre non commutative et différentielle,

3. une introductioǹa la correspondance de Riemann-Hilbert pour leséquations aux diff́erences,

4. l’usage des fibŕes vectoriels holomorphes pour décrire les solutions d’équations auxq-diff érences et
aux différences.

Les th́eor̀emes d’origine ext́erieure sont́evoqúes avec une référence bibliographique précise et fiable.
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Quelques conventions et notations

Espaces

On noteC le corps des complexes etS= C∪{∞} la sph̀ere de Riemann. Le demi-plan de Poincaré est
H = {z∈ C / Im(z) > 0}.

Pour toutz0 ∈C etR> 0, on note
◦
D(z0,R) le disque ouvert de centrez0 et de rayonR, D(z0,R) le disque

fermé de centrez0 et de rayonRet ∂D(z0,R) le cercle de centrez0 et de rayonR.

De manìere ǵeńerale, pour toute partieA deS, on note
◦
A son int́erieur,A son adh́erence et∂A sa frontìere.

Fonctions

C[[z]] désigne l’anneau des séries formelles sur le corpsC des complexes. C’est un anneau intègre dont
le corps des fractions estC((z)) = C[[z]][z−1] (séries de Laurent formelles).

C{z} désigne l’anneau des séries entìeres,i.e. des śeries formelles dont le rayon de convergence est
strictement positif. L’anneau des séries entìeres est un anneau intègre dont le corps des fractions est le corps
C({z}) = C{z}[z−1] des śeries de Laurent convergentes.

Si Ω est un ouvert deS (ou d’une surface de Riemann quelconque),O(Ω) désigne laC-algèbre des
fonctions holomorphes surΩ ; si Ω est connexe, cette algèbre est int̀egre etM (Ω), son corps des fractions,
est le corps des fonctions méromorphes surΩ.

Typographie

Un commentaire sur l’usage (peut-être abusif) des “guillemets” et desitaliquespour souligner certains
mots ou expressions s’impose. Les modalités ainsi expriḿees sont les suivantes. L’usage des guillemets est,
je crois, canonique : expressions imagées, citations, prise de recul, encapsulation de membres de phrase ...
L’usage des italiques est réserv́e à l’emphase (mise en valeur d’un point important), aux expressions latines
et à l’introduction d’une terminologie officielle, ou classique, ou que nous désirons stabiliser.

Dette

Je d́edie avećemotion ce cours̀a la ḿemoire de Yannis Varouchas, professeurà l’Universit́e de Nancy,
qui nous a quitt́es il y a trois ans maintenant.

Yannis m’a aid́e à lire Rudin il y a bien longtemps,̀a uneépoque òu je comprenais encore moins
ce qu’est une fonction que maintenant. Mais surtout, Yannis aimaità ŕeṕeter (plus ŕecemment) que les
cours d’analyse de notréepoque ne contiennent pratiquement jamais de “vraies fonctions” : il y a parfois
l’exponentielle, mais, en ǵeńeral, seulementf etg ...
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Première partie

Equations différentielles

8



Chapitre 1

Prolongement analytique

Ce premier chapitre du cours se veut une introduction pédagogique aux id́ees de Riemann sur les fonc-
tions analytiques. Son contenu est très proche du chapitre 8 de [1], dont on recommande sans réserves la
lecture : cela signifie, comme on va le voir, que c’est plutôt le point de vue de Weierstrass qui aét́e adopt́e.

Les math́ematiciens du XIX̀eme sìecle ont observ́e de nombreux exemples de fonctions dont la définition
esta priori locale et dont les possibles prolongements analytiques présentent le ph́enom̀ene de ramification :
apparition de plusieurs branches. Riemann a inauguré un point de vue ǵeoḿetrique et topologique là des-
sus, d’abord̀a propos des fonctions algébriques, puis̀a propos deśequations diff́erentielles. Le ph́enom̀ene
observ́e est toujours le m̂eme. Il y a un certain domaineX ⊂C, plus ǵeńeralement,X ⊂ S (la sph̀ere de Rie-
mann) òu l’on peuta priori résoudre unéequation fonctionnelle (typiquement algébrique ou diff́erentielle,
avec pour coefficients des fonctions rationnelles).

On obtient tout d’abord une solution locale de ce problème. Une ḿethode standard est de la chercher
sous forme de śerie entìere. On a alorsl’unicit é de l’extension de cette solution aux ouverts connexes
de X : cela est d̂u au principe d’unicit́e du prolongement analytique (ou parfois plus simplementà des
consid́erations de continuité, comme dans le cas des fonctions algébriques). Bien ŝur, on ne peut espérer
aucune esp̀ece d’unicit́e si l’on se place sur des ouverts non connexes deX, car leurs composantes connexes
sont des ouverts deuxà deux disjoints sur lesquels les restrictions des fonctions recherchées sont totalement
indépendantes les unes des autres.

Pour obtenirl’existencede solutions sur un ouvert connexeU ⊂ X, on tente de recoller des solutions
locales, qui sont d́efinies sur de “petits” ouverts, par exemple des disques. En géńeral, cela marchera bien
si X est simplement connexe mais pas autrement : on obtient une fonctionmultiforme, qui a desbranches.
La solution de Riemann consiste alorsà remplacerX par ce que l’on appelle (depuis le XXème sìecle) un
revêtementX′ de X, sur lequel la fonction devient uniforme : les branches de la fonction multiforme de
départ correspondentà desfeuilletsde ce rev̂etement ; on dit aussi que chacune de ces branches “vit” sur un
tel feuillet.

Dans tout ce cours, les fonctions vivront sur des ouverts deSet nous ne passeronsjamaisà un rev̂etement.
L’aspect topologique du prolongement analytique et de la ramification sera vu entièrement̀a travers l’action
des classes d’homotopie de chemins sur le faisceau des solutions de notreéquation fonctionnelle, dont on
verra que c’est un système local, ainsi que de la représentation de monodromie qui lui est associée (ces
termes sont d́efinis plus loin). On reconnait là la d́efinition par Weierstrass deséléments analytiques, un
anĉetre de la th́eorie des faisceaux.

Cette d́emarchéevite d’introduire un lourd formalisme préliminaire : la dose ńecessaire de théorie des
faisceaux est hoḿeopathique, et nous supposons le lecteur familier avec le groupe fondamental, ici vu
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comme groupe de classes d’homotopie de lacets. L’étudiant ambitieux estévidemment encouragéà acqúerir
en parall̀ele les connaissances de topologie algébrique (rev̂etements et faisceaux) qui permettent d’élargir
le cadre du cours1.

Afin d’acqúerir un peu de feeling (et de savoir-faire artisanal)2 pour ces questions, on va traiter de
manìere concr̀ete et dans le d́etail trois exemples. Le premier et le troisième exemple introduisent de plus des
fonctions fondamentales dont nous aurons besoin par la suite (avec toutes leurs propriét́es de ramification).
Le deuxìeme exemple visèa appliquer le premier̀a l’étude d’une fonction alǵebrique, puisque nous n’en
verrons plus par la suite.

1.1 Les “caract̀eres” zα , α ∈ C

Notre but est ici de d́efinir une fonctionz 7→ zα raisonnable surC, lorsque l’exposantα lui-même est
complexe.

1.1.1 Cas d’un exposant rationnel

Si α ∈ Z, la d́efinition est compl̀etement triviale et fournit directement une fonction holomorphe sur
C ou C∗ selon le signe deα. Supposons doncα ∈ Q \Z. On l’écrit α = p

q , avecp∈ Z , q∈ N premiers
entre eux (doncq≥ 2). Mettons de ĉoté la d́efinition en 0, qui d́epend uniquement du signe dep. On sait
définir xp/q pourx∈ R∗

+ de manìereélémentaire, en invoquant la monotonie et la continuité des fonctions
puissances et la complétude deR. Le principe d’unicit́e du prolongement analytique (qui est en fait un co-
rollaire du th́eor̀eme des źeros isoĺes) entraine que l’extension recherchéeà un ouvert connexe quelconque
deC∗ devra v́erifier :

(
zp/q

)q
= zp.

Nousdéfinironsdonc la fonctionf (z) = zp/q surX = C∗ de manìere axiomatique par les conditions :{
( f (z))q = zp (équation fonctionnelle)

f (1) = 1 (condition initiale)

Ici, l’ équation fonctionnelle est uneéquation alǵebrique.

Exercice 1.1.1La condition initiale ponctuelle choisie garantità elle seule l’unicit́e d’une solutioncontinue
sur tout ouvert connexe deX contenant 1.
Indication : si f et g sont deux telles solutions, f/g est bien d́efini et à valeurs dans l’ensemble µq des
racines q-̀emes de l’unit́e, lequel est discret.

Exercice 1.1.2 Il n’y a aucunesolution continue surX tout entier.
Indication : la fonction t7→ f (e2ıπt) e−2ıπt p/q seraità valeurs dans µq ; la fonction f(e2ıπt) est1-périodique,
mais pas la fonction e2ıπt p/q.

On va cependant déterminerf localement, puis la prolonger.

1Le DEA (ou Mastere 2) de mathématiques pures 2004/2005à l’Universit́e Paul Sabatier comporte au premier semestre un module
“Corps de classes”. On espère que leśetudiants les plus imaginatifs verront l’analogie entre fonctions analytiques (dualité des points
de vue : groupe d’homotopie agissant sur des fonctions vivant sur une partie deSvsgroupe fondamental comme groupe des automor-
phismes d’un rev̂etement) et nombres algébriques (dualit́e des points de vue : groupe des classes d’idéauxvs groupe de Galois des
extensions ab́eliennes).

2Il me semble que ce savoir-faire s’acquiert idéalement lors d’une préparatioǹa l’agŕegation, ce qui est une très bonne raison pour
pousser leśetudiantsà en passer par là avant le DEA et la th̀ese. Malheureusement, la problématique du prolongement analytique
(aspects globaux) est rarement présent́ee aux agŕegatifs.
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Première méthode : via le th́eorème des fonctions implicites

Cette ḿethode se ǵeńeraliseà toutes les fonctions algébriques et nous serviràa nouveau en 1.2. Dans
le cas ǵeńeral, on consid̀ereP(z,w) ∈ C(z)[w], i.e. P est un polyn̂ome enw dont les coefficients sont des
fonctions rationnelles enz; on peut de plus supposer ce polynômew unitaire. L’égalit́eP(z,w) = 0 définit la
fonction implicitew(z) qui est, par d́efinition, une fonction alǵebrique dez. Plus pŕeciśement, on part d’un
couple(z0,w0) tel queP(z0,w0) = 0. Ce couple est dit singulier si de plus∂∂ wP(z0,w0) = 0. Les valeursz0

qui apparaissent ainsi sont les zéros du ŕesultant Resw(P, ∂
∂ wP), autrement dit du discriminant DiscwP, qui

est un polyn̂ome enz. Appelons lieu singulier et notonsΣ le lieu des źeros de DiscwP. Pour toutz0 6∈ Σ et
pour toutw0 tel queP(z0,w0) = 0, il existe, au voisinage de(z0,w0), une unique fonction holomorphew(z)
telle quew(z0) = w0 etP(z,w(z)) = 0 identiquement dans ce voisinage (théor̀eme des fonctions implicites).
Nous prenonsP(z,w) = wq−zp et trouvons (sauf erreur ...) DiscwP= qqzp(q−1), d’où Σ = {0}. La méthode
s’applique donc au voisinage de(z0,w0) = (1,1) : il existe bien, dans un voisinage assez petit de 1∈ C∗,
une fonction uniquezp/q.

Deuxième ḿethode : via le th́eorème d’inversion locale

Cette ḿethode nous serviràa nouveau pour d́efinir localement le logarithme en 1.3. L’application de
C dans lui m̂emew 7→ wq est surjective puisqueC est alǵebriquement clos. Sa dérivée estqwq−1 qui ne
s’annule qu’en 0. D’apr̀es le th́eor̀eme d’inversion locale, il existe donc, pour toutz0 ∈ C∗ et pour tout
ant́ećedentw0 dez0, une fonction ŕeciproque telle qui envoiez0 enw0. Prenant(z0,w0) = (1,1), on obtient
ainsi la fonctionz1/q ; il est alors facile de d́efinir F(z) = zp/q.

1.1.2 Cas d’un exposant quelconque

Il n’y a dans ce cas pas de géńeralisation naturelle des ḿethodes pŕećedentes. C’est l’occasion d’en
inaugurer une nouvelle.

Troisi ème ḿethode :étude locale et globale d’unéequation différentielle

C’est cette ḿethode que nous comptons géńeraliser et systématiser par la suite. On caractérise la fonc-
tion f (z) = zα axiomatiquement par les conditions :{

z f′(z) = α f (z) (équation fonctionnelle)

f (1) = 1 (condition initiale)

Cette fois, l’́equation fonctionnelle est uneéquation diff́erentielle. Elle est imposée par le principe d’unicité
du prolongement analytique : en effet, il est naturel de supposer quef est une extension de la fonction
g(x) = xα = eα logx définie surR∗

+ par voieélémentaire. Cette dernière v́erifie notreéquation diff́erentielle
xg′ = αg, autrement dit, on sait que la restriction dez f′−α f à R∗

+ est identiquement nulle ; la fonction
z f′−α f doit doncêtre nulle sur tout ouvert connexe qui rencontreR∗

+.

Exercice 1.1.3Si α 6∈ Z, l’ équation diff́erentielle n’admet aucune solution non triviale qui soit une série,
quelque soit l’espace de séries consid́eŕe :C{z}, C[[z]], C({z}) ouC((z)).
Indication : le v́erifier par identification des coefficients.

Exercice 1.1.4Si α 6∈ Z, l’ équation diff́erentielle n’admet aucune solution non triviale qui soit holomorphe
sur un disquéepoint́e de centre 0.
Indication : invoquer le th́eor̀eme des ŕesidus (utiliser la version donnée dans [1] ou [9] : celle de [44] est
trop faible).
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Puisque la condition initiale est donnée en 1, on va commencer par résoudre l’́equation diff́erentielle
par d́eveloppement en série entìere au voisinage de 1 ; on pose :

f (z) = ∑
n≥0

fn(z−1)n.

L’ équatiońequivaut alors̀a :
∀n≥ 0 , (n+1) fn+1 = (α−n) fn,

et la condition initiale dit quef0 = 1. On introduit la notation :(
α
n

)
=

α(α−1) · · ·(α−n+1)
n!

pour les coefficients binomiaux géńeraliśes. La relation de récurrence ci-dessus donne alors :

∀n≥ 0 , fn =
(

α
n

)
.

La śerie∑n≥0

(
α
n

)
(z−1)n est donc l’unique śerie formelle satisfaisant l’équation diff́erentielle avec condi-

tion initiale (on reconnait en elle lebinôme de Newton ǵeńeralisé) ; cette śerie a pour rayon de convergence 1

et d́efinit donc une fonction holomorphe sur
◦
D(1,1). Notons la, temporairement,fα(z). Il résulte d’ailleurs

du calcul pŕećedent que les solutions de l’équation diff́erentielle (sans la condition initiale) qui sont ho-
lomorphes au voisinage de 1, c’est-à-dire d́eveloppables en série entìere au voisinage de 1, forment un
C-espace vectoriel engendré par fα.C’est évidemment un cas particulier du théor̀eme de Cauchy sur les
solutions d’́equations diff́erentielles lińeaires.

On constate d’abord que, quelque soit l’ouvert connexeU de C∗, l’espace vectoriel des solutions de
notre équation diff́erentielle holomorphes surU est de dimensionau plus1 (c’est un cas particulier du
lemme du wronskienque l’on prouvera plus tard en toute géńeralit́e).

Exercice 1.1.5Le démontrer en remarquant que, sif 6= 0 etg sont solutions, alors(g/ f )′ = 0.

On peut en faitconstruiredes solutions au voisinage d’un pointz0 ∈ C∗ quelconque. On d́emontre
facilement que l’espace vectoriel de ces solutions est engendré par fα(z/z0), et que les solutions sont donc

holomorphes sur
◦
D(z0, |z0|).

Exercice 1.1.6Le démontrer par d́eveloppement en série entìere au voisinage dez0 (comme ci-dessus).

Exercice 1.1.7Le démontrer en remarquant que, pour touta∈C∗, la fonctiong(z) est solution de l’́equation
diff érentielle si et seulement si la fonctiong(az) l’est.

Extension aux disques voisins

Soit, plus ǵeńeralement,V ⊂
◦
D(z0, |z0|) un ouvert connexe non vide. D’après le principe d’unicit́e du

prolongement analytique, l’application qui,à g ∈ Sol(
◦
D(z0, |z0|)) associe sa restrictiong|V ∈ Sol(V) à V

est injective. Comme l’espace de départ est de dimension 1 et que l’espace d’arrivée est de dimension≤ 1,
c’est en fait un isomorphisme.Cette propríet́e est tr̀es importante et sera systématiśee plus loin.Pour l’ap-

pliquer au probl̀eme du prolongement analytique, on suppose que
◦
D(z0, |z0|)∩

◦
D(1,1) 6= /0. Celaéquivautà

z0 6∈ R− (faire un petit dessin). Notons temporairementD et D′ ces deux disques et soientSol(D), Sol(D′)
les espaces vectoriels de solutions holomorphes sur ces disques (qui sont donc de dimension 1). Les appli-
cations de restriction deSol(D) et deSol(D′) surSol(D∩D′) sont des isomorphismes. On obtient ainsi un
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isomorphisme bien d́efini deSol(D) surSol(D′).

En particulier, la fonctionfα introduite plus haut (l’uniquéelément deSol(
◦
D(1,1)) tel que f (1) = 1)

admet un unique prolongement analytiqueà
◦
D(z0, |z0|), qui est solution de l’́equation diff́erentielle. Les

solutions ainsi trouv́eesne sont pas toutes compatibles entre elles: si en effet elles l’́etaient, on pourrait les
recoller sur [

z0 6∈R−

◦
D(z0, |z0|) = C∗ (vérifier cettéegalit́e par un petit dessin).

Or, on sait d́ejà qu’il n’existe pas de solution définie surC∗.

Cependant, siz0 et z1 sont dans le demi-plan ouvert droit (leurs parties réelles sont> 0), l’intersection

triple
◦
D(z0, |z0|)∩

◦
D(z1, |z1|)∩

◦
D(1,1) est non-vide (petit dessin ...) et les solutions obtenues par prolonge-

ment analytique defα à
◦
D(z0, |z0|) et à

◦
D(z1, |z1|) sont compatibles entre elles. On peut donc prolongerfα

à : [
ℜ(z0)>0

◦
D(z0, |z0|) = C\R− (vérifier cettéegalit́e par un petit dessin),

d’où :

Proposition 1.1.8 Il existe une unique solution de l’équation différentielle avec condition initiale :{
z f′(z) = α f (z) (équation fonctionnelle)
f (1) = 1 (condition initiale)

holomorphe sur l’ouvert simplement connexe C \R− de C∗. Pour tout ouvert connexe U de C \R−, l’es-
pace Sol(U) des solutions est de dimension 1 et engendré par la restriction de cette solution à U . De plus,
l’application de restriction de Sol(C\R−) dans Sol(U) est alors un isomorphisme. �

Nous noteronszα cette solution : c’est ladétermination principalede la fonction puissance.

Corollaire 1.1.9 Pour |Im(w)|< π, on a :

(ew)α = ewα;

en particulier, ıα = eıπα/2 et (−ı)α = e−ıπα/2.

Preuve. - La fonctionw 7→ (ew)α e−wα est d́efinie et a une d́erivée nulle dans l’ouvert connexe considéŕe, et
elle vaut 1 en 0. Par ailleurs,ı = eıπ/2 et−ı = e−ıπ/2. �

Corollaire 1.1.10 On a les formules classiques : zαzβ = zα+β, z0 = 1, (zα)−1 = z−α. De plus, si α = p/q,
zα coı̈ncide avec la fonction déjà définie.

Preuve. - Chaque fois, les deux membres de l’égalit́e sont caractériśes par unéequation fonctionnelle et une
condition initiale qui garantissent l’unicité. �

Corollaire 1.1.11 L’équation différentielle z f′(z) = α f (z) admet une unique solution holomorphe sur l’ou-
vert simplement connexe C\R+ de C∗ et telle que−1 7→ 1. Pour tout ouvert connexe U de C\R+, l’espace
Sol(U) des solutions est de dimension 1 et engendré par la restriction de cette solution à U . De plus, l’ap-
plication de restriction de Sol(C\R+) dans Sol(U) est alors un isomorphisme.
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Preuve. - C’est, bien ŝur, la fonction(−z)α. �

Corollaire 1.1.12 La fonction zα

(−z)α est définie et localement constante sur l’ouvert H ∪ (−H ) de C ; elle
vaut eıπα sur H et e−ıπα sur −H .

Preuve. - Le domaine de d́efinition est(C\R−)∩ (C\R+) = C\R = H ∪ (−H ). La fonction y est holo-
morphe de d́erivée nulle, donc constante sur les composantes connexesH et−H ; les valeurs sont données
par le corollaire 1. �

Exercice 1.1.13Soit a ∈ C∗. Déterminer le lieu de d́efinition et d’holomorphie de la fonction(az)α

zα et la
calculer.
Indication : sa d́erivée est nulle.

Application : la promenade

On veut analyser l’effet du prolongement analytique le long du lacet basé en 1 :

γ :

{
[0;1]→ C∗

t 7→ e2ıkπt

(pour la d́efinition du prolongement analytique le long d’un chemin, voir [1], chap. 8, §1). Pour cela, on

introduit les disquesDk =
◦
D(γ(k/4),1), k = 0,1,2,3 et l’on noteVk = Sol(Dk) les espaces vectoriels de

solutions correspondants (ils sont donc de dimension 1).

Les ouverts connexesDk etDl ont une intersection non vide si et seulement sik et l sont conśecutifs mo-
dulo 4. On a alors des isomorphismes de restriction deVk et deVl avecSol(Dk∩Dl ), donc un isomorphisme
bien d́efini entreVk etVl . Cela nous fournit une chaine d’isomorphismes :

V0
∼→V1

∼→V2
∼→V3

∼→V0.

Leur compośe est un automorphisme bien défini deV0 : celui du prolongement analytique le long deγ.

Pour l’expliciter, on va consid́erer l’image de la base (constituée d’un seuĺelément)fα = zα
|D0

deV0 :

1. L’image defα dansV1 estzα
|D1

qui, d’apr̀es le corollaire 4 ci-dessus, estégaleàeıπα (−z)α
|D1

.

2. L’image de ce dernier dansV2 esteıπα (−z)α
|D2

.

3. L’image de ce dernier dansV3 est eıπα (−z)α
|D3

qui, d’apr̀es le corollaire 4 ci-dessus, estégaleà

e2ıπα zα
|D3

.

4. L’image de ce dernier dansV4 = V0 este2ıπα zα
|D0

= e2ıπα fα.

Cela ḿerite bien un

Théorème 1.1.14L’effet du prolongement analytique le long de γ est l’automorphisme f 7→ e2ıπα f de V0.
�

Remarquons que le choix des disques qui entourent le lacet image deγ n’a visiblement pas d’importance.
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1.1.3 L’action du groupe fondamental (̀a la lourdingue)

Soientx0,x1 des points deX = C∗ et soientV0,V1 les C-espaces vectoriels de solutions de l’équation
diff érentiellez f′ = α f au voisinage dex0,x1 (c’est-̀a-dire sur n’importe quels voisinages connexes assez
petits dex0,x1 dansC∗, par exemple des disques de rayons assez petits)3.

Pour tout cheminγ1 : [0;1] → X de x0 à x1, le prolongement analytique le long deγ1 (cf. loc. cit.)
réalise un isomorphisme deV0 dansV1. De plus, d’apr̀es leprincipe de monodromie([1], chap. 8, §1.6,
th. 2, p. 295), cet isomorphisme dépend seulement de la classe d’homotopie deγ1 (à points de base fixés).
Notonsγ1 ∈Π1(X;x0,x1) cette classe, etf .γ1 l’image d’unélément def ∈V0 dansV1 par ce prolongement
analytique.

Exercice 1.1.15Prendrex0 = 1, x1 = −1 et les chemins dex0 à x1 définis part 7→ e±ıπt , et appliquer les
consid́erations ci-dessus.
Indication : c’est m̂ach́e dans la promenade.

Soient maintenantx2 ∈ X, V2 le C-espace vectoriel des solutions dez f′ = α f au voisinage dex2 et γ2

un chemin dansX dex1 à x2. Si l’on prolongef ∈V0 eng = f .γ1 ∈V1 puis ce dernier enh = g.γ2 ∈V2, il
est clair que l’on obtient le m̂eme ŕesultat que si l’on avait prolongé f le long du chemin composéγ1.γ2. On
a donc la formule (voirloc. cit.) :

( f .γ1).γ2 = f .(γ1.γ2).

On vérifie aussi que les chemins triviaux (constants, ou homotopesà des chemins constants) agissent tri-
vialement. On dit (si l’on veut) que le groupoı̈de d’homotopie agit̀a droite sur le système local des solutions.

Prenons maintenantx0 = x1 = x2. Il résulte de toute cet abstract nonsense que le groupe fondamental
π1(X,x0) opère lińeairement̀a droite surV0 : le fait que l’oṕeration est̀a droite est impośe par l’́ecriture
γ1.γ2 pour le compośe de deux chemins4. En tout cas, l’existence de cette opérationà droite signifie que
l’on a unantihomomorphisme de groupes :

π1(X,x0)→ AutC(V0),

ou encore un morphisme de groupes :

π1(X,x0)◦→ AutC(V0),

partant cette fois dugroupe oppośeau groupe fondamental.

Exercice 1.1.16Démontrer que tout groupeG est isomorphèa son oppośe et que l’on peut donc obtenir
une oṕerationà gauche et un morphisme normal.
Indication : remplacerx∈G parx−1.

La repŕesentation lińeaire deπ1(X,x0)◦ dansV0 ainsi obtenue est la représentation de monodromie. On
verra plus loin en quoi elle d́epend du choix du point basex0.

Prenons maintenantx0 = 1. Le groupe d’homotopieπ1(X,x0) est monog̀ene infini et la classe du lacet
déjà étudíe γ0(t) = e2ıπt en est un ǵeńerateur. Plus préciśement, tout lacetγ baśe en 1 est homotopèa γn

0, où
n est l’indice deγ en 0 (le nombre de tours qu’il fait autour de 0). Iciγn

0 désigne la puissancen-ème deγ0

au sens de la composition des chemins5. Mais par ailleurs, il s’agit ici de lacets̀a valeurs dans le groupe
topologiqueC∗ et, dans ce cas, ce composé itéŕe est homotope au lacett 7→ (γ0(t))n (voir [17], chap. V, §5),

3Chaque telle solution est considéŕee sur un tel voisinage, sans qu’il soit besoin de fixer celui-ci : on considère en fait le germe. On
en verra plus tard la d́efinition.

4Par exemple, [11] donne l’écriture oppośee pour la loi de composition dansπ1(X,x0), mais nous nous en abstiendrons.
5La composition des chemins n’est pas associative : elle ne l’est qu’à homotopie pr̀es. On ne peut donc pas vraiment définir les

puissances dont on parle ici, mais leursclasses d’homotopiesont bien d́efinies

15



c’est-̀a-dire au lacett 7→ e2ıπnt.

En tout cas, la représentation de monodromie est tout entière “cod́ee” par l’image du ǵeńerateurγ0

de π1(X,x0), qui n’est autre que l’automorphismef 7→ e2ıπα deV0. Modulo l’identification canonique de
AutC(V0) avecC∗, cet automorphisme s’identifièae2ıπα ∈ C∗.

Exercice 1.1.17Donner une condition ńecessaire et suffisante surα pour quezα soit uniforme surC∗,
autrement dit, pour qu’elle y admette un prolongement analytique.
Indication : il faut et il suffit que la repŕesentation de monodromie agisse trivialement sur cetélément ; cela
conduità une condition surα.

Exercice 1.1.18Donner une condition ńecessaire et suffisante surα pour quezα n’ait qu’un nombre fini de
transforḿees par l’action de monodromie. Vérifier que cela se produit si et seulement sizα est une fonction
algébrique. On pourra utilement comparer celaà [42] età [1], chap. 8, §2 ; voir aussi [27].

Posons, pour tout ouvertU deX :

Sol(U) = { f ∈ O(U) / z f′ = α f}.

On obtient ainsi unfaisceau deC-espaces vectoriels sur l’espace topologique X. Essentiellement (une
définition pŕecise sera donnée plus loin), cela signifie que l’on peut restreindre unélément deSol(U) en
un élément deSol(V) lorsqueV ⊂ U , et que, si(Ui)i∈I est un recouvrement deU , toit f ∈ Sol(U) est
détermińe par ses restrictions auxUi , auxquelles on demande seulement d’être compatibles deux̀a deux sur
lesUi ∩U j : on dit qu’une section deSolsurU s’obtient par recollement̀a partir de ses restrictions.

Par ailleurs, le faisceauSolest localement constant ; on dit aussi que c’est un système local deC-espaces
vectoriels. Cela signifie que l’espace topologiqueX est recouvert par des ouvertsU tels que la restriction du
faisceauSol àU est un faisceau constant. Il y a une définition ǵeńerale de cette notion, mais, dans notre cas,
on peut la formuler de la manièreéquivalente suivante : siW⊂V sont deux ouverts connexes non vides de
U , la restrictionSol(V)→ Sol(W) est un isomorphisme.

Exercice 1.1.19Démontrer soigneusement queSolest bien un système local.
Indication : on prendra pour recouvrement d’ouverts deC∗ celui forḿe deC\R− et deC\R+.

Exercice 1.1.20Vérifier que, pour tout ouvert simplement connexeU , la restriction du faisceauSol àU est
un faisceau constant (au sens qui aét́e donńe ci-dessus). V́erifier également que l’on obtient un tel ouvert
en oṕerant une coupure de 0̀a ∞ dansC : on choisit un chemin simpleγ de 0à ∞ dansS, et l’on pose
U = S\ image(γ).

1.1.4 Solutions au voisinage de∞ ∈ S

Pourétudier unéequation diff́erentielle au voisinage de∞ ∈ S, on change de carte : on se restreintà
l’ouvert C∞ = S\{0} deS, sur lequel on utilise la cartew = 1/z.

Pratiquement, le plus simple est de poserw= 1/zetg(w) = f (z) = f (1/w), d’où w2g′(w) =− f ′(1/w).
L’ équation diff́erentiellez f′(z) = α f (z) équivaut donc̀a l’équation diff́erentiellewg′(w) =−αg(w) (calcul
facile). Cette dernière est ŕegulìere en tout pointw 6= 0, c’est-̀a-dire surC∗ ⊂ C∞ : c’est compatible avec
l’ étude qui pŕec̀ede !

La mêmeétude montre que, siα 6∈ Z, il n’y a pas de solution uniforme surC∗. Le lacet fondamental
w = e2ıπt induit l’automorphisme de monodromie de rapporte−2ıπα. Mais c’est bien normal, parce qu’il
s’agit en fait du lacetγ−1

0 ! La topologie deS imposait que la singularité en 0 soit compensée en∞.
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1.2 Un exemple de fonction alǵebrique :
√

z+
√

1−z

Première méthode : via le th́eorème des fonctions implicites

Elle s’appliquerait̀a l’identique (avec toutefois des calculs plus compliqués)à toute fonction de la forme
zα +(1−z)β, avecα,β ∈Q.

Exercice 1.2.1Le polyn̂ome minimal de
√

z+
√

1−z sur C(z) estP(w,z) = w4− 2w2 + (4z2− 4z+ 1).
Son discriminant est (sauf erreur) 46(z−z2)2(1−2z)2.

Les singularit́es surC, c’est-̀a-dire les points òu l’on ne peut pas appliquer le théor̀eme des fonctions
implicites, sont 0, 1 et 1/2.

Exercice 1.2.2Vérifier que∞ ∈ S estégalement une singularité.

A priori, on devrait donc prendreX = C\{0,1,1/2}. En fait, il découle de l’́etude pŕećedente que 1/2
est unesingularit́e apparente, qui n’a pas d’effet sur la monodromie : le prolongement analytique le long
d’un petit lacet autour de 1/2 ne modifie ni

√
z ni

√
1−z.

Le groupe fondamentalπ1(X,x0) est librement engendré par trois ǵeńerateurs. Prenons, par exemple,
x0 = ı. On introduit trois lacetsγ0, γ1/2 et γ1 de basex0, chaqueγa ayant pour indice 1 par rapportà a et
0 par rapport aux deux autres singularités (par exemple, on peut prendreγa rectiligne jusque tout près de
a, puis parcourant un petit cercle de centrea une fois dans le sens direct, puis revenant le long du segment
de d́epart). Alorsπ1(X,x0) admet pour ǵeńerateursγ0, γ1/2 et γ1 et ceux-ci ne satisfont aucune relation non
triviale.

La fonction
√

z+
√

1−z est bien d́efinie sur
◦
D(1/2,1/2) (on pourra calculer une série entìere qui y

converge) et admet quatre images distinctes par prolongement analytique : les fonctions±√z±
√

1−z. Le
groupeπ1(X,x0) opèreà droite sur cet ensemble, maisγ1/2 est dans le noyau de cette action. C’est donc
le groupe quotient deπ1(X,x0) par le sous-groupe distingué engendŕe parγ1/2 qui op̀ere vraiment ; il est
isomorphèa π1(C \ {0,1},x0) et librement engendré par les classes d’homotopie des deux lacetsγ0 et γ1.
On vérifie sans peine que les actions deγ0 et γ1 sont involutives, non triviales et commutent : le groupe de
monodromie est donc isomorpheàZ/2Z×Z/2Z.

Exercice 1.2.3Décrire la surface de Riemann de cette fonction.
Indication : se ŕef́erer à [1], chap. 8,§2 ou bienà [27], chap. 4.

Deuxième ḿethode :étude locale et globale d’unéequation différentielle

On peut, pour le m̂eme prix,étudier plus ǵeńeralement la fonctionf (z) = zα +(1−z)β, avecα,β ∈ C.
Sous cette forme, elle est bien définie pourz,1−z∈ C\R−, soitz∈ C\ (]−∞,0[∪]1;+∞[).

Exercice 1.2.4En donner un d́eveloppement en série entìere au voisinage de 1/2. Pŕevoira priori le rayon
de convergence de celui-ci.

Comme toutes les dérivées de la fonctionzα (resp. de la fonction(1−z)β) appartiennent auC(z)-espace
vectoriel de dimension 1 de basezα (resp. de base(1−z)β), toutes les d́erivées def appartiennent auC(z)-
espace vectoriel de dimension 2 de base(zα,(1−z)β), et l’on saita priori que f est solution d’unéequation
diff érentielle d’ordre 2̀a coefficients rationnels.
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Exercice 1.2.5Déterminer cettéequation et ses singularités.
Indication : éliminer zα et (1−z)β du syst̀eme de relations :

f (z) = zα +(1−z)β

f ′(z) =
α
z

zα− β
1−z

(1−z)β

f ′′(z) =
α−α2

z2 zα +
β−β2

(1−z)2 (1−z)β.

On peut trouver sans calcul l’action de monodromie (et donc tous les prolongements analytiques def ).
Les seules singularités dansC de notreéquation diff́erentielle sont 0 et 1. On peut donc ici choisir comme
point-basex0 = 1/2. Le groupeπ1(C \ {0,1},x0) et librement engendré par les classes d’homotopie des
deux lacetsγ0 et γ1 (attention ! ce ne sont pas les mêmes qu’auparavant) définis par les formules :

γ0(t) =
1
2

e2ıπt

γ1(t) = 1− 1
2

e2ıπt .

Soit D =
◦
D(1/2,1/2). SurD, les deux fonctionsfα = zα

|D et gβ = (1−z)β
|D sont d́efinies et holomorphes et

forment une base deSol(D). De plus, il d́ecoule de l’́etude faite en 1.1 que les prolongements analytiques
sont donńes par les formules suivantes :

fα.γ0 = e2ıπα fα

fα.γ1 = fα

gβ.γ0 = gβ

gβ.γ1 = e2ıπβgβ

Finalement, on d́ecrit la repŕesentation de monodromie deπ1(C\{0,1},x0)◦ dansSol(D) en exprimant les
images des ǵeńerateursγ0 et γ1 de π1(C \ {0,1},x0) = Zγ0 ∗ Zγ1 dansAutC(Sol(D)) via leurs matrices
dans la base( fα,gβ) : on a donc un anti-homomorphisme deπ1(C\{0,1},x0) dansGL2(C) défini par :

γ0 7→
(

e2ıπα 0
0 1

)
γ1 7→

(
1 0
0 e2ıπβ

)
.

Exercice 1.2.6En d́eduire la structure du groupe de monodromie.
Indication : c’est le produit de deux groupes monogènes ou cycliques (selon la rationnalité des exposants).

Exercice 1.2.7Montrer que la repŕesentation de monodromie est ici somme directe de deux représentations
de dimension 1.

1.3 Génèse d’un h́eros : le logarithme

Le point de d́epart est la fonction exponentielle,z 7→ ez (voir le prologue de [44] pour l’essentiel sur
cette fonction). La fonction exponentielle deC dansC∗ est surjective et non injective ; on ne peut donc lui
trouver de ŕeciproque (la formuleg(ew) = w conduit imḿediatement̀a une contradiction si on l’applique
à w+ 2ıπ), mais on peut espérer lui trouver une section : en fait, la surjectivité entraine l’existence d’une
applicationf : C∗→ C telle que∀w∈C∗ , ef (w) = w.
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Exercice 1.3.1 Il n’y a aucune section continue surC∗.
Indication : si l’on supposait ef (w) = w, on aurait f(ez)− z constant par connexité deC et discŕetude de
2ıπZ.

On va donc reprendre la démarche : d́efinition locale, puis prolongement analytique.

Première méthode : via le th́eorème d’inversion locale

On obtient ainsi, sur tout disque assez petit deC∗, une fonction logarithme entièrement d́etermińee par
l’image du centre du disque (qui doit, bien sûr, être un ant́ećedent de ce centre par la fonction exponentielle).

Deuxième ḿethode : par intégration

L’ égalit́eef (w) = w entraine facilement quef ′ = 1/w. On pose donc logz=
R z

1 dt/t. Mais, pour calculer
cette int́egrale, il faut choisir un chemin de 1̀a z dansC∗. Le th́eor̀eme des ŕesidus de Cauchy garantit
que l’intégrale d́epend seulement de la classe d’homotopie (dansC∗ et à points base fix́es) de ce chemin.
D’autre part, si l’on prend deux chemins non homotopes, ils définissent un lacetγ baśe en 1 dansC∗ et la
diff érence des deux intégrales ainsi calculées vaut (toujours d’après le th́eor̀eme des ŕesidus) : 2ıπ Ind0(γ).

Troisi ème ḿethode : par résolution d’uneéquation différentielle

L’ équationz f′(z) = 1 satisfaite par le logarithme entrainez f′′ + f ′ = 0 qui a l’avantage d’̂etre ho-
mog̀ene : ses solutions holomorphes sur un ouvertU ∈ C∗ forment donc un espace vectorielSol(U).

Exercice 1.3.2ExpliciterSol(C∗).

On d́efinira le logarithme comme la solutionf de cettéequation diff́erentielle soumise aux conditions
initiales : f (1) = 0, f ′(1) = 1.

Au voisinage de 1, ońecrit f comme śerie entìere :

f (z) = ∑
n≥0

fn(z−1)n.

L’ équation diff́erentielle se traduit par la relation :

∀n≥ 0 , (n+2) fn+2 +(n+1) fn+1 = 0,

qui est une relation de récurrencèa deux pas. LeC-espace vectoriel des séries formelles solution est donc
de dimension 2, et l’applicationf 7→ ( f0, f1) = ( f (1), f ′(1)) est un isomorphisme avecC2. On produit une
base comme suit :

1. Avec ( f0, f1) = (1,0), on obtient f0 = 1 et∀n ∈ N∗ , fn = 0, soit f (z) = 1 (rayon de convergence
infini).

2. Avec ( f0, f1) = (0,1), on obtient f0 = 0 et ∀n ∈ N∗ , fn = (−1)n−1/n, soit une śerie de rayon de
convergence 1 qui est le développement bien connu de log(1+(z−1)).

Finalement, toutes les solutions formelles sont convergentes et l’on a un isomorphismef 7→ ( f (1), f ′(1))

deSol(
◦
D(1,1)) avecC2 ; la solution∑n≥1(−1)n−1(z−1)n/n est celle qui satisfait aux conditions initiales

que nous avons imposées.

On remarque quef (z) est solution de l’́equation diff́erentielle si et seulement sif (z/z0) l’est, ce qui

permet d’́etendre le ŕesultat̀a tous les disques
◦
D(z0, |z0|). Comme pour les caractères, on prouve l’existence

d’un unique prolongement analytique de∑n≥1(−1)n−1(z−1)n/n à l’ouvert simplement connexeC \R− :
on le note log(z), c’est ladétermination principale du logarithme.

19



Exercice 1.3.3Pour|Im(w)|< π, log(ew) = w. En particulier, log(±ı) =±ıπ/2.

Exercice 1.3.4SurC\R−, on azα = eα logz.

Exercice 1.3.5Soita∈ C∗. Etudier log(az)− log(z).

Pour ŕesumer, Les espacesSol(C \R−) et Sol(C \R+) ont respectivement pour bases(1, log(z)) et
(1, log(−z)) ; et, pour tout ouvert connexe non videU inclus dansC\R− (resp. dansC\R+), la restriction
de(1, log(z)) (resp. de(1, log(−z))) est une base deSol(U).

Exercice 1.3.6Prouver cette toute dernière affirmation.
Indication : c’est une famille libre parce que l’application de restriction est injective (unicité du prolonge-
ment analytique). Le point délicat est quedimC Sol(U)≤ 2 : c’et un cas particulier du lemme du wronskien
qui sera d́emontŕe en 2.1.3. Ici, on peut choisir une famille libre( f ,g) de Sol(U) (par exemple, la restriction
de la base(1, logz), prendre une solution quelconque h∈ O(U) de l’équation diff́erentielle zh′′ + h′ = 0,
résoudre le système : {

u f +vg= h

u f ′+vg′ = h′
,

et chercher enfiǹa montrer que les fonctions u,v sont constantes.

1.3.1 L’action du groupe fondamental

On reprend les notations :Dk =
◦
D(e2kıπ/4,1), Vk = Sol(Dk) (pourk = 0,1,2,3). Comme pŕećedemment,

il y a des isomorphismes canoniques restriction-prolongement entre les espaces associés à deux disques
conśecutifs. On consid̀ere particulìerement deux isomorphismes ; ce sont les composés :Φ+ : V0→V1→V2

et Φ− : V0 →V3 →V2, de sorte que l’automorphisme de monodromie associé au lacetγ(t) = e2ıπt agit sur
V0 commeΦ = (Φ−)−1 ◦Φ+ ∈ AutC(V0). Pour d́ecrireΦ+, Φ− et Φ, on va utiliser la base(1, log(z)) de
V0 et la base(1, log(−z)) deV2 (on devrait plut̂ot écrire log|D0

, etc ..., mais l’́ecriture simplifíee ne cŕee pas
d’ambiguit́e).

SoientM+ et M− les matrices respectives deΦ+ et deΦ− relativement̀a ces bases : autrement dit,Φ+
envoie(1, log(z)) sur(1, log(−z))M+ etΦ− envoie(1, log(z)) sur(1, log(−z))M−. Si l’on fait la promenade
deD0 versD2 en passant par le demi-plan supérieurH , (1, log(z)) est se prolonge donc en(1, log(−z))M+.
Si l’on fait la promenade deD2 versD0 par le demi-plan inf́erieur−H , (1, log(−z))M− se prolonge en
(1, log(z)), donc, par lińearit́e du prolongement analytique,(1, log(−z)) se prolonge en(1, log(z))M−1

− ,
donc, toujours par lińearit́e, (1, log(−z))M+ se prolonge en(1, log(z))M−1

− M+. Ainsi, Φ est l’automor-
phisme qui envoie la base(1, log(z)) deV0 sur la base(1, log(z))M−1

− M+, autrement dit, la matrice deΦ
dans cette base estM = M−1

− M+.

Pour d́eterminerM+ et M−, il faut comparer les deux bases(1, log(z)) et (1, log(−z)) de Sol(H ), et
de m̂eme pourSol(−H ). Pour cela, les valeurs prises en un point (par exemple±ı) ne suffisent plus car
une solution de l’́equation diff́erentielle n’est pas d́etermińee par une condition initiale unique ; il faut les
conditions initiales complètes : valeurs de la fonction et de sa dérivée. Onécrit donc :

(1, logz)(ı) = (1, log(−z))(ı) M+

(1, logz)′(ı) = (1, log(−z))′(ı) M+,

ce qui nous donne (en utilisant les valeurs de log(±ı) calcuĺees en exercice) :

M+ =
(

1 ıπ
0 1

)
.
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De même :

(1, logz)(−ı) = (1, log(−z))(−ı) M−

(1, logz)′(−ı) = (1, log(−z))′(−ı) M−,

ce qui nous donne :

M− =
(

1 −ıπ
0 1

)
.

La matrice deΦ dans la base(1, logz) est donc :

M =
(

1 2ıπ
0 1

)
.

Exercice 1.3.7Décrire compl̀etement l’action du groupe fondamental.

Exercice 1.3.8Retrouver l’action du groupe fondamental surzα.
Indication : la relation zα = eα logz est pŕeserv́ee par prolongement analytique.

1.3.2 Ecriture sous forme de syst̀eme

Si l’on poseX =
(

f
f ′

)
, on constate quez f′′+ f ′ = 0 équivaut au système :

X′ =
(

0 1
0 −1/z

)
X.

En fait, pour bien des systèmes qui nous intéressent (ceux qui sont fuchsiens en 0, voir chap. 2), il est plus

commode d’introduire l’oṕerateur d’Eulerδ = z d/dz. On pose donc plutôt X =
(

f
δ f

)
. Notre équation

diff érentielle devientδ2 f = 0, qui donne lieu au système :

δX = AX , où A =
(

0 1
0 0

)
.

Exercice 1.3.9Montrer que, pour les fonctions holomorphes6, les deux́equations sont bieńequivalentes.

Le théor̀eme de Cauchy (pour les systèmes lińeaires) garantit que, pour toutz0∈C∗, il existe une unique
solution fondamentale matricielleX telle queX (z0) = I2. Toute solution (vectorielle) au voisinage dez0

s’écrit alorsX
(

a
b

)
aveca,b∈ C.

On prouve l’existence deX au voisinage dez0 = 1 par d́eveloppement en série entìere. Onécrit :

X (z) = I2 +(z−1)X1 + · · · , les Xk ∈M2(C).

Le syst̀eme donne :
∀k≥ 0 , (k+1)Xk+1 +kXk = AXk,

ce qui donne :

∀k≥ 0 , Xk =
1
k!

A(A− I2) · · ·(A− (k−1)I2),

6En fait, le passage deδ2 f = 0 à z f′′+ f ′ = 0 comporte une division parz, qui ne pose pas de prolème dans l’anneau intègre des
fonctions holomorphes sur un ouvert connexe. Mais, pour des solutionsdistributions, on n’obtiendrait pas du tout le m̂eme espace de
solutions : voir par exemple [36].
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que l’on pourrait́ecrireX (z) = zA ! Plus prosaiquement, du fait queA2 = 0, on tire :

∀k≥ 1 , Xk =
(−1)k−1

k
A,

d’où :

X (z) = I2 + log(z)A =
(

1 log(z)
0 1

)
.

Une base de solutions vectorielles est donc formée des colonnes deX (z), c’est-̀a-dire

(
1
0

)
et

(
log(z)

1

)
:

ce sont les

(
f

δ f

)
, où f parcourt la base(1, log(z)) deV0.

Exercice 1.3.10Montrer que l’effet de la monodromie sur la base( f ,g) mentionńee est d́ecrit par la m̂eme
matrice que son effet sur la famille(δ f ,δg) : multiplicationà droite parM. Montrer que c’est aussi l’effet
surX (z).

1.3.3 Solution en∞ ∈ S

On sait d’avance, par voie topologique, qu’il ne peut y avoir de solution définie au voisinage de∞ ∈ S.
En effet, la seule singularité serait alors 0 et le groupe de monodromie serait un quotient du groupe fonda-
mental deC∞ (baśe en un point quelconque), lequel est trivial. On aurait donc un logarithme uniforme sur
C∞ sonc aussi surC∗, ce qui n’est point.

Pour étudier l’́equation diff́erentielle en∞ ∈ S, on se place dans la cartew = 1/z. Pratiquement, on
écrit la fonction f sous la formef (z) = g(w) = g(1/z). L’ équationz f′′+ f ′ = 0 équivaut (calcul facile)̀a
wg′′+g′ = 0. Une base de solutions dans un disque qui approche l’infini (par exemple le disque|w−1|< 1)
est donc(1, logw). En fait, log(w) = log(1/z) = − logz+ constante (la constante dépend de l’endroit òu
l’on se place) et le ŕesultatétait pŕevisible.

Exercice 1.3.11Etudier l’action de monodromie surS.

Exercice 1.3.12Comparer les oṕerateurs d’Eulerz d/dzetw d/dw.

Deux exercices plus substantiels

1.3.4 Equation d’ordre 1 sur S

PuisqueM (S) = C(z), l’ équation a la formef ′ = a f , avec òu f ∈C(z). Quelle est la forme de l’équation
en∞ ? Quelles sont ses singularités surS?

Dans le cas sṕecial òu a(z) = α(z−z0)k, écrire l’équation en∞. Vérifier que, sik 6=−1, il y a une seule
singularit́e surS (c’estz0 ou∞) et que le groupe de monodromie est alors trivial. Dans le cas où k =−1, on
a un p̂ole simple enz0 et un p̂ole simple en∞ et la monodromie est celle d’un caractère.

Dans le cas ǵeńeral, d́ecomposer la fraction rationnellea(z) enélément simples et montrer que les sin-
gularit́es qui contribuent̀a la monodromie sont les pôlesà ŕesidu non entier.
Indication : si a= b+c, on trouve les solutions sous la forme f= gh, òu g′ = bg et h′ = ch.

On sait que le groupe fondamental deS\Σ (avecΣ une partie finie deS) est engendré par les classes de
lacets autour de chaque point deΣ, avec pour seule relation : le produit de ces lacets est l’élément neutre ;
dit autrement, le lacet autour de∞ est l’inverse du produit des autres. Cela se reflète dans la représentation
ci-dessus gr̂ace au th́eor̀eme classique que la somme des résidus d’une forme diff́erentielle ḿeromorphe sur
une surface de Riemann compacte (iciS) est nulle.
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1.3.5 Polylogarithmes

Il s’agit des fonctions :

lnk(z) =
∞

∑
n=1

zn

nk ,

où k ∈ N∗. Pourk = 1, on reconnait− log(1− z), dont le comportement se déduit de ce qui pŕec̀ede. Le
but de cet exercice est d’étudier le cas ǵeńeral. A d́efaut d’id́ee brillante (ce n’est pas facile !), on pourra
consulter avec profit [10], [35] ou [23].
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Chapitre 2

Equations et syst̀emes diff́erentiels

2.1 Le faisceau des solutions d’unéequation ou d’un syst̀eme

2.1.1 Faisceaux de C-espaces vectoriels

Pour le formalisme ǵeńeral des faisceaux (dont nous n’avons d’ailleurs pas besoin), consulter [18].

Définition 2.1.1 Un faisceauF de C-espaces vectoriels sur un espace topologiqueX est constitúe des
donńees et des conditions suivantes :

– Pour tout ouvertU deX, F (U) est unC-espace vectoriel.
– Si V ⊂ U sont deux ouverts deX, on se donne un morphisme d’espaces vectorielsρU

V : F (U) →
F (V) ; ces morphismes sont appelésmorphismes de restriction. On note souvent, pour abréger,f|V =
ρU

V ( f ).
– Les morphismes de restrictions sont compatibles : quelque soitU , ρU

U est l’identit́e deF (U) et, si
W ⊂V ⊂U sont trois ouverts deX, on aρV

W ◦ρU
V = ρU

W.
– On a une propriét́e d’existence et d’unicité du recollement d’éléments locaux compatibles. Formelle-

ment, elle s’exprime comme suit : soit(Ui)i∈I un recouvrement ouvert deU ⊂ X. Soit

( fi)i∈I ∈∏
i∈I

F (Ui)

une famille compatible, c’est-à-dire telle que :

∀i, j ∈ I , ρUi
Ui∩U j

( fi) = ρU j
Ui∩U j

( f j).

Alors, il existe un uniquef ∈ F (U) qui est un recollement desfi , autrement dit, tel que :

∀i ∈ I , ρU
Ui

( f ) = fi .

On remarquera que cette condition a un sens, en ce que, si l’on part def ∈ F (U), la famille de ses
restrictionsfi = ρU

Ui
( f ) est bien compatible : cela découle de l’axiome préćedent sur les faisceaux.

Un sous-faisceauF ′ deF est alors un faisceauF ′ de vectoriels tel que chaqueF ′(U) est un sous-espace
vectoriel deF (U) et que les morphismes de restriction deF ′ sont induits par les morphismes de restriction
deF .

On d́efinit de façon analogue la structure moins riche de faisceau d’ensembles (lesF (U) sont des
ensembles et lesρU

V des applications) ; la structure plus riche de faisceau deC-algèbres (lesF (U) sont des
C-algèbres et lesρU

V des morphismes deC-algèbres) ; etc ... De m̂eme, sitruc est une structure, on définit
un sous-faisceau detrucs : chaqueF ′(U) est un sous-truc deF (U) et les morphismes de restriction sont
compatibles.
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Exercice 2.1.2SoitX un espace topologique quelconque. On noteCX(U) la C-algèbre des fonctions conti-
nues sur l’ouvertU de X à valeurs dansC (par exemple) et, pourf ∈ CX(U), ρU

V ( f ) la restriction de la
fonction f à l’ouvertV ⊂U . Montrer que l’on obtient ainsi un faisceau deC-algèbres.

Exercice 2.1.3Soit Ω une surface de Riemann, par exemple un ouvert deS ou deC. On noteOΩ(U) la
C-algèbre des fonctions holomorphes sur l’ouvertU deΩ. Pour f ∈ OΩ(U), on noteρU

V ( f ) la restriction de
la fonction f à l’ouvertV ⊂U . Montrer que l’on obtient ainsi un faisceau deC-algèbres.

Exercice 2.1.4On prendΩ comme ci-dessus. SoitF un faisceau quelconque surΩ et soient(Ui) les
composantes connexes de l’ouvertU deΩ. Vérifier qu’elles sont ouvertes et que lesρU

Ui
induisent un iso-

morphisme deF (U) avec le produit desF (Ui).

Faisceaux de solutions

Les deux exemples fondamentaux pour nous sont donnés par les solutions d’équations et de systèmes
diff érentiels.

Exemple 2.1.5Soit Ω un ouvert deS et soienta1, . . . ,an des fonctions holomorphes surΩ. Typiquement,
les ai seront des fonctions ḿeromorphes surS (c’est-̀a-dire, en fait, des fonctions rationnelles, puisque
M (S) = C(z)) et l’on prendra pourΩ leur domaine de d́efinition commun :Ω = S\ { pôles desai}. On
consid̀ere l’équation diff́erentielle :

(Ea) f (n) +a1 f (n−1) + · · ·+an f = 0.

Pour tout ouvertU deΩ, on noteFa(U) le C-espace vectoriel des solutions de(Ea) surU . En prenant pour
ρU

V ( f ) la restriction de la fonctionf à l’ouvertV ⊂U , on obtient un sous-faisceau deC-espaces vectoriels
du faisceauOΩ. Attention : ce n’est pas un sous-faisceau deC-algèbres !

Exemple 2.1.6SoitΩ un ouvert deSet soitA(z)∈Mn(O(Ω)) une matrice carrée de fonctions holomorphes
surΩ. Typiquement, les coefficientsai, j deA seront des fonctions ḿeromorphes surS (donc des fonctions
rationnelles) et l’on prendra pourΩ leur domaine de d́efinition commun :Ω = S\ { pôles desai, j}. On
consid̀ere le syst̀eme diff́erentiel :

(SA) X′ = AX.

Pour tout ouvertU deΩ, on noteFA(U) le C-espace vectoriel des solutions vectorielles de(EA) surU . En
prenant pourρU

V (X) la restriction de la fonction vectorielleX à l’ouvertV ⊂U , on obtient un sous-faisceau
deC-espaces vectoriels du faisceauOn

Ω.

Bien que le syst̀eme(SA) concerne des solutionsX vectorielles, la relationX ′ = AX garde un sens pour
toute matricèa n lignes : elle signifie simplement que chaque colonne deX est une solution de(SA). Dans
ce cas, quelque soit le vecteur colonneC ∈ Cn, la fonction vectorielleX = XC est encore une solution de
(SA). Nous serons spécialement int́eresśes par des solutions matriciellesX carŕees (donc des fonctions̀a
valeurs dansMn(C)).

Exercice 2.1.7Démontrer soigneusement queFa etFA sont bien des faisceaux d’espaces vectoriels surΩ.
Indication : prendre son temps.

Le lien entre les faisceauxFa et FA (vectorisation des solutions d’équations) sera explicité plus loin.
Pour leséquations comme pour les systèmes, le th́eor̀eme fondamental, d̂u à Cauchy, dit que, pour tous
les ouverts connexes non videsU “assez petits” (cette expression sera préciśee en 2.2), les espacesFa(U)
(resp.FA(U)) sont tous de dimensionn et que les morphismes de restriction entre ces espaces sont des
isomorphismes. L’exercice qui suit donne la moitié facile de cette dernière propríet́e.
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Exercice 2.1.8On prend pourF l’un des faisceauxOΩ, Fa, FA définis ci-dessus. Montrer que, siU est un
ouvert connexe deΩ et siV est un ouvert non vide deU , le morphismeρU

V (X) est injectif.
Indication : c’est le principe d’unicit́e du prolongement analytique.

Exercice 2.1.9Reprendre la question préćedente pour le faisceauCX.

2.1.2 Deśequations aux syst̀emes

On sait, depuis le DEUG, vectoriser une solutionf de l’équation(Ea) pour obtenir une solution vecto-
rielle X du syst̀emeSA ; on pose pour cela :

Xf =


f
f ′

...
f (n−1)

 ,

et l’on vérifie sans peine quef est solution de l’́equation(Ea) si et seulement siXf est solution du système
SA de matrice :

A = Aa =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
−an −an−1 −an−2 . . . −a1

 .

Proposition 2.1.10 Pour tout ouvert U de Ω, l’application f 7→ Xf définit un isomorphisme Fa(U) →
FA(U).

Preuve. - Le fait que l’application est bien définie, lińeaire et injective est́evident. SiX est une solution, il
découle de la forme m̂eme de la matriceAa qu’elle est de la formeXf et quef est solution de l’́equation.�

Proposition 2.1.11 Les faisceaux Fa et FA sont isomorphes.

Preuve. - Cela signifie simplement que les isomorphismes ci-dessus commutent aux morphismes de res-
triction, ce qui est clair. �

Consid́erons maintenant la question réciproque : la ŕesolution d’un syst̀eme(SA) peut-elle se ramenerà
celle d’uneéquationEa ?

Exemple 2.1.12On part d’un syst̀eme de rang 2 ǵeńerique :(
f
g

)′
=
(

a b
c d

)(
f
g

)
,

ce quiéquivaut au système d’́equations : {
f ′ = a f +bg

g′ = c f +dg
.

Supposons, par exemple,b 6= 0. Onécrit alorsg = f ′−a f
b , soit encore :(

f
g

)
=
(

1 0
−a/b 1/b

)(
f
f ′

)
,

et le syst̀emeéquivaut (sauf erreur)̀a l’équationf ′′+(−d−a−b′/b) f ′+(ab′/b−a′−bc+ad) f = 0. Ainsi
les solutions deSA sont de la formeFXf où F est explicite et òu f est solution d’unéequation d’ordre 2.
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Pour formaliser la transformation ci-dessus, nous introduisons la notion detransformation de jauge
X 7→ FX qui transforme les solutions d’un système(SA) en celles d’un système(SB). Il faut noter que
les calculs ont pu faire apparaitre des pôles suppĺementaires (ici, les źeros deb), d’où la ńecessit́e d’une
définition qui englobe les transformationsà coefficients ḿeromorphes.

Définition 2.1.13 Si F ∈ GLn(M (Ω)) (resp.F ∈ GLn(O(Ω))) est une matrice inversible de fonctions
méromorphes (resp. holomorphes), et siA est la matrice d’un système, on noteB= F [A] la matriceF ′F−1+
FAF−1. La matriceF est appeĺeetransformation de jaugeet les syst̀emes(SA) et(SB) sont dits ḿeromorphiquement
(resp. holomorphiquement)équivalents.

On montrera plus loin (2.2.3) qu’en fait tout système est́equivalentà un syst̀eme provenant d’une
équation.

Exercice 2.1.14Vérifier queF [A] = B est la matrice du système dontY = FX est solution lorsqueX est
solution deSA. De plus, siF est une transformation de jauge holomorphe surΩ, les applicationsX 7→ FX
définissent un isomorphisme des faisceauxFA et FB.

Des ŕeciproques de ces assertions serontégalement donńees en 2.2.3.

Exercice 2.1.15Vérifier que l’on obtient ainsi une opérationà gauche du groupe des transformations de
jauge sur le groupe des matrices, autrement dit :In[A] = A etF [G[A]] = (FG)[A].

Remarque 2.1.16Si le syst̀emeSA admet pour solution matricielle une matrice inversible de fonctions
X , on voit queX [0] = A : si l’on autorisait des transformations de jauges quelconques (au lieu de les
vouloir méromorphes), il ŕesulterait du th́eor̀eme de Cauchy (prouvé en 2.2.2) que tous les systèmes seraient
essentiellement́equivalents.

2.1.3 Le lemme du wronskien

Nous allons prouver la moitié facile de la partie du th́eor̀eme de Cauchy qui concerne les dimensions,
à savoir lamajorationde la dimension de l’espace des solutions sur un ouvert connexe. En fait, une fois
admis le fait quef ′ = 0⇒ f constante, c’est une propriét́e purement alǵebrique et elle sera prouvée dans
cet esprit en exposé (voir 8.5) ; alors que l’́egalit́e est un th́eor̀eme d’existence (il y a “assez” de solutions)
de nature analytique, que nous prouverons dans ce chapitre, en 2.2.

Proposition 2.1.17 Soit U un ouvert connexe de Ω. Alors dimC Fa(U)≤ n.

Preuve. - Nous noterons, pourN ∈ N∗ et f1, . . . , fN ∈ OΩ(U) :

WN( f1, . . . , fN) =


f1 . . . f j . . . fN
. . . . . . . . . . . . . . .

f (i)
1 . . . f (i)

j . . . f (i)
N

. . . . . . . . . . . . . . .

f (N−1)
1 . . . f (N−1)

j . . . f (N−1)
N

 ,

la matrice wronskienneet wN( f1, . . . , fN) = detWN( f1, . . . , fN) le déterminant wronskien(ou wronskien
tout court) desf j . Il est clair que, sif0, . . . , fn ∈ Fa(U), la dernìere ligne de la matrice wronskienne
Wn+1( f0, . . . , fn) est combinaison lińeaire des pŕećedentes (̀a coefficients lesai). La proposition d́ecoule
alors du lemme ci-dessous. �

Lemme 2.1.18 (du wronskien). Soient f1, . . . , fN des fonctions holomorphes sur l’ouvert connexe U . Alors
wN( f1, . . . , fN) = 0 si et seulement si les fi sont liés sur C.
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Preuve. - Toute relation lińeaire non trivialeλ1 f1 + · · ·+λN fN = 0 à coefficients constants :λ1, . . . ,λN ∈ C
entraine une relation similaire entre les dérivéesi-èmes :∀i ≥ 0 , λ1 f (i)

1 + · · ·+λN f (i)
N = 0 ; les colonnes de

la matrice wronskienneWN( f1, . . . , fN) sont alors líees et le wronskien est nul.

Supposons doncwN( f1, . . . , fN) = 0. Soitk le plus grand entier tel qu’il existef j1, . . . , f jk de wronskien
non nul :wk( f j1, . . . , f jk) 6= 0. On peut supposerk≥ 1, carw1( f ) = f (et si l’un desf j est nul, ils sont trivia-
lement líes surC). Quitteà ŕeindexer lesf j (ce qui ne fait que changer les signes des déterminants), on sup-
posera donc que le sous-wronskienwk( f1, . . . , fk) n’est pas identiquement nul et quewk+1( f1, . . . , fk, f j) = 0
pour tout j > k ; cette dernìereégalit́e est d’ailleurśegalement vraie si 1≤ j ≤ k car elle concerne alors un
déterminant ayant deux colonnes identiques.

La relationwk+1( f1, . . . , fk, f ) = 0 estéquivalentèa uneéquation diff́erentielle d’ordrek :

f (k) +a1 f (k−1) + · · ·+ak f = 0.

On le voit en d́eveloppant le d́eterminant par rapport̀a la dernìere colonne, puis en divisant par le coeffi-
cient def (k), qui estwk( f1, . . . , fk) (lesai sont donc des fonctions ḿeromorphes). En reprenant les notations
ant́erieures, on a doncX′

f = AaXf pour toute telle fonctionf . Cela vaut en particulier pour toutes les fonc-
tions f1, . . . , fN. La matrice X dont les colonnes sont lesXf j 1 ≤ j ≤ k vérifie donc la m̂me relation :
X ′ = AaX ; mais cette matrice n’est autre que la matrice wronskienneWk( f1, . . . , fk), laquelle est inversible
par hypoth̀ese. Posons, pour simplifier les notations,X = Xf , W = Wk( f1, . . . , fk) et A = Aa. On a donc
X′ = AX, W′ = AW et X = WC pour un certain vecteur colonne de fonctions méromorphes. On en tire
WC′ = (WC)′−W′C = X′−W′C = AX−AWC= 0, d’où C ∈ Cn et l’on a d́emontŕe que toute fonction
f ∈ { f1, . . . , fN} est combinaison lińeaireà coefficients constants def1, . . . , fk. �

Corollaire 2.1.19 Avec les notations du lemme, ( f1, . . . , fk) est une base de VectC( f1, . . . , fN). Avec les
notations de la proposition, toute famille maximale de wronskien non nul dans Fa(U) en est une base. �

Exercice 2.1.20Prouver l’analogue de la proposition pour les systèmes.

Exercice 2.1.21A quelle condition le wronskien s’annule-t’il dans le cas de fonctions de classeCn−1 sur
un intervalle deR ?
Indication : regarder [8], chapitre IV,§2, exercice 9.

2.2 Le théorème de Cauchy

2.2.1 Solutions fondamentales

Dans les d́efinitions et leśenonćes qui suivent, les conventions sont celles des exemples 2.1.5 et 2.1.6.
De plus, on ne considère que des ouverts connexesU ⊂Ω.

Définition 2.2.1 On appellebase fondamentale de solutionsde l’équation(Ea) sur un ouvert connexeU ⊂
Ω une familleC-libre ( f1, . . . , fn) ∈ OΩ(U)n de solutions holomorphes surU de(Ea).

Il découle du lemme du wronskien qu’une familleC-libre de solutions ne peut comporter plus den
éléments et qu’une base de solutions fondamentales,si elle existe, est une base duC-espace vectorielFa(U).

Exercice 2.2.2Soit( f1, . . . , fn)∈OΩ(U)n une famille de solutions de(Ea) et soitw le wronskien de celles-
ci. Vérifier quew′ =−a1w et en d́eduire que, soitw est identiquement nul, soit il ne s’annule pas.
Indication : on peut (par exemple) poser f(t) = w(γ(t)), où γ est un chemin continument différentiable d’un
point z0 ∈U où w s’annuleà un point z∈U quelconque. On montre alors que :

w(z) = w(z0) e−
R 1
0 a′1(γ(t))γ′(t) dt.
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Proposition 2.2.3 Soit ( f1, . . . , fn) ∈ OΩ(U)n une famille de solutions de (Ea) sur l’ouvert connexe U . Les
conditions suivantes sont équivalentes :
(i) C’est une base de solutions fondamentales.
(ii) L’évaluation en un point de U de la matrice wronskienne de ( f1, . . . , fn) est une base de Cn.
(iii) L’évaluation en tout point de U de la matrice wronskienne de ( f1, . . . , fn) est une base de Cn.

Preuve. - C’est une conśequence facile de l’exercice préćedent. �

Définition 2.2.4 On appellesolution (matricielle) fondamentaledu syst̀eme(SA) sur un ouvert connexe
U ⊂ Ω une matrice inversibleX ∈ GLn(OΩ(U)) de fonctions holomorphes surU qui est de plus solution
(matricielle) de(SA).

S’il existe une solution (matricielle) fondamentaleX , toute solution vectorielleX ∈OΩ(U)n peut s’́ecrire
X = XC avecC ∈ OΩ(U)n. Mais les relationsX′ = AX et X ′ = AX entrainentC′ = C, d’o‘u C ∈ Cn. Au-
trement dit, les colonnes deX forment alors une base deFA(U), et C 7→ XC réalise un isomorphisme
Cn → FA(U).

Exercice 2.2.5Soit X ∈ Mn(OΩ(U)) une solution matricielle de(SA) et soitw son d́eterminant. V́erifier
quew′ = Tr(A)w et en d́eduire que, soitw est identiquement nul, soit il ne s’annule pas.

Proposition 2.2.6 Soit X ∈Mn(OΩ(U)) une solution matricielle de (SA) sur l’ouvert connexe U . Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :
(i) C’est une solution fondamentale.
(ii) Son évaluation en un point de U est un élément de GLn(C).
(iii) Son évaluation en tout point de U est un élément de GLn(C).

Preuve. - C’est une conśequence facile de l’exercice préćedent. �

2.2.2 Le th́eorème de Cauchy

Le théor̀eme qui suit est un cas particulier du théor̀eme complet de Cauchy, qui embrasse le cas des
équations diff́erentielles non lińeaires ; pour une version géńerale, voir (par exemple) lesthéor̀emes d’exis-
tencedans [12].

Théorème 2.2.7(Cauchy).
(i) Tout z0 ∈Ω admet un voisinage ouvert connexe U ⊂Ω sur lequel il existe une solution fondamentale X
telle que X (z0) = In. En particulier, les applications{

FA(U)→ Cn

X 7→ X(z0)
et

{
Cn → FA(U)
C 7→ XC

sont alors des isomorphismes réciproques l’un de l’autre.
(ii) Tout z0 ∈ Ω admet un voisinage ouvert connexe U ⊂ Ω sur lequel il existe une base fondamentale
( f1, . . . , fn) dont la matrice wronskienne évaluée en z0 est la matrice identité : W( f1, . . . , fn)(z0) = In. En
particulier, les applications{

Fa(U)→ Cn

f 7→ ( f (z0), f ′(z0), . . . , f (n−1)(z0))
et

{
Cn → Fa(U)
(λ1, . . . ,λn) 7→ ∑n

i=1 λi fi

sont alors des isomorphismes réciproques l’un de l’autre.

Preuve. - La deuxìeme assertion estévidemment une conséquence de la première, dont le seul point sub-
stantiel est l’existence d’une solution matricielle holomorphe enz0 telle queX (z0) = In ; on peut ensuite
prendre pourU un disque centré enz0 sur lequel detX ne s’annule pas. Cette existence estétablie dans le
lemme qui suit. �
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Lemme 2.2.8 Il existe une unique solution matricielle formelle de (SA) :

X (z) = ∑
k≥0

Xk(z−z0)k (où les Xk ∈Mn(C))

telle que X0 = In. Le rayon de convergence de cette série est > 0.

Preuve. - Onécrit d’abord :

A(z) = ∑
k≥0

Ak(z−z0)k (série entìereà coefficients matriciels).

Le syst̀eme(SA) équivaut alors̀a :

∀k≥ 0 , (k+1)Xk+1 = A0Xk + · · ·+AkX0.

On d́efinit donc lesXk par ŕecurrence :{
X0 = In
∀k≥ 0 , Xk+1 = 1

k+1 (A0Xk + · · ·+AkX0) .

Celaétablit l’existence et l’unicit́e d’une solution formelle. Pour prouver la convergence, on va majorer la
taille des coefficients. On choisit donc surMn(C) une norme subordonnéeà une norme deCn. PuisqueA
est holomorphe surΩ, la śerie∑k≥0Ak(z−z0)k a un rayon de convergence> 0. Il existe doncC,R> 0 tels
que∀k≥ 0 , ||Ak||< CR−k. On peut de plus choisirR (assez petit) tel queCR< 1. On a donc :

∀k≥ 0 , ||Xk+1|| ≤
1

k+1 ∑
i+ j=k

||Xi ||CR− j ,

et l’on voit (facilement) par ŕecurrence que∀k≥ 0 , ||Xk||< R−k. �

Exercice 2.2.9Démontrera posteriori (c’est-̀a-dire apr̀es avoir lu ce chapitre du cours) que le rayon de
convergence deX est au moinśegalà celui deA. Peut-ilêtre strictement plus grand ?

Exercice 2.2.10Démontrer directement le théor̀eme de Cauchy pour uneéquation d’ordren (cela a pour
but d’inspirer du respect pour lacommodit́ede l’écriture matricielle).

2.2.3 Le lemme du vecteur cyclique

Avant de l’aborder, on va profiter de l’existence de solutions fondamentales pour justifier un peu mieux
la notion de transformation de jauge.

Proposition 2.2.11 Soient (SA) et (SB) deux systèmes sur Ω. Alors tout isomorphisme entre les faisceaux
FA et FB est de la forme X 7→ FX, où F est une transformation de jauge holomorphe de A dans B.

Preuve. - Commençons par nous restreindreà un ouvert connexeU sur lequel les deux faisceaux sont
constants, ce qui revientà dire que les systèmes(SA) et (SB) y admettent des solutions fondamentales
respectivesXU et YU . On a donc :

FA(U) = XU Cn

FB(U) = YU Cn.

Un isomorphismeCn→Cn est de la formeC 7→MC, avecM ∈GLn(C) ; un isomorphismeFA(U)→FB(U)
est donc de la formeXUC 7→ YUMC, c’est-̀a-dire de la formeX 7→ FUX, où FU = YUM(XU )−1. La relation
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FU XU = YUM entraine, par d́erivation (et multiplicatioǹa droite par(XU )−1) queFU [A] = B.

Les isomorphismesFA(V)→ FB(V) où V est un ouvert connexe non vide deU sont ńecessairement de
la même forme, avec une transformation de jaugeFV qui est la restriction deFU à V : cela, parce que les
restrictions deFA et FB àU sont des faisceaux constants. En particulier, siU ′ est un autre ouvert connexe
sur lequel les deux faisceaux sont constants, les restrictions deFU et FU ′ àU ∩U ′ cöıncident. Par recolle-
ment, on obtient leF désiŕe. �

On va maintenant́etablir un cas particulier du lemme vecteur cyclique qui sera démontŕe de manìere
purement alǵebrique en exposé (voir 8.5). En substance, ce résultat remontèa Birkhoff.

Théorème 2.2.12Tout système à coefficients méromorphes sur l’ouvert connexe Ω y est méromorphiquement
équivalent au système obtenu en vectorisant une équation.

Preuve. - On écrit F ′ + FA = BF, où B est de la formeAa (les ai étant inconnus). SoientF0, . . . ,Fn−1 les
lignes deF . La relation ci-dessus dit queFi+1 = F ′

i +FiA pouri = 0, . . . ,n−2, plus une autre relation (four-
nie par l’́egalit́e des dernìeres lignes) qui est de toutes façons conséquence de la condition que le déterminant
deF0, . . . ,Fn−1 n’est pas nul. Le calcul un peu mystérieux qui va suivre est motivé par le fait que la relation
de ŕecurrence ci-dessus estéquivalentèa la relation(FiX )′ = Fi+1X si X est une solution fondamentale de
SA, c’est-̀a-dire une matrice inversible de fonctions telle queX ′ = AX . Grâce au th́eor̀eme de Cauchy, on
choisit donc une telle solution fondamentale telle queX (z0) = In où z0 ∈Ω est un point ŕegulier deA. Soit
Y = X−1 : on voit queY (z0) = In et queY ′ =−Y A.

On note maintenantΓ =(1,z−z0, . . . ,(z−z0)n−1/(n−1)!). PosonsF0 = la troncature deΓY (mod (z−
z0)n) et, pouri = 0, . . . ,n−2,Fi+1 = F ′

i +FiA. On v́erifie par ŕecurrence queFk≡ Γ(k)Y (mod (z−z0)n−k) ;
en particulier, pourk= 0, . . . ,n−1,Fk(z0) est le(k+1)-ème vecteur de la base canonique deCn. La matrice
F està coefficients dans laC[z]-algèbre engendrée par les coefficients deA et de ses d́erivées et, en tout cas,
méromorphe ; par ailleursF(z0) = In, elle est donc inversible. �

En ŕealit́e, le lemme du vecteur cyclique est de nature purement algébrique et ne d́epend pas du th́eor̀eme
de Cauchy. Nous le retrouverons sous une forme plus géńerale dans l’expośe correspondant (voir 8.5) , mais
en voici une approchèa la main.

Exercice 2.2.13Si l’on poseX0 = In etXi+1 = AXi−X′
i , la matriceX = ∑k≤0Xk(z−z0)k/k! est une solution

fondamentale formelle. De m̂eme, on peut poserY0 = In, Yi+1 = Y′i +YiA et Y = ∑k≤0Yk(−1)k(z−z0)k/k!.
En d́eduire une nouvelle d́efinition possible deF0.

2.3 Conśequences formelles du th́eorème de Cauchy

2.3.1 Le syst̀eme local des solutions

Nous allons donner des définitions des notions de faisceau constant et localement constant adaptéesà
notre contexte. Pour les “vraies” définitions (́equivalentes aux notres dans le cas particulier traité ici), voir,
par exemple [11] ou [45].

Définition 2.3.1 (syst̀eme local).
(i) Le faisceauG sur l’espace connexeU est dit constant si, quelque soit l’ouvert connexe non videV ⊂U ,
le morphisme de restrictionG(U)→ G(V) est un isomorphisme.
(ii) Le faisceauF sur l’espaceX est dit localement constant siX peut être recouvert par des ouverts
connexesU tels que les faisceaux restrictionsF|U 1 sont constants.
(iii) Un syst̀eme local surX est un faisceau localement constant deC-espaces vectoriels.

1Naturellement, on appelle restrictionF|U du faisceauF à l’ouvertU deX le faisceau surU qui, à l’ouvertV ⊂U , associeF (V).
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Corollaire 2.3.2 (du théorème de Cauchy). Les faisceaux Fa et FA sont des systèmes locaux.

Preuve. - NotonsF indiff éremment le faisceauFa et le faisceauFA. SoitU un ouvert connexe tel qu’en
fournit le th́eor̀eme de Cauchy et soitV ⊂ un ouvert connexe non videU . On savait d́ejà depuis 2.1 que le
morphisme de restriction est injectif et que dimC F (V) ≤ n ; le théor̀eme de Cauchy nous assure de plus
que dimC F (U) = n, ce qui suffit pour conclure. �

On va maintenant se donner les moyens de parler de solutions sur un voisinage “assez petit” dez0 mais
sanŝetre obliǵe de pŕeciser ce voisinage.

Définition 2.3.3 (sections et germes de sections). SoitF un faisceau sur un espaceX. Un germe de section
deF enz0∈X est une classe d’équivalence de couples( f ,U), oùU est un voisinage ouvert dez0, f ∈F (U)
une section du faisceauF surU et òu deux tels couples( f1,U1) et ( f2,U2) sont d́eclaŕeséquivalents s’il
existe un voisinage ouvertV ⊂U1∩U2 dez0 tel queρU1

V ( f1) = ρU2
V ( f2). On noteFz0 l’ensemble (leC-espace

vectoriel, laC-algèbre, le truc ...) des germes enz0.

Il y a doncégalement des morphismes de restriction naturelsF (U)→ Fz0 (U voisinage ouvert dez0).

Exemple 2.3.4Les germes enz0 ∈ Ω du faisceauOΩ des fonctions holomorphes sur (les ouverts de)Ω
forment laC-algèbreOΩ,z0 = C{z−z0} des śeries entìeres enz−z0.

Exercice 2.3.5 (i) Soit F l’un quelconque des faisceauxOΩ, Fa etFA ; alors les morphismes de restriction
F (U)→ Fz0 (U voisinage ouvertconnexedez0) sont injectifs.
(ii) Le morphisme de restrictionOΩ(U)→ OΩ,z0 n’est jamais surjectif.
(iii) Discuter l’injectivité et la surjectivit́e du morphisme de restrictionCΩ(U)→ CΩ,z0.

Exercice 2.3.6Soit F un syst̀eme local surX. Alors l’application deX dansN∪{∞} qui, àz∈ X, associe
dimC Fz est localement constante ; en particulier, elle est constante sur chaque composante connexe.

Si le faisceauF est localement constant, les morphismes de restrictionF (U) → Fz0 (où U est un
voisinage ouvert connexeassez petitdez0) sont de plus surjectifs. “Assez petit” signifie ici : inclus dans un
ouvert sur lequel la restriction deF est un faisceau constant.

Corollaire 2.3.7 (du théorème de Cauchy). Quelque soit z0 ∈ Ω, les espaces vectoriels Fa,z0 et FA,z0 sont
de dimension n et les morphismes “conditions initiales en z0” du théorème de Cauchy induisent des isomor-
phismes de ces espaces sur Cn. �

2.3.2 La représentation de monodromie

Soit F un syst̀eme local surΩ et soit γ un chemin dansΩ d’origine z0 et d’extŕemit́e z1. Le “pro-
longement analytique” le long deγ permet de d́efinir un isomorphisme deFz0 sur Fz1. Comme pour le
prolongement analytique usuel, la procédure est la suivante :

1. Pour toutt ∈ [0;1], on choisit un voisinage ouvert connexeVt assez petit deγ(t). Le segment[0;1]
étant compact et connexe, on peut supposer qu’il y a des tempst0 = 0 < t1 < · · ·< tN−1 < tN = 1 tels
que lesVti recouvrent le chemin imageγ([0;1]) et que, pour 0≤ i ≤ N−1,Vti rencontreVti+1.

2. F étant un syst̀eme local, les morphismes de restriction fournissent des isomorphismesF(ti →
F (Vti+1) et leur compośe fournit un isomorphisme deFz0 sur Fz1. Si l’on remplace le recouvre-
ment desVti par un raffinement, on ne change pas le résultat, et l’on peut en déduire que le ŕesultat ne
dépend pas du choix desVti .

32



En fait, l’isomorphisme ainsi d́efini ne d́epend que de la classe d’homotopie (dansΩ, à extŕemit́es fix́ees)
de γ. De plus, dans le cas d’un système local, les isomorphismes ainsi définis sont des isomorphismes de
C-espaces vectoriels.

Principe de monodromie.On définit ainsi des applications :

Π1(Ω;z0,z1)→ IsomC(Fz0,Fz1).

Ces applications sont compatibles à la composition des chemins et des isomorphismes et la classe du che-
min constant z0 a pour image l’identité de Fz0.

La preuve dans le cas géńeral d’un syst̀eme local est entièrement analoguèa la preuve dans le cas
classique du v́eritable prolongement analytique (de fonctions) telle qu’elle est donnée dans [1] ; le forma-
lisme plus ǵeńeral est dans [11]. On peut résumer l’́enonće ci-dessus en terme d’opération du groupöıde
fondamental, mais nous nous en tiendronsà une formulation plus classique.

Proposition 2.3.8 On obtient ainsi un antihomomorphisme de π1(Ω;z0) dans AutC(Fz0). De manière équivalente :
le groupe π1(Ω;z0) opère linéairement à droite sur Fz0. �

Remarque 2.3.9De manìere encoréequivalente : on a une représentation lińeaire du groupeoppośeπ1(Ω;z0)◦

dansFz0. Réciproquement, on peut prouver en toute géńeralit́e que toute telle représentation provient d’un
syst̀eme local, voir [11] et surtout [45]. Nous montrerons dans le cas où Ω = S\ { ensemble fini} qu’elle
provient d’un syst̀eme diff́erentiel lińeaire, donćegalement d’un système local.

Les exercices qui suivent doiventêtre regard́es comme des résultats fondamentaux, dont la preuve est
laisśee au lecteur consciencieux.

Exercice 2.3.10Démontrer que leśeléments deFz0 qui sont fix́es par l’action du groupe fondamental
sont exactement les germes de sections uniformes, c’est-à-dire qui sont la restriction d’une section globale
f ∈ F (Ω).

Exercice 2.3.11Démontrer que, pour tout voisinage ouvert simplement connexeU deΩ, le morphisme de
restrictionF (U)→ Fz0 est un isomorphisme.

On peut donc caractériser les germes de solutions uniformes (c’est-à-dire qui admettent un prolon-
gement analytiquèa Ω tout entier) comme ceux qui sont invariants par l’action de monodromie. Il faut
comparer cet́enonće à celui qui dit que leśeléments qui sont fix́es par l’action d’un groupe de Galois
sont leséléments du corps de base. Dans le cas des fonctions algébriques, il s’agit d’ailleurs d’un peu plus
que d’une analogie : le corps des fonctions multiformes est alors une extension galoisienne du corps des
fonctions uniformes et son groupe de Galois est exactement le groupe de monodromie.

Choix non canoniques

Lorsque l’on parle de “la” représentation de monodromie attachéeà un syst̀eme localF sur Ω, on a
implicitement choisi un point-basez0 ∈Ω. Si z1 est un autre point deΩ, et siγ est un chemin dez0 à z1, la
conjugaison parγ définit un isomorphisme des groupes fondamentaux :

φ :

{
π1(Ω,z0)→ π1(Ω,z1)
λ 7→ γ−1.λ.γ

.

Cet isomorphisme n’est pas canonique : il dépend de la classe d’homotopie deγ ; plus pŕeciśement, soitγ′ un
autre chemin dez0 àz1, qui d́efinit de m̂emeφ′ : π1(Ω,z0)→ π1(Ω,z1). On en d́eduit des lacetsλ0 = γ′.γ−1

baśe enz0 et λ1 = γ′−1.γ baśe enz1 et l’on voit que les automorphismesφ′−1 ◦ φ de π1(Ω,z0) et φ′ ◦ φ−1

deπ1(Ω,z1) sont des automorphismes intérieurs induits par les classes deλ0 et λ1 (i.e. λ 7→ λ0.λ.λ0
−1

et

λ 7→ λ1.λ.λ1
−1

respectivement).
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Exercice 2.3.12Ecrire les formules exactes.

Par ailleurs, le cheminγ induit aussi un isomorphisme de prolongement analytiqueψ : Fz0 →Fz1. Notant
M0 : π1(Ω,z0)→ AutC(Fz0) et M1 : π1(Ω,z1)→ AutC(Fz1) les antihomomorphismes de monodromie, on a
la relation de conjugaison entre les représentations :

∀λ ∈ π1(Ω,z0) , ψ◦M0(λ)◦ψ−1 = M1(φ(λ)).

Pour le v́erifier, prendref ∈ Fz0 et écrire l’égalit́e des prolongements analytiques :

( f .λ).γ = ( f .γ).(γ−1.λ.γ).

En fait, seule la classe d’homotopie deγ−1.λ.γ est bien d́efinie, mais l’́egalit́e ci-dessus est non ambigue.

Un autre choix intervient lorsque l’on veut donner une forme matricielleà la repŕesentation de mo-
nodromie : il faut tout d’abord chosir une base deFz0. L’antihomomorphismeM0 donne alors lieùa un
morphisme de groupes deπ1(Ω,z0)◦ dansGLn(C) (en supposant2 Fz0 de dimension finien). Naturelle-
ment, ce morphisme dépend du choix de la base.

Exercice 2.3.13Un peu d’alg̀ebre lińeaire ! SoitV un C-espace vectoriel de dimensionn et soientB, B ′

deux bases deV. La matrice de passage deB à B ′ est la matriceP ∈ GLn(C) telle queBP = B ′. Si φ ∈
AutC(V), les matrices deφ relativement aux basesB etB ′ sont respectivement les matricesM,M′ ∈GLn(C)
telles queφ(B) = BM et φ(B ′) = B ′M′. On a doncM′ = P−1MP.

La repŕesentation de monodromie sous forme matricielleM0,B : π1(Ω,z0)◦ → GLn(C) associèa λ ∈
π1(Ω,z0) la matrice deM0(λ) relativement̀a la baseB. On a donc :

M0,B ′ = Int(P)−1◦M0,B ,

où l’on a not́e Int(P) l’automorphisme int́erieurM 7→ PMP−1 deGLn(C).

2.3.3 Culture : Corps de classes et surfaces de Riemann

On se contentera d’une suggestion de lecture : les commentaires de Hilbert sur son 12ème probl̀eme,
par exemple dans [24], t.1, p. 19.

2En fait, la d́efinition usuelle des systèmes locaux suppose que lesfibresFz0 sont de dimension finie.
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Chapitre 3

Etude locale des singularit́es

Le but de la premìere partie du cours (chapitres 1à 4) est l’́etudeglobaledeséquations diff́erentielles
linéaires sur la sph̀ere de Riemann. Nous avons mené au chapitre 2 l’́etudelocaleau voisinage des points
réguliers, puis nous en avons tiré des conśequences globales. Dans ce chapitre, nous mènerons l’́etude
locale au voisinage d’un certain type de points singuliers, dont nous tirerons au chapitre 4 des conséquences
globales.

3.1 Outils pour l’ étude locale

3.1.1 Changements d’́ecriture de l’ équation différentielle

De même que l’on peut parler d’applications linéaires ou diff́erentiables ind́ependamment d’un choix
de base ou de coordonnées, de m̂eme, il est possible de développer un formalisme intrinsèque (surfaces
de Riemann, fibŕes, connexions) dans lequel l’écriture de l’́equation diff́erentielle ne d́epend ni de la coor-
donńee locale ni de la d́erivation de base choisies ; voir [45], ou bien [2], [11] ou [52]. Faute d’avoir investi
dans de telles ǵeńeralit́es (ce n’est pas un regret), nous nous contenterons de quelques recettes de calcul.

Changement d’origine

On peut ramener l’étude en un point quelconquez0∈S à l’étude en 0∈Spar un changement de variable.
Si l’on part dez0 ∈ C, il suffit d’opérer la translationw = z−z0 et les calculs sont triviaux. Si l’on part de
z0 = ∞, on prendw = 1/z, et l’on calcule comme suit.

Lemme 3.1.1 Il existe des entiers naturels λi,k , 0≤ i ≤ k, tels que, si l’on pose f (z) = g(1/z), on a les
relations :

∀k≥ 0 , (−1)kzk f (k)(z) =
k

∑
i=0

λi,kw
ig(i)(w).

Pour k≥ 1, on a λ0,k = 0 et λk,k = 1.

Preuve. - Pourk = 0, on aλ0,0 = 1. Pour le reste, on raisonne par récurrence en d́erivant la formuléenonćee,
ce qui donne :

∀k≥ 0 , ∀i ∈ {0, . . . ,k+1} , λi,k+1 = λi−1,k +(i +k)λi,k,

avec la convention naturelleλi,k = 0 si i 6∈ {0, . . . ,k}. �

Proposition 3.1.2 L’équation différentielle f (n)(z)+a1(z) f (n−1)(z)+ · · ·+an(z) f (z) = 0 équivaut, lorsque
l’on pose f (z) = g(w) = g(1/z), à l’équation différentielle g(n)(w)+b1(w)g(n−1)(w)+ · · ·+bn(w)g(w) = 0,
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où :

∀ j ∈ {0, . . . ,n} , w jb j(w) =
j

∑
i=0

(−1)iλn− j,n−i ziai(z).

Preuve. - On notea0 = 1. D’apr̀es le lemme, on peutécrire :

n

∑
k=0

an−k(z) f k)(z) = ∑
0≤i≤k≤n

(−1)kwkan−k(z)
k

∑
i=0

λi,kw
ig(i)(w)

=
n

∑
i=0

(
n

∑
k=i

an−k(z)(−1)kwi+kλi,k

)
g(i)(w)

= (−1)nw2n
n

∑
i=0

bn−i(w)g(i)(w),

où l’on a pośe, pour 0≤ j ≤ n :

b j(w) =
j

∑
l=0

(−1) j−l a j−l (1/w)wl−2 j λn− j,n− j+l

= w− j
j

∑
i=0

(−1)iλn− j,n−i zi ai(z);

on a bienb0 = 1 et la formule voulue. �

Exercice 3.1.3Les translations et la transformationw = 1/z appartiennent au groupe des homographies
Aut(S) = PGL2(C). Ecrire directement l’effet sur unéequation diff́erentielle du changement de variable :

w =
az+b
cz+d

.

Indication : chercher dans un livre de taupe la formule de Faa di Bruno.

Remarque 3.1.4Nous n’avons consid́eŕe que des changements de coodonnée globale, car ce sont les seuls
qui nous serviront pour l’étude globale qui est notre objectif final ; mais des calculs similaires sont possibles
pour des changements de coordonnée locale, par exemple, en 0, des changements d’uniformisanteu(z) =
u1z+u2z2 + · · · ∈ C{z} , u1 6= 0.

Dorénavant, on se placera enz0 = 0∈ S.

Changement de d́erivation

On a vu dans l’́etude du logarithme qu’il pouvaitêtre commode de calculer avec la dérivationδ = zd/dz
(opérateur d’Euler) au lieu de la dérivation D = d/dz. Ce sera encore plus justifié lors de l’́etude des
équations fuchsiennes, dans la suite de ce chapitre.

On part de l’́equation diff́erentielle f (n)(z)+a1(z) f (n−1)(z)+ · · ·+an(z) f (z) = 0, que l’on peut́ecrire
P(D)( f ) = 0, où l’on a not́e P(D) l’opérateur diff́erentielDn +a1Dn−1 + · · ·+an. Dans l’́ecriture d’un tel
opérateur, chaque fonction holomorphe (ou fonction méromorphe ou śerie convergente ou formelle)a est
identifiéeà l’opérateurf 7→ a f et le produitaDk désigne la composition des opérateurs. Celle-ci n’est pas
une loi commutative : les opérateursf 7→ a f commutent entre eux, les puissancesDk commutent entre elles,
mais lesf 7→ a f ne commutent pas avec lesDk. Le d́efaut de commutation est entièrement “cod́e” dans les
commutateurs[Dk,a] =

de f
Dka−aDk. La règle de base est l’égalit́e :

[D,a] = D(a),

qui exprime simplement le fait queD est une d́erivation, c’est-̀a-dire queD(a f)−aD( f ) = D(a) f .

36



Exercice 3.1.5Calculer[Dk,a]. En d́eduire la formule :

P(D).a = ∑
i≥0

P(i)(D)(a)
i!

Di .

On prendra garde que dans cette formule, les coefficients du polynômeP sont des fonctions dez, mais c’est
par rapport̀a “l’indétermińee”D que l’on d́eriveP :

P(i)(D) =
n!

(n− i)!
Dn−i + · · ·+ i!ai .

Indication : Dka est donńe par la r̀egle de Leibnitz.

Pour convertir l’́equation diff́erentielle ci-dessus en termes d’opérateur d’Euler, nous devons comparer
entre eux lespolyn̂omes non commutatifs a0Dn +a1Dn−1 + · · ·+an etboδp +b1δp−1 + · · ·+bp.

Lemme 3.1.6 Il existe des entiers αi,k ∈ N , βi,k ∈ Z , 0≤ i ≤ k tels que :

∀k≥ 0 , δk =
k

∑
i=0

αi,kz
iDi

et

∀k≥ 0 , zkDk =
k

∑
i=0

βi,kδi .

De plus, ∀k≥ 0 , αk,k = βk,k = 1.

Preuve. - La deuxìeme relation d́ecoule de la première par ŕesolution d’un syst̀eme triangulaire. Pour prou-
ver la premìere, on prend d’abordα0,0 = 1, puisqueδ0 = z0D0. Pour la ŕecurrence, on multiplièa gauche
parδ = zDet on remplace partoutDzi parziD+ izi−1, d’où :

δk+1 =
k

∑
i=0

αi,kzDziDi

=
k

∑
i=0

αi,kz(ziD+ izi−1)Di

=
k

∑
i=0

αi,kz
i+1Di+1 +

k

∑
i=0

αi,kiz
iDi

=
k+1

∑
i=0

(αi−1,k + iαi,k)ziDi

On obtient donc la relation de récurrence :

∀k≥ 0 , ∀i ∈ {0, . . . ,k} , αi,k+1 = αi−1,k + iαi,k,

avec la convention naturelle :αi,k = 0 pouri 6∈ {0, . . . ,k}. �

Proposition 3.1.7 (i) Soit R l’une des algèbres C(z), C({z}), C((z)). Tout polynôme non commutatif uni-
taire Q(δ) de degré k à coefficients dans Rpeut s’écrire (de manière unique) sous la forme zkP(D), où P(D)
est un polynôme non commutatif unitaire à coefficients dans R et de degré k , et réciproquement.
(ii) Soient P(D) = Dk +a1Dk−1 + · · ·+ak et Q(δ) = δk +b1δk−1 + · · ·+bk tels que zkP(D) = Q(δ). Alors
les bi sont holomorphes en 0 ( i.e. n’y ont pas de pôle, dans le cas d’une série formelle) si et seulement si
les ziai le sont.
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Preuve. - Notanta′i = ziai , il découle du lemme que l’égalit́e zkP(D) = Q(δ) équivautà des relations du
type a′i = bi + une combinaison lińeaireà coefficients entiers desb j , j > i, et ŕeciproquementbi = a′i +
une combinaison lińeaireà coefficients entiers desa j , j > i. La conclusion est imḿediate. �

Exercice 3.1.8Donner des formules explicites de conversion.

Le but de ces calculs troubles est d’introduire des opérateurs diff́erentiels particulìerement importants.

Définition 3.1.9 Un opérateur diff́erentiel fuchsienest un oṕerateur de la formeazkP(D) = aQ(δ), où P et
Q sont comme ci-dessus et où a est unélément de l’alg̀ebre de base (de séries ou de fonctions).

Exercice 3.1.10Retrouver les r̀egles de transformation d’équations diff́erentielles par changement de va-
riablew = 1/z de la proposition 3.1.2 en remarquant quez d/dz=−w d/dw.

3.1.2 Fonctions multiformes

Fonctions multiformes dans un disquéepointé

On fixe ici un ŕeelR> 0 et l’on noteD∗ le disqueépoint́e
◦
D(0,R) \ {0}. On veut d́efinir la notion de

fonction multiforme surD∗, et de d́eterminations d’une telle fonction. On appellerapetit un ouvert connexe
non vide qui est contenu dans un ouvert simplement connexe deD∗. On admet dans ces conventions le cas
(extr̂eme !) òu Rest infini etD∗ = C∗.

Définition 3.1.11 (i) Un élément analytiquesurD∗ est un couple( f ,U), où f est une fonction holomorphe
sur le petit ouvert connexe non videU ⊂ D∗.
(ii) La relation deprolongement analytiqueest la cloture transitive de la relation d’adjacence, qui est la
relation ŕeflexive syḿetrique v́erifiée par( f ,U) et (g,V) lorsqueU ∩V 6= /0 et f|U∩V = g|U∩V .

Autrement dit,( f ,U) et (g,V) sont des prolongements analytiques l’un de l’autre s’il existe un chemin
γ d’un point a deU à un pointb deV tel que le prolongement analytique def le long deγ définisse le
même germe queg enb. On dira qu’unélément analytique( f ,U) estprolongeablèa tout D∗ s’il peut être
prolonǵe le long de tout chemin dansD∗ dont l’origine est dansU ; dans ce cas, les domainesV de ses
prolongements analytiques recouvrentD∗, mais la ŕeciproque n’est pas vraie. Il serait donc plus correct de
dire que( f ,U) est prolongeablèa tout le rev̂etement universel deD∗.

Définition 3.1.12 On appellefonction multiformesurD∗ La classe d’uńelément analytique( f ,U) prolon-
geableà toutD∗ dans le sens expliqué ci-dessus. Les eléments analytiques( f ,U) qui appartiennent̀a cette
classe sont appelésdéterminationsde cette fonction multiforme.

Les d́eterminations d’une fonction multiforme donnée sur un petit ouvert connexe non videU ⊂ D∗

forment donc une orbite sous l’action du groupe fondamentalπ1(D∗,z0), pourz0 ∈U . Soit γ un lacet dans
D∗ baśe enz0 et d’indice 1 par rapport̀a 0 : sa classe d’homotopie est donc un géńerateur deπ1(D∗,z0). Si
f est une telle d́etermination, la d́eterminationf .γk est parfois not́ee f (ze2kıπ).

Le prolongement analytique “préserve les relations algébriques et analytiques”, en particulier, il est
compatible avec l’addition, la multiplication et la dérivation : la d́erivée de la fonctionf (ze2kıπ) est la fonc-
tion f ′(ze2kıπ). Les fonctions multiformes forment donc uneC-algèbre diff́erentielleet les transformations
de monodromief (z) 7→ f (ze2kıπ) sont des automorphismes différentiels.

Exemple 3.1.13(i) Toute fonction f holomorphe surD∗ y définit une fonction multiforme,̀a savoir l’en-
semble de ses restrictions( f|U ,U) : cette fontion multiforme estuniforme. Elle est caractériśee par le fait
que le groupe fondamental opère trivialement sur l’une quelconque de ces déterminations. De façon imagée,
on a leśegalit́es f (z) = f (ze2kıπ).
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(ii) Appelonscaract̀ere d’exposantα la fonction multiforme surC∗ qui est la classe de l’élément analytique
(zα,C\R−). Les d́eterminations de ce caractère surC\R− sont les fonctions(ze2kıπ)α = e2kıπαzα , k∈ Z.
Attention ! cette formule bien agréable ne d́ecoule pas d’une règle de calcul mais de la définition du prolon-
gement analytique. C’estégalement vrai de la formule analogue dans l’exemple suivant.
(iii) Appelonslogarithmela fonction multiforme surC∗ qui est la classe de(log,C\R−). Les d́eterminations
du logarithme surC\R− sont les fonctions log(ze2kıπ) = logz+2kıπ , k∈ Z.

La notion de fonction multiforme estétroitement líeeà la notion de système local de la façon suivante.
Fixons une telle fonction multiforme surD∗ et notons temporairement, pour tout petit ouvert connexe non
videV ⊂D∗, ∆(V) l’ensemble de ses déterminations surV. On d́efinit alors un faisceauF surD∗ en posant,
pour tout ouvert non videU ⊂ D∗ (quelconque) :

F (U) = { f ∈ O(U) : pour tout petit ouvert connexe non videV ⊂U , f|V ∈VectC(∆(V))}.

On vérifie sans peine que c’est bien un système local, et un sous-faisceau du faisceauOD∗ . Réciproquement,
toute section d’un système local surD∗ qui est un sous-faisceau du faisceauOD∗ permet de d́efinir une
fonction multiforme. Dans les exemples ci-dessus, on retombe sur le système local des solutions d’une
équation diff́erentielle.

Exercice 3.1.14Une fonction multiforme surD∗ est essentiellement la même chose qu’une fonction holo-
morphe sur le rev̂etement universel̃D∗ deD∗. Les petits ouverts connexes sont ceux sur lesquels l’applica-
tion de rev̂etementD̃∗→ D∗ admet une section holomorphe. Que représentent alors les déterminations sur
de tels ouverts ?

Fonctions multiformes etéquations différentielles

Définition 3.1.15 Une fonction multiforme est ditede d́etermination finiesi, pour tout petit ouvert connexe
non videU ⊂ D∗, ses d́eterminations surU engendrent un sous-C-espace vectoriel de dimension finie de
OD∗(U).

Exemple 3.1.16(i) Toute fonction uniforme est de détermination finie.
(ii) Les caract̀ereszα sont de d́etermination finie.
(iii) Toute fonction alǵebrique est de d́etermination finie.
(iv) Le logarithme est de d́etermination finie.

Les exemples qui suivent sont essentiels.

Exemple 3.1.17(i) Soit f une solution sur un petit ouvert connexe non videU ⊂ D∗ d’une équation
diff érentielle(Ea) dont les coefficients sont holomorphes surD∗. Alors (U, f ) définit une fonction mul-
tiforme surD∗, dont tous leśeléments sont des solutions de(Ea). Cette fonction est de détermination finie.
(ii) Les coefficients d’une solution vectorielle d’un système(SA) régulier surD∗ définissent́egalement des
fonctions de d́etermination finie.

La réciproque est vraie :

Proposition 3.1.18 Toute fonction de détermination finie est solution d’une équation différentielle régulière
sur D∗.

Preuve. - Soit ( f1, . . . , fn) une base de l’espace vectoriel des déterminations surU d’une telle fonction mul-
tiforme. Soitφ l’automorphisme de monodromie (action d’un géńerateur du groupe fondamental). Alors
φ( f1, . . . , fn) = ( f1, . . . , fn)C pour une certaine matriceC∈GLn(C). Commeφ commutèa la d́erivation, on

a de m̂emeφ( f (i)
1 , . . . , f (i)

n ) = ( f (i)
1 , . . . , f (i)

n )C pour 0≤ i ≤ n−1, d’où φ(W) = WC, où W est la matrice
wronskienne desfi . Pour la m̂eme raison,φ(W′) = W′C.

39



Comme lesfi ne sont pas líes,W est inversible et il existe donc une matriceA holomorphe surU telle que
W′ = AW. A priori, A est, commeW etW′ une matrice de fonctions multiformes. Des relationsφ(W) =WC
et φ(W′) = W′C on tireφ(A) = A, autrement dit,A se prolonge en une matrice holomorphe (uniforme) sur
D∗ et les colonnes deW sont solutions du systèmeSA qui est ŕegulier surD∗. Cela implique en particulier
la conclusion. �

Exercice 3.1.19(i) Les fonctions de d́etermination finie forment une algèbre surO(D∗).
Indication : si les d́eterminations de f (resp. de g) engendrent leC-espace vectoriel V (resp. W), alors
celles de f+g (resp. de f g) sont dans V+W (resp. dans V.W).
(ii) L’inverse du logarithme n’est pas de détermination finie.
Indication : si les ai sont des complexes deuxà deux distincts, les fonctions 1

log(z)−ai
sont lińeairement

indépendantes surC.

3.1.3 Conditions de croissance mod́erée dans les secteurs

Pourétudier maintenant la croissance dans les secteurs, il nous faut d’abord définir la classe de crois-
sance la plus importante (en ce qui concerne les systèmes singuliers réguliers). Comme la d́efinition semble
un peu contourńee, il faut la justifier en montrant comment une définition trop simple ne marcherait pas.
Pour cela, on considère la “vraie” fonction logarithme, qui est multiforme au voisinage de 0. Cela signi-
fie que l’on devra distinguerlogarithme(z) de logaritme(ze2ıπ). Concr̀etement, on peut calculer avec cette
fonction en posant :

logarithme(reıt) = ln r + ıt , (r, t) ∈ R∗
+×R.

Dans cette formule, on n’identifie pasreıt avecreıt ′ même sit ′ ≡ t (mod 2π).

Exercice 3.1.20Interpŕeter tout cela de manière rigoureusèa l’aide du rev̂etement universel deC∗.

Avec ces conventions, sit est autoriśeà varier librement, il n’est pas possible de borner|logarithme(z)|=√
(ln r)2 + t2 en fonction de|z| = r. Mais on peut le faire sit est borńe, autrement dit, siz varie dans un

secteur angulaire.

On ne consid́erera que des secteurs angulaires stricts, c’est-à-dire nonégauxà D∗ : un tel secteur est
simplement connexe. On notera donc, pour deux argumentsa,b∈ R tels que 0< b−a < 2π :

Sa,b = {reıt / 0 < r < Reta < t < b}.

L’amplitude du secteurSa,b est le ŕeelb−a.

Définition 3.1.21 On dit qu’une fonction multiforme surD∗ est à croissance mod́erée (ou polynomiale)
dans les secteurssi, pour tout secteurSa,b et pour toute d́eterminationf de cette fonction sur ce secteur, on
a :

f (z) = O(zN) lorsquez→ 0,

l’entier N pouvant d’ailleurŝetre ńegatif ; il suffit évidemment de v́erifier cette condition sur des secteurs
qui recouvrentD∗.

On dit également, dans ce cas, que la déterminationf (qui définit sans ambiguité la fonction multi-
forme) est elle-m̂emeà croissance modéŕee. Notons que l’entierN dépend en principe du secteur et de
la détermination concerńes ; cependant, dans le cas de fonctions de détermination finie (e.g., solutions
d’équations diff́erentielles), il existe unN valable pour tout le monde. En effet, il suffit d’en trouver un
qui convient pour deux bases de déterminations sur deux secteurs qui recouvrentD∗, et ils valent pour tous,
puisque la monodromie opère par multiplication de ces bases par des matrices constantes.

Exemple 3.1.22Toute fonction ḿeromorphe est̀a croissance modéŕee.
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Les fonctionsà croissance modéŕee formentévidemment uneC-algèbre, en particulier unC-espace
vectoriel. Par conśequent, siunebase fondamentale d’uneéquation(Ea) (resp.unesolution fondamentale
d’un syst̀eme(SA)) està croissance modéŕee dans les secteurs, alorstoutesles bases fondamentales (resp.
toutesles solutions fondamentales) le sont. Des exemples essentiels seront donnés en 3.2.3.

Proposition 3.1.23 Une fonction uniforme sur D∗ et à croissance modérée dans les secteurs est méromorphe
en 0.

Preuve. - La fonctionz−N f est alors holomorphe bornée surD∗, donc se prolonge en une fonction holo-

morphe sur
◦
D(0,R) : c’est essentiellement lethéor̀eme des singularités inexistantesde Riemann, voir par

exemple [1], chap. 4, §3.1, théor̀eme 7, p. 124 ; [9], chap. III, §4.4, prop. 4.1, p.88 ; [44], chap. 10, théor̀eme
10.21, p. 204. �

Exercice 3.1.24Les fonctionse1/z, e1/z log(z) ne sont pas̀a croissance modéŕee dans les secteurs.

Les fonctions̀a croissance modéŕee forment en fait une sous-algèbredifférentielle, autrement dit, stable
par d́erivations, de laC-algèbre des fonctions multiformes. Pour démontrer cette propriét́e (qui nous sera
très utile dans l’́etude, en 3.3, deśequations singulières ŕegulìeres), nous aurons besoin (enfin) d’un peu
d’analyse.

Lemme 3.1.25Soit f ∈ O(Ω) une fonction holomorphe sur l’ouvert Ω de C. On suppose f bornée et l’on
note M = || f ||Ω sa borne supérieure (en module). Alors, pour tout point z0 de Ω :

| f ′(z0)| ≤
M

d(z0,∂Ω)
.

Preuve. - On fait appel auxestimations (ou ińegalit́es) de Cauchy: si f est holomorphe et majorée en

module parM dans le disque ouvert
◦
D(z0, r), alors| f (n)(z0)| ≤Mn!/rn pour tout entier natureln ; voir [1],

chap. 4, §2.3, p. 122 ou bien [9], chap. 3, §1.1, p. 81, ou encore [44], chap. 10, théor̀eme 10.25, p. 206.
Faisant tendrer vers la distance dez0 à la frontìere deΩ, on obtient la conclusion voulue. �

Proposition 3.1.26 Soit f une fonction à croissance modérée dans D∗. Alors f ′ est également à croissance
modérée.

Preuve. - On commence par prouver que sif est holomorphe et bornée dans un secteurSa,b, alorsδ f est
borńee dans tout secteurSa′,b′ tel quea < a′ < b′ < b. En effet, c’est un exercice de géoḿetrieélémentaire
de prouver que l’on a une minoration :

d(z0,∂Sa,b)≥C |z0|

pour un certain ŕeelC > 0 et pour toutz0 ∈ Sa′,b′ tel que|z0| ≤R/2. Combińee avec le lemme, cette minora-
tion permet de conclure. Pour le cas géńeral, on utilise le fait queδ(z−N f ) = z−N(δ f −N f). On obtient ainsi
l’affirmation plus pŕecise que, sif (z) = O(zN) lorsquez→ 0 dansSa,b, alorsδ f vérifie la m̂eme propríet́e
dansSa′,b′ . Enfin, il est possible de recouvrirD∗ par des secteursSa′,b′ ⊂ Sa,b choisis comme ci-dessus.

�

3.2 Syst̀emes fuchsiens standards en0

C’est le cas le plus simple après le cas ŕegulier. Il s’agit de systèmes1 qui, écrits avec l’oṕerateur
d’Euler, sont̀a coefficients constants :

z
dX
dz

= AX , A∈Mn(C).

Ils servirontà construire lessolutions canoniques de Fuchs.
1Attention : la terminologie “Systèmes fuchsiens standards” n’est pas standard !
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3.2.1 Ŕesolution

Si l’on écarte le cas trivialA= 0, la seule singularité du syst̀emez dX/dz= AX surC est 0. En∞∈S, le
changement de cartew = 1/zdonne lieu au systèmewdY/dw=−AY (avecY(w) = X(z)) qui est singulier
enw = 0 : les singularit́es surS sont donc 0 et∞ et l’on prendraΩ = S\{0,∞}= C∗. On va donc obtenir
un syst̀eme local surΩ, et nous comptons en expliciter des solutions fondamentales.

Première méthode : d́eveloppement en śerie

On cherche un d́eveloppement au voisinage de 1 :

X (z) = ∑
k≥0

Xk(z−1)k.

En un point arbitrairez0 ∈ C∗, on pourra alors utiliserX (z/z0). La méthode ǵeńerale de 2.2 donne ici
X0 = In et∀k≥ 0 , kXk +(k+1)Xk = AXk. On a donc :

∀k≥ 0 , Xk =
1
k!

A(A− In) · · ·(A− (k−1)In,

que l’on peut tr̀es bien noter

(
A
k

)
.

Exercice 3.2.1Démontrer que la śerie obtenue est de rayon de convergence 1.

Indication : encadrer la norme de

(
A
k

)
par des expressions de la forme

(
||A||+C

k

)
.

La solution fondamentale ainsi obtenue admet un (unique) prolongement analytiqueàC\R−, que l’on
noterazA et que l’on appelleradétermination principale.

Deuxième ḿethode : avec le logarithme

On voit immédiatement que la fonction matricielle holomorpheeAlogz sur C \R− vérifie les m̂emes
propríet́es quezA et lui est donćegale. Cela utilise les propriét́es classiques de l’exponentielle de matrice et
l’ étude ant́erieure du logarithme complexe.

Troisi ème ḿethode : via le th́eorème de Dunford

L’int ér̂et de cette ḿethode est qu’elle nous serviraà nouveau pour leśequations auxq-diff érences et
aux différences. Ońecrit A = S+ N, où S est semi-simple,N est nilpotente et ces deux matrices com-
mutent :[S,N] = 0 (le crochet dansMn(C) est d́efini par[P,Q] = PQ−QP). Cette d́ecomposition (appelée
décomposition de Dunford ou de Jordan) est unique ; voir [7], chap. VII, §5, no 9, p. 42.

On ŕesoud d’abordzX′ = SX. Pour cela, ońecrit S= P diag(d1, . . . ,dn) P−1. On v́erifie que la matrice
P diag(zd1, . . . ,zdn) P−1 est une solution fondamentale surC\R−, qui ne d́epend pas du choix de la matrice
de passageP. De plus, on peut l’exprimer polynomialement enS. On la note temporairementeS.

On ŕesoud ensuitezX′ = NX. Pour cela, on chercheX sous la forme∑ lkNk (c’est une somme finie,
puisqueN est nilpotente), et l’on identifie brutalement les coefficients enNk : on trouvezl′k+1 = lk etzl′0 = 0.
On vérifie que leslk = (logz)k/k! conviennent et que∑Nk(logz)k/k! est une solution fondamentale sur
C\R−. De plus, on peut l’exprimer polynomialement enN. On la note temporairementeN.

CommeeS et eN sont respectivement polynomiales enSet N qui commutent, elles commutent et il est
facile de v́erifier queeSeN est la solution cherch́ee. En fait,eS et eN forment la d́ecomposition de Dunford
multiplicative dezA.
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Exercice 3.2.2Vérifier toutes les assertions quiémaillent ces constructions, en particulier que l’on obtient
trois fois la m̂eme chose.

3.2.2 Monodromie

On retrouve la d́emarche maintenantéprouv́ee.

Corollaire 3.2.3 La solution fondamentale qui vaut In en z0 est (z/z0)A. En particulier, la fonction matri-
cielle (−z)A est l’unique solution fondamentale telle que −1 7→ In et elle se prolonge à C\R−. �

Corollaire 3.2.4 Si |Im(w)|< π, (ew)A = ewA. En particulier, ıA = eı(π/2)A et (−ı)A = e−ı(π/2)A. �

Lemme 3.2.5 L’effet du prolongement analytique sur zA le long du chemin γ(t) = e2ıπt est la multiplication
par e2ıπA.

Preuve. - On proc̀ede comme dans la “promenade”. On azA = (−z)AC, où C est holomorphe surC \R et
localement constante puisquezA et (−z)A sont solutions fondamentales du même syst̀eme. La valeur deC
surH (resp.−H ) esteıπA (resp.e−ıπA) d’apr̀es les corollaires ci-dessus. �

Théorème 3.2.6La représentation de monodromie en 1 déduite du système local des solutions de notre
système différentiel est le morphisme de π1(C∗,1)◦ = Zγ dans GLn(C) (dans la base formée des colonnes
de la solution fondamentale zA) défini par γ 7→ e2ıπA. �

3.2.3 Croissance des solutions

Lemme 3.2.7 Les fonctions zα et logz sont à croissance modérée dans les secteurs.

Preuve. - D’après l’exemple 3.1.13 (ou, de façonéquivalente, l’́etude de la monodromie de ces deux fonc-
tions), il suffit de le v́erifier pour une d́etermination dans un secteur d’amplitude 2π, par exempleS−π,π.
Mais, dans ce secteur, on peutécrirez = ew , |Im(w)| < π et zα = ewα, logz = w. Notantw = u+ ıv et
α = a+ ıb, on a les majorations :

|zα|= eℜ(wα) = eau−bv≤ eπ|b||z|a

et

| log(z)|= |w|=
√

u2 +v2 ≤
√

(ln |z|)2 +π2.

�

Proposition 3.2.8 La fonction matricielle zA est à croissance modérée dans les secteurs.

Preuve. - C’est une conśequence imḿediate du lemme. �

3.3 Singularités ŕegulières

On s’int́eressèa des syst̀emes diff́erentiels lińeaires au voisinage de 0, que l’on suppose réguliers au voi-
sinagéepoint́e de 0 et ḿeromorphes en 0. Il sera commode d’écrire un tel syst̀eme sous la formeδX = AX,
avecA∈Mn(C({z}).

De même, on s’int́eressèa deséquations diff́erentielles lińeaires au voisinage de 0, que l’on suppose
régulìeres au voisinagéepoint́e de 0 et ḿeromorphes en 0. Il sera commode d’écrire une telléequation sous
la forme :

δn( f )+a1δn−1( f )+ · · ·+an f = 0,
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soit P(δ)( f ) = 0, avecP polynôme unitaireà coefficientsai ∈ C({z}), donc ḿeromorphes. Le système
assocíe à cetteéquation sera (dans ce chapitre) celui obtenu par vectorisation en utilisant comme variable

vectorielleX =


f

δ( f )
...

δn−1( f )

, de sorte queδX = AX, où A =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
−an −an−1 −an−2 . . . −a1

.

3.3.1 Ŕesolution des syst̀emes fuchsiens

Définition 3.3.1 Un syst̀eme fuchsien en0 est un syst̀eme de la formeδX = AX, avecA holomorphe au
voisinage de 0. Unéequation fuchsienne en0 est unéequation telle que le système associé comme ci-dessus
fuchsien.

Il revient donc au m̂eme de dire qu’unéequation fuchsienne est de la formeP(δ)( f ) = 0 pour un
opérateur fuchsienP(δ) ; selon la d́efinition 3.1.9, cela signifie en effet que les coefficientsai de P sont
holomorphes en 0.

Notre but est de résoudre les systèmes fuchsiens en les transformant (par transformations de jauge
méromorphes) en des systèmes plus simples : d’abordnon ŕesonnants, puisstandards. Puisque le système
δX = AX (resp.δX = BX) équivaut en fait̀aX′ = z−1AX (resp.àX′ = z−1BX), nous aurons̀a manipuler la
relationz−1B= F [z−1A], qui équivaut̀a :B= (δF)F−1+FAF−1. Nous introduisons donc, pour ce chapitre,
la notation :

F{A}= (δF)F−1 +FAF−1.

cette nouvelle transformation de jauge possède les m̂emes propríet́es formelles que l’autre (opérationà
gauche du groupe de jauge, relation d’équivalence).

Elimination des résonnances

Définition 3.3.2 Le syst̀emeδX = AX (suppośe fuchsien en 0) est ditnon ŕesonnantsi deux valeurs propres
distinctes deA(0) ne diffèrent jamais d’un entier non nul :

∀λ,µ∈ Sp(A(0)) , λ−µ 6∈ N∗.

On dira, pour simplifier, que la matriceA est non ŕesonnante.

Proposition 3.3.3 En alternant des transformations de jauge F ∈ GLn(C) à coefficients constants et des
transformations de jauge de cisaillementou de shearing(voir ci-dessous), on peut éliminer les résonnances
de A.

Preuve. - Il s’agit en ŕealit́e d’un algorithme. On part deA∈Mn(C{z}) holomorphe au voisinage de 0. On
introduit sur le spectreSp(A(0)) de sa partie constanteA(0) la relation d’́equivalence “̂etre congru modulo
Z”. On appelle (juste le temps de cette démonstration)amplituded’une classe la diff́erence entre le plus
grand et le plus petit́elément (c’est donc un entier naturel) etamplitude totaledu spectre la somme des
amplitudes. A chaquéetape de l’algorithme, l’amplitude totale diminue de 1. Quand elle est nulle, l’al-
gorithme se termine et l’on a une matrice non résonnante. Chaquéetape de l’algorithme est constituée de
deux transformations de jauge successives, l’une par une matriceà coefficients constants (c’est en fait une
conjugaison) et l’autre par une matrice de cisaillement.

Supposons donc queSp(A(0)) contienne une classe non triviale (non réduiteà un singleton) de plus
petit élémentλ et de plus grand́elémentλ +m, m∈ N∗. On va remplacer toutes les occurrences deλ +m
dans le spectre deA(0) parλ+m−1.
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Il existe tout d’abord une matrice de conjugaisonP∈GLn(C) telle que

PA(0)P−1 =
(

a0 0
0 d0

)
,

où a0 est un bloc triangulaire supérieur de tailleµ∈N∗ et admet pour seule valeur propreλ+m : Sp(a0) =
{λ+m}, et òu d0 est un bloc triangulaire supérieur de tailleν ∈N∗ et admet pour valeurs propres toutes les
autres valeurs propres deA(0) : Sp(d0) = Sp(A(0))\{λ+m}. On pose alorsB = P−1AP= P{A} (puisque
δP = 0), qui a pour partie constanteB(0) = P−1A(0)P. On peut donćecrireB comme matrice de blocs :

B =
(

a b
c d

)
,

de sorte quea(0) = a0, b(0) = 0, c(0) = 0 etd(0) = d0.

La transformation de cisaillement(en anglais :shearing transform, voir [25]) qui intervient alors est la
transformation de jauge de matriceSdont l’écriture par blocs est :(

z−1Iµ 0
0 Iν

)
.

On vérifie facilement que

(δS)S−1 =
(
−Iµ 0
0 0ν

)
,

SBS−1 =
(

a z−1b
zc d

)
,

et donc queC = S{B}= (δS)S−1 +SBS−1 est holomorphe en 0 et de partie constante :

C(0) =
(

a0− Iµ ∗
0 d0

)
.

Ainsi Sp(C(0)) = Sp(a0− Iµ)∪Sp(d0) = Sp(A(0))\{λ+m}∪{λ+m−1} a une amplitude totale stricte-
ment plus petite queA(0) ; de plus,C = F{A}, où F = SP. �

Corollaire 3.3.4 Toute système fuchsien est rationnellement équivalent à un système fuchsien non résonnant.

Preuve. - La matrice de la transformation de jauge rationnelle en question est obtenue en faisant le produit
des matrices constantes et des matrices de cisaillement qui apparaissent dans l’algorithme. �

Remarque 3.3.5 Il ressort de ces calculs que les valeurs propres de la matrice constante obtenue sont au
mieux d́efinies moduloZ. On peut donc leur imposer d’appartenirà [0;1[+ıR. On se ram̀eneà ce cas par des
transformations de cisaillement convenables, voir par exemple [25] ou [45]. Réciproquement, les images
dansR/Z de ces valeurs propres ne dépendent pas du processus de réduction choisi. Ce sont lesexposants
du syst̀eme. Pour une preuve, voirloc. cit..

Réduction aux coefficients constants

Définition 3.3.6 On appelletransformation de Birkhoffune transformation de jaugetangentèa l’identité,
c’est-̀a-dire de la formeF = In+zF1+z2F2+ · · · . Si les coefficients deF sont dansC[[z]] (resp. dansC{z}),
c’est une transformationformelle(resp.convergente).

Proposition 3.3.7 On suppose le système δX = AX fuchsien non résonnant en 0. Il existe alors une unique
transformation de Birkhoff formelle F telle que F{A(0)}= A et cette transformation est convergente.
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La preuve reposera sur un lemme dont la démonstration sera laissée en exercice.

Exercice 3.3.8Soit P ∈ Mn(C) de spectre{λ1, . . . ,λn} et soitQ ∈ Mp(C) de spectre{µ1, . . . ,µp} (on a
donc pris en compte les multiplicités). Alors l’endomorphismeΦP,Q : M 7→ MP−QM deMp,n(C) admet
pour spectre{λ1−µ1, . . . ,λn−µp}= {λi −µj , 1≤ i ≤ n , 1≤ j ≤ p}.

Preuve. - (de la proposition.) On d́eveloppe en śerie entìereA = A0 +zA1 + · · · . L’ égalit́e F{A(0)}= A
équivautà δF +FA0 = AF, laquelle se traduit, par identification des coefficients, en les relations :

∀k≥ 0 , kFk +FkA0 = ∑
i+ j=k

AiFj .

Pourk = 0, cette relation est v́erifiée puisqueF0 = In. Pourk≥ 1, elle s’́ecrit :

ΦA0+kIn,A0(Fk) =
k−1

∑
j=0

Ak− jFj .

L’hypothèse de non résonnance dit queΦA0+kIn,A0 est inversible (c’est la conséquence du lemme laissé en
exercice). On a donc bien une unique série formelleF , dont les coefficients sont définis par la ŕecurrence :

∀k≥ 1 , Fk =
(
ΦA0+kIn,A0

)−1

(
k−1

∑
j=0

Ak− jFj

)
.

Lorsquek→∞, l’endomorphismeΦA0+kIn,A0 deMn(C) estéquivalent (comméelément d’une suite dans
un espace vectoriel norḿe) à l’endomorphismeM 7→ kM, et son inverse est doncéquivalent̀a M 7→ k−1M,
qui est de normek−1 (pour une norme subordonnée quelconque). Il existe donc un réelC > 0 tel que l’on
ait les ińegalit́es :

∀k≥ 1 , ||Fk|| ≤
C
k

k−1

∑
j=0
||Ak− j || ||Fj ||.

La fin de la preuve est alors similaireà celle du th́eor̀eme 2.2.7 de Cauchy (en 2.2.2). �

On prendra garde que cette convergence automatique est une propriét́e sṕecifique deśequations fuch-
siennes.

Exercice 3.3.9Comme ce fut signalé par une lectrice attentive, la fin de cette démonstration est incorrecte :
on n’obtient pas les minorations requises aussi facilement qu’en un point régulier. Sauriez-vous rectifier la
preuve ? La solution est donnée dans l’examen de fin d’année.

Exercice 3.3.10On consid̀ere le syst̀emez2X′ = AX, où A =
(

1 z
0 0

)
. Montrer qu’il existe une unique

transformation de jauge formelle de la formeF = In +zF1 +z2F2 + · · · telle queF [z−2A(0)] = z−2A, mais
qu’elle ne converge pas.

Indication : le calcul devrait donner, pour k≥ 1, Fk =
(

0 −(k−1)!
0 0

)
.

Solutions canoniques des systèmes fuchsiens

Ici, on moissonne !

Théorème 3.3.11(i) Tout système fuchsien non résonnant δX = AX admet une solution fondamentale
multiforme canonique au voisinage de 0 de la forme F(z)zA(0), avec F ∈GLn(C{z}) et F(0) = In.
(ii) Tout système fuchsien δX = AX admet une solution fondamentale multiforme au voisinage de 0 de la
forme F(z)zA0, avec A0 ∈Mn(C) et F ∈GLn(C({z})).
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Preuve. - La premìere assertion est conséquence directe de ce qui préc̀ede et de la ŕesolution des systèmes
fuchsiens standards. La deuxième vient de l’algorithme d’élimination des ŕesonnances et du fait que le com-
pośe d’une transformation de Birkhoff et d’une transformation de jauge rationnelle est une transformation
de jauge ḿeromorphe. �

Remarque 3.3.12Il découle de la remarque 3.3.5 que l’on peut imposerSp(A0) ⊂ [0;1[+ıR ; mais, dans
le cas d’un syst̀eme non ŕesonnant de matriceA, on n’a pas ńecessairementA0 = A(0) pour ce choix deA0.

3.3.2 Syst̀emes singuliers ŕeguliers

Le fait d’être fuchsien n’est pas une propriét́e invariante par transformation de jauge méromorphe, alors
que la forme obtenue pour les solutions (deuxième assertion) l’est.

Définition 3.3.13 Le syst̀emeδX = AX est ditsingulier ŕeguliers’il est équivalent̀a un syst̀eme fuchsien
par transformation de jauge méromorphe.

Remarque 3.3.14Pour un syst̀eme de rang 1, il n’y a pas de différence entre “fuchsien” et “singulier
régulier”. Supposons en effet queδx = ax est ḿeromorphiquement́equivalentà δy = by. Il existe doncf
non nulle et ḿeromorphe au voisinage de 0 telle quef{a} = b, autrement dit,b−a = (δ f ) f−1 = z f′/ f .
Mais, quelque soitf ∈ C({z})∗, on az f′/ f ∈ C{z}. Par conśequent,a est holomorphe en 0 si et seulement
si b l’est.

Uneéquation peut̂etre dite singulìere ŕegulìere si le syst̀eme associé est singulier ŕegulier. Cependant,
cette terminologie est transitoire, car nous verrons en 3.3.3 qu’elle est alors fuchsienne ; pour uneéquation
d’ordre 1, c’est d’ailleurs le contenu de la remarque ci-dessus.

Les corollaires suivants des propriét́es des systèmes fuchsiens sont immédiats.

Corollaire 3.3.15 Tout système singulier régulier δX = AX admet une solution fondamentale multiforme
au voisinage de 0 de la forme F(z)zA0, avec A0 ∈Mn(C) et F ∈GLn(C({z})). �

Corollaire 3.3.16 Soit X une solution fondamentale quelconque d’un tel système ; alors X et X−1 sont à
croissance modérée dans les secteurs. �

Corollaire 3.3.17 Toutes les solutions d’un tel système sont à croissance modérée dans les secteurs. �

Application au cas deśequations

Naturellement, ces résultats s’appliquent en particulier auxéquations fuchsiennes. Comme nous en
aurons l’usage lors de la preuve du théor̀eme 3.3.29, nous allons en tout cas prouver la forme faible ci-
dessous d’un th́eor̀eme beaucoup plus précis.

Corollaire 3.3.18 Toute équation singulière régulière admet une base fondamentale de solutions dont l’une
au moins est de la forme u(z)zα, où u est holomorphe et u(0) = 1.

Preuve. - Le syst̀eme associé admet une solution fondamentale de la formeF(z)zA0. On aA0 = PB0P−1,
où B0 est triangulaire suṕerieure, d’òu une autre solution fondamentaleG(z)zB0, avecG(z) = F(z)P. Sa
premìere colonne est de la formezβ× un vecteur colonne ḿeromorphe, et sa première ligne est une base de
solutions de l’́equation. On a donc une solution de la formev(z)zβ où v est ḿeromorphe non triviale. On
écrit alorsv = azku aveca∈ C∗, u(0) = 1, etα = β+k. �

Remarque 3.3.19En fait, “ géńeriquement”,tous les éléments de la base fondamentale peuventêtre pris
de cette forme : en effet, c’est le cas dès queA0 est semi-simple.
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Exercice 3.3.20En mettantA0 sous forme de Jordan dans le calcul ci-dessus, donner la description complète
d’une base fondamentale.

Exemple 3.3.21Soitn = 2. Géńeriquement,A0 est semi-simple, et l’on peut supposer :

A0 =
(

α 0
0 β

)
, d’où zA0 =

(
zα 0
0 zβ

)
,

et il y a une base de solutions de la forme(zαu,zβv), avecu etv méromorphes. SiA0 n’est pas semi-simple,
elle a une seule valeur propre et l’on peut supposer :

A0 =
(

α 1
0 α

)
, d’où zA0 = zα

(
1 logz
0 1

)
,

et il y a une base de solutions de la forme(zαu,zα(v+wlogz)), avecu, v etw méromorphes.

Le théor̀eme plus pŕecisévoqúe plus haut s’obtient au prix d’unéetude assez compliquée et dont nous
nous abstiendrons. La principale difficulté est ici de lire la forme des solutions sur l’équation de d́epart,
même dans le cas où la matrice du système associé est ŕesonnante. On trouvera une discussion détaillée des
équations d’ordre 2 dans [1], chap. 8, §4 et dans [54], chap. 2, §4 ; le cas géńeral est abord́e dans [26], chap.
1, §3 et tr̀es d́etaillé (mais en style ancien) dans [25], part II, chap. 16. On reviendra cependant un peu plus
en d́etail sur le cas deśequations̀a la fin de ce chapitre.

Monodromie locale

Il s’agit de la repŕesentation de monodromie associée au syst̀eme local des solutions surD∗ : le groupe
fondamental (baśe en n’importe quel point) est isomorpheà Z et le groupe de monodromie est donc mo-
nog̀ene de ǵeńerateur l’automorphismeφ qui, à la solution fondamentaleX (z) associeX (ze2ıπ).

Proposition 3.3.22 Le groupe de monodromie exprimé relativement à la base des colonnes de X (z) =
F(z)zA0, est engendré par la matrice e2ıπA0. �

Le problème inversesous sa forme ǵeńerale sera formulé au chapitre 4, mais nous pouvons déjà en
aborder un cas simple.

Corollaire 3.3.23 Le problème inverse admet ici une solution unique à équivalence méromorphe près.

Preuve. - Toute repŕesentation du groupe fondamental deD∗ provient d’un syst̀eme fuchsien standard. En
effet, pour toute matrice inversibleM ∈ GLn(C), il existeA0 ∈ Mn(C) telle quee2ıπA0 = M, comme cela
découle de l’exercice 3.3.26 ci-dessous.

Par ailleurs, si deux systèmes singuliers réguliersδX = AX et δY = BY définissent des représentations
conjugúees, ils ont des solutions fondamentales respectivesX (z) etY (z) dont les monodromies sont décrites
par :X (ze2ıπ)= X (z)M etY (ze2ıπ)= Y (z)N, les matrices de monodromieM,N∈GLn(C) étant conjugúees :
N = PMP−1 , P∈GLn(C). AlorsZ = Y P est une solution fondamentale du deuxième syst̀eme et sa matrice
de monodromie estM, car :

Z(ze2ıπ) = Y (ze2ıπ)P
= Y (z)NP

= Z(z)P−1NP

= Z(z)M.
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Alors la matrice multiformeF = ZX−1 admet pour transformation par monodromie :

F(ze2ıπ) = Z(ze2ıπ)
(
X (ze2ıπ)

)−1

= Z(z)M (X (z)M)−1

= Z(z)(X (z))−1

= F(z).

Elle est donc uniforme. Comme, par hypothèse,Z et X−1 sont à croissance modéŕee dans les secteurs,
F l’est également, donc elle est méromorphe. Enfin, la relationF(z)X (z) = Z(z) implique que les deux
syst̀emes sont ḿeromorphiquement́equivalents. En effet, en dérivant (avecδ), on calcule :

FδX +(δF)X = δY ⇒ (FA+δF)X = BY = (BF)X ⇒ F{A}= B.

�

Remarque 3.3.24Pour la deuxìeme partie de la preuve, on aurait pu tenter le raisonnement suivant. Les
deux syst̀emes consid́eŕes ont respectivement des solutions fondamentales de la formeX (z) = F(z)zA0 et
Y (z) = G(z)zB0, avecB0 = P−1A0P. On a alors :

G(z)zB0 =
(
G(z)P−1F(z)−1)(F(z)zA0

)
P,

ce qui montre que la transformation de jauge méromorpheG(z)P−1F(z)−1 envoie un syst̀eme sur l’autre.
Pour que ce raisonnement soit correct, il faut savoir que, si les matrices de monodromiee2ıπA0 ete2ıπB0 sont
conjugúees, alors leurs “logarithmes”A0 et B0 le sont aussi. Mais ce n’est nullement vrai en géńeral (par
exemple, 0 et 2ıπIn ont même exponentielleIn mais ne sont pas conjuguées). C’est vrai si l’on suppose, par
exemple, que toutes les valeurs propres deA0 et B0 ont leur partie ŕeelle dans[0;1[ (voir ce qui concerne
l’ étoilede l’exponentielle de matrices dans [33]).

Remarque 3.3.25L’unicit é à équivalence ḿeromorphe pr̀es n’est valable que parce que l’on s’est restreint
à la classe des systèmes singuliers réguliers. Par exemple, leséquationsδ f = 0 etδ f = f/z ont respective-
ment pour bases de solutions 1 ete−1/z qui sont toutes deux uniformes ; les représentations de monodromie
sont donc triviales, mais ces systèmes ne sont pas méromorphiquement́equivalents.

Exercice 3.3.26Démontrer que l’application exponentielle deMn(C) dansGLn(C) est surjective et que, si
l’on se restreint aux matrices dont toutes les valeurs propres sont dans[0;1[+ıR, elle est injective.Indica-
tion : utiliser la décomposition de Dunford multiplicative.

Exercice 3.3.27Exprimer etétendre le corollaire en termes d’équivalence de catégories.

3.3.3 Le critère de croissance de Fuchs

Nous avons vu qu’en imposant une condition algébrique simple aux p̂oles des coefficients d’uneéquation
ou d’un syst̀eme (fuchsianit́e), on obtenait une description explicite de ses solutions, ainsi qu’une ca-
ract́erisation de leur type de croissance en 0. Un résultat frappant d̂u à Fuchs dit que cette condition de
croissance implique réciproquement la fuchsianité dans le cas deséquations, la ŕegulìere singularit́e dans le
cas des systèmes.

Cas des syst̀emes

Théorème 3.3.28Le système différentiel δX = AX admet une solution fondamentale à croissance modérée
en 0 (et donc toutes) si et seulement si il est singulier régulier.
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Preuve. - Une seule implication restèa d́emontrer. Nous choisissons donc une solution fondamentale mul-
tiforme X à croissance modéŕee. Celle-ci admet une matrice de monodromieM ∈ GLn(C), autrement dit,
X (ze2ıπ) = X M. SoitA0 ∈Mn(C) telle quee2ıπA0 = M (voir l’exercice 3.3.26). Alors la matrice multiforme
F(z) = X (z)z−A0 admet pour transformation par monodromie :

F(ze2ıπ) = X (ze2ıπ)(ze2ıπ)−A0

= X Me−2ıπA0z−A0

= X (z)z−A0

= F(z).

Elle est donc uniforme. Comme elle est, par hypothèse,à croissance modéŕee dans les secteurs, elle est
méromorphe. Enfin, la relationF(z)zA0 = X (z) impliqueF{A0}= A (on le voit en d́erivant l’égalit́e, etc ...)
et notre syst̀eme est bien ḿeromorphiquement́equivalent̀a un syst̀eme fuchsien standard. �

Cas deśequations

Dans le cas deśequations, on peut obtenir un résultat plus pŕecis, mais il faut un peu plus d’astuce.

Théorème 3.3.29L’équation différentielle P(δ)( f ) = 0, où l’on note P(δ) = δn + a1δn−1 + · · ·+ an, ad-
met une base fondamentale de solutions à croissance modérée (et donc toutes) si et seulement si elle est
fuchsienne, autrement dit, les ai sont holomorphes en 0.

Preuve. - Encore une fois, seule une implication resteà d́emontrer. Nous allonśetablir le ŕesultat par
récurrence surn. Remarquons que le cas du rang 1 découle du th́eor̀eme correspondant pour les systèmes
3.3.28, en vertu de la remarque 3.3.14. Passons au cas géńeral d’uneéquation d’ordren.

Nous supposons donc que notreéquation admet une base fondamentale de solutions( f1, . . . , fn) à crois-
sance mod́eŕee. D’apr̀es la proposition 3.1.26, leur matrice wronskienne està croissance modéŕee. Or, c’est
une solution fondamentale du système associé, qui est donc singulier régulier, d’apr̀es le th́eor̀eme 3.3.28.
D’après 3.3.18, il admet une base fondamentale de solutions( f1, . . . , fn) telle quef1 s’écrit uzα avecu ho-
lomorphe etu(0) = 1 (les fi étant d’ailleurs toutes̀a croissance modéŕee).

L’opérateur diff́erentiel f−1
1 P(δ) f1 est unitaire et, appliqúe à la fonction constante 1, il donne 0. Il

n’a donc pas de “terme constant” (enδ0) et l’on peut donćecrire f−1
1 P(δ) f1 = R(δ)δ, avecR(δ) = δn−1 +

b1δn−2+· · ·+bn−1. Il résulte du lemme qui suit cette démonstration que les coefficientsbi sont ḿeromorphes.

Les fonctionsδ( f2/ f1), . . . ,δ( fn/ f1) sont toutes solutions deR(δ)(g) = 0 par construction. Elles sont
C-linéairement ind́ependantes carf1, . . . , fn le sont. Elles sont toutes̀a croissance modéŕee (car 1/ f1 l’est).
L’opérateurR(δ) est donc fuchsien par hypothèse de ŕecurrence, et lesbi sont holomorphes. Il résulte alors
du lemme d́ejà cit́e que lesai sont holomorphes. �

Lemme 3.3.30Soit f = uzα, où u est holomorphe et u(0) = 1. Soient P(δ) = δn + a1δn−1 + · · ·+ an et
Q(δ) = δn + b1δn−1 + · · ·+ bn deux opérateurs conjugués par f : P(δ) = f Q(δ) f−1. Alors les ai sont
méromorphes (resp. holomorphes) si et seulement si les bi le sont.

Preuve. - Les deux oṕerateurs jouent un rôle syḿetrique, puisquef−1 vérifie les m̂emes hypoth̀eses quef .
Il suffit donc dans chaque cas de démontrer une implication. D’après l’exercice 3.1.5, on a la formule :

Q(δ) =
n

∑
i=0

1
i!

P(i)(δ)( f )
f

δi .

On vérifie par ailleurs facilement,̀a l’aide de la formule de Leibnitz, que lesδk( f )/ f sont des fonctions
holomorphes (uniformes). La conclusion est alors facile. �
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Corollaire 3.3.31 Une équation différentielle est singulière régulière si et seulement si elle est fuchsienne.
�

3.3.4 Retour sur la ŕesolution deśequations (fragment)

Etude directe

Une variante des résultats (partiels) de ce chapitre s’obtient en raisonnant directement sur l’équation
P(δ)( f ) = 0. Si l’on veut une solution de la formezαu, avecu série convergente telle queu(0) = 1, il faut
que l’oṕerateur diff́erentielQ(δ) = z−αP(δ)zα vérifieQ(δ)(u) = 0. D’apr̀es l’exercice 3.1.5, on a :

Q(δ) = z−αP(δ)zα = ∑
i≥0

1
i!

P(i)(α)δi .

En effet,zα est vecteur propre deδ de valeur propreα, et c’est alors un calcul classique de polynôme de
C-endomorphismes qui donne :

P(i)(δ)(zα) = P(i)(α)zα.

NotonsP, Q les polyn̂omesà coefficients constants obtenus en substituantz= 0 dans les coefficients deP
et deQ ; ainsi :

P(α) = Q(0) = αn +a1(0)αn−1 + · · ·+an(0).

Si l’on substituez= 0 dans la relationQ(δ)(u) = 0, on obtient donc la conditionnécessairèa l’existence
d’une solution de la forme requise :

P(α) = 0.

C’est l’équation caractéristique.

Définition 3.3.32 Soit P(δ)( f ) = δn( f )+a1δn−1( f )+ · · ·an f un oṕerateur fuchsien (lesai sont donc ho-
lomorphes). On appelléequation caract́eristiqueassocíee l’équationP(α) = 0, où P désigne le polyn̂ome
unitaireà coefficients constants :

P(r) = rn +a1(0)rn−1 + · · ·+a0(0).

Les racines de l’́equation caractéristique sont lesexposantsde l’équation.

Petit formulaire sur l’ équation caract́eristique

Les calculs ci-dessus montrent que, siQ(δ) = z−αP(δ)zα, alorsQ(r) = P(r + α) et l’on a les relations
logiques suivantes :

P(δ)( f ) = 0 admet une solutionzαu t.q.u(0) = 1 ⇔ Q(δ)(u) = 0 admet une solutionu t.q.u(0) = 1

⇒ Q(0) = 0

⇔ P(α) = 0

Si l’on tente de ŕesoudreQ(δ)(u) = 0 en posantu = 1+u1z+ · · · , on obtient une relation de récurrence
pour lesuk de la forme :

∀k≥ 1 , Q(k) uk = combinaison lińeaire deu0, . . . ,uk−1.

On constate qu’elle peutêtre ŕesolue siQ(k) 6= 0 pourk ∈ N∗, autrement dit si aucunα +k , k ∈ N∗ n’est
racine de l’́equation caractéristique associéeàP.

Définition 3.3.33 Un exposantα deP(δ) est ditnon ŕesonnantsi aucunα+k , k∈ N∗ n’est un exposant.

Dans ce cas, il y a une unique série formelleu telle queu(0) = 1 et f = zαu est solution deP(δ)( f ) = 0.
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Exercice 3.3.34Cette śerie converge.

Dans le cas contraire (d’un exposant résonnant),il faut faire intervenir des logarithmes.

Exercice 3.3.35L’exemple classique d’équation irŕegulìere pour laquelle ces résultats sont en défaut est
celui de lasérie d’Euler :

f0(z) =
∞

∑
k=0

k!zk+1.

Vérifier qu’elle est solution de l’équation diff́erentielle non fuchsienne :

zδ2( f )−δ( f )+ f = 0.

Vérifier que c’est sa seule solution de la formezαu, avecu série formelle telle queu(0) = 1. Chercher
d’autres solutions par variation des constantes.
Indication : on devrait trouver f−2

0 e−1/z.

Les notations ci-dessus sont adaptéesà l’étude en 0. Si l’on veut́etudier l’́equation en d’autres points
deC, il vaut mieux l’écrireà l’aide de la d́erivationD = d/dzpuis faire la translation. En revanche, l’étude
en∞ est facilit́ee par la remarque :

δw =
de f

wd/dw=−zd/dz=−δ.

Cela entraine que,écrit dans la cartèa l’infini w = 1/z, notre oṕerateur diff́erentiel devient (au signe près) :

δn
w−a1(w−1)δn−1

w + · · ·+(−1)nan(w−1).

L’ équation est donc fuchsienneà l’inini si tous lesai y sont holomorphes (autrement dit, bornés) et l’́equation
caract́eristique y est la suivante :

rn−a1(∞)rn−1 + · · ·+(−1)nan(∞) = 0.

Exemple 3.3.36A titre d’exemple qui nous sera utile plus tard (lors de l’étude de l’́equation hyperǵeoḿetrique),
nous illustrons ces calculs sur l’équation ǵeńerale d’ordre 2 :

D2 f + pD f +q f = 0.

Elle est fuchsienne ena∈C si et seulement si ses coefficients y admettent des développements de Laurent :

p(z) =
pa

z−a
+ · · ·

et
q(z) =

qa

(z−a)2 + · · · .

Autrement dit,(z−a)p et (z−a)2q sont d́efinis ena et y valent respectivementpa etqa. Des relations entre
D et (z−a)D, on d́eduit alors l’́equation caractéristique :

r(r−1)+ par +qa = r2 +(pa−1)r +qa = 0.

De même, l’́equation est fuchsienne en∞ si, primo, (zp)(∞) est bien d́efini ; on noterap∞ = 2− (zp)(∞),
secundo, (z2q)(∞) est bien d́efini ; on noteraq∞ = (z2q)(∞). L’ équation diff́erentielle en∞ s’écrit alors :

g′′(w)+(
p∞

w
+ · · ·)g′(w)+(

q∞

w2 + · · ·)g(w) = 0,

et l’équation caractéristique :

r(r−1)+ p∞r +q∞ = r2 +(p∞−1)r +q∞ = 0.
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Exercice 3.3.37On suppose que l’équationD2 f + pD f +q f = 0 est fuchsienne en toutes ses singularités
{a0, . . . ,am,am+1 = ∞}. On noteαi ,βi ses exposants enai , i = 0, . . . ,m+1. Démontrer larelation de Fuchs:

m+1

∑
i=0

(αi +βi) = m.

Indication : on appliquera la formule des résidusà
R
C p(z) dz calcuĺe sur un contour C⊂ C qui contient

tous les p̂oles de p(z) à distance finie, puis en utilisant le changement de variable w= 1/z, de façoǹa
ce que le contour contiennent seulement le pôle à l’infini ; on en d́eduira (avec les notations de l’exemple
ci-dessus) que p∞ = 2−∑ pa. On pourraégalement consulter [54], chap. 2,§2.6 ou [26], chap. 1,§1.4.

Exercice 3.3.38On consid̀ere l’équationf ′ = a f , où a est ḿeromorphe surS. On suppose cettéequation
fuchsienne en toutes ses singularités. Montrer quea sécrit ∑ ak

z−zk
. En d́eduire les exposants en tous les

points singuliers et formuler lesrelations de Fuchsentre ces exposants.
Indication : a est une fonction rationnelle.

Résolution via la factorisation

Les calculs du th́eor̀eme 3.3.29 fournissent facilement un résultat de factorisation pour les opérateurs
fuchsiens.

Proposition 3.3.39 Soit P(δ) = δn +b1δn−1 + · · ·+bn un opérateur différentiel fuchsien. On peut alors le
factoriser en produit d’opérateurs fuchsiens d’ordre 1 :

P(δ) = (δ−φ1) · · ·(δ−φn),

les φi étant holomorphes en 0.

Preuve. - On reprend les calculs du théor̀eme 3.3.29. On peut doncécrire :

P(δ) = f1 R(δ)δ f−1
1

=
(

f1R(δ) f−1
1

)(
f1δ f−1

1

)
= P1(δ)

(
f1( f−1

1 δ−δ( f−1
1 ))

)
= P1(δ)

(
δ− δ( f1)

f1

)
.

Ici, P1(δ) est un oṕerateur diff́erentiel fuchsien d’ordren−1 et δ( f1)
f1

est holomorphe. La conclusion s’ensuit
par ŕecurrence. �

Exercice 3.3.40Exprimer l’équation caractéristiqueà l’aide desφi .

A titre d’application de cette factorisation, nous allonsétudier (en première approche) la résolution
d’uneéquation diff́erentielle fuchsienne d’ordre 2. Nousécrivons celle-ci sous la forme :

(δ−ψ)(δ−φ)( f ) = 0.

Nousécrivons les fonctions holomorphesφ et ψ sous la formeφ = α + zΦ′, ψ = β + zΨ′, où α,β ∈ C et
Φ,Ψ sont holomorphes et telles queΦ(0) = Ψ(0) = 0.

Posantg = (δ− φ)( f ), on doit d’abord ŕesoudre(δ−ψ)(g) = 0, ce qui donneg = czβeΨ , c ∈ C,
puis ŕesoudre(δ− φ)( f ) = g dans les casc = 0 et c = 1 (le reste s’en d́eduit). Le casc = 0 équivautà
(δ−φ)( f ) = 0, doncà f ∈ C f0, où f0 = zαeΦ (cela fournit un premieŕelément d’une base fondamentale).
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Dans le cas òu c = 1, on ŕesoud le système avec second membre(δ− φ)( f ) = zβeΨ par variation des
constantes : on posef = f0h = zαeΦh. Cetteéquatiońequivautàδ(h) = zγU , où γ = β−α etU = eΨ−Φ est
une fonction holomorphe telle queU(0) = 1.

Si γ 6∈ Z, on trouveh = zγV, avecV holomorphe d́efinieà partir deU par identification des coefficients
des d́eveloppements en série entìere : pour toutn∈N,Vn = Un

γ+n. Finalement, notréequation admet pour base

fondamentale( f0, f1), où f1 = zβeΦV, ce que l’on peut abréger en(zα× holomorphe,zβ× holomorphe).

Si γ ∈ Z, il y a résonnanceet l’on ne peut pas toujours résoudre comme ci-dessus. Par exemple, si
γ = 0, c’est-̀a-dire (dans les notations de départ), siφ(0) = ψ(0), on doit ŕesoudre :zh′ = 1+ zU1 + · · · ,
ce qui donneh = logz+ holomorphe et le second membre de notre base fondamentale sera de la forme
f1 = zα(logz+ holomorphe). La discussion ǵeńerale est laisśeeà la patience du lecteur.

Résolution via le syst̀eme assocíe

Nous consid́eronsà nouveau l’oṕerateur fuchsienP(δ)( f ) = δn( f ) + a1δn−1( f ) + · · ·an f (les ai sont
donc holomorphes) et l’équation fuchsienne correspondanteP(δ)( f ) = 0. Le syst̀eme fuchsien associé a
pour matriceAa et le polyn̂ome caract́eristique deAa(0) est (au signe près)P.

Nous supposerons ce système non ŕesonnant et la matriceAa(0) semi-simple (“cas ǵeńerique”). Cela
signifie que l’́equation caractéristique admetn racines distinctes et deux̀a deux non congrues moduloZ.
Ces racines sont les valeurs propres deAa(0). Ce sont donc les exposants aussi bien du système que de
l’ équation.

Proposition 3.3.41 Dans le cas générique, l’équation admet une base de solutions de la forme (zα1u1, . . . ,zαnun),
où les exposants αi sont des complexes distincts et deux à deux non congrus modulo Z et où les u1 sont des
fonctions holomorphes en 0 et telles que ui(0) = 1.

Preuve. - C’est une conśequence directe de 3.3.2. �

Corollaire 3.3.42 La matrice de monodromie exprimée dans la base ci-dessus est la matrice diagonale de
coefficients (e2ıπα1, . . . ,e2ıπαn).

Nous terminons ce chapitre par une initiation allusiveà la th́eorie de Galois diff́erentielle.

Exercice 3.3.43Les fonctions multiformes holomorphes dansD∗ forment uneO(D∗)-algèbre int̀egre (par
connexit́e) sur laquelle une d́erivation est d́efinie. SoitA la sous-alg̀ebre engendrée par les solutions d’une
équation fuchsienneP(δ)( f ) = 0 et leurs d́erivées.
(i) Démontrer queA est stable par l’action de monodromie. Démontrer de plus que le groupe fondamental
y opère par automorphismes différentiels qui induisent l’identité surO(D∗). NotonsG le groupe de tous ces
automorphismes (c’est legroupe de Galois diff́erentiel).
(ii) On choisit une base fondamentale de solutions de l’équation. V́erifier que l’effet de tout́elément deG
sur cette base est la multiplicationà droite par une matrice constante, et en déduire un antihomomorphisme
du groupeG dans le groupe lińeaireGLn(C) ; ce morphisme est injectif et son image contient le groupe de
monodromie.
(iii) Tout ce qui pŕec̀ede se d́emontre sans trop de peine dans le cas géńeral, mais, pour les assertions qui
suivent, il vaudra mieux se cantonner au cas “géńerique” (celui òu l’ équation caractéristique admetn racines
deuxà deux distinctes et non congrues moduloZ). Démontrer qu’alors l’image deG dansGLn(C) est le
plus petit sous-groupe algébrique de GLn(C) qui contient le groupe de monodromie. C’est lethéor̀eme de
Schlesinger, et il n’est pas valable pour leséquations non fuchsiennes.
Indication : consulter [38].
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Chapitre 4

Du local au global (et ce qu’on y trouva)

Prélude

On fixe des points singuliersz0, . . . ,zm ∈ C en lesquels on veut des monodromies locales de matrices
M0, . . . ,Mm ∈ GLn(C) (c’est le probl̀eme de Riemann-Hilbert). On choisit donc des matricesA0, . . . ,Am ∈
Mm(C) telles quee2ıπAk = Mk. On peut m̂eme imposer queSp(Ak)⊂ [0;1[+ıR (donc, pas de résonnances).
On consid̀ere le syst̀eme :

dX
dz

=
(

A0

z−z0
+ · · ·+ Am

z−zm

)
X,

qui est donc ŕegulier surC \ {z0, . . . ,zm} et fuchsien en chaquezk. Comme il n’y a pas de résonnance, la
monodromie enzk este2ıπAk = Mk, et le probl̀eme est ŕesolu.

En ∞, le syst̀eme s’́ecrit :
dY
dw

=
(
−∑m

k=0Ak

w
+ · · ·

)
Y,

et, ǵeńeriquement, ce système est fuchsien non résonnant de monodromiee−2ıπ∑Ak. Comme le lacet autour
de ∞ est,à homotopie pr̀es, l’inverse du produit des lacets autour deszk, la monodromieMm+1 autour de
zm+1 = ∞ est l’inverse du produit des monodromiesMk autour deszk, et l’on obtient la relation inespéŕee :

e2ıπ∑Ak = ∏e2ıπAk.

Cette formule a malheureusement toutes les chances d’être fausse.

En ŕealit́e, composer des isomorphismes (ou des matrices) de monodromie en ne précisant ni point-
base ni base de solution n’aaucun sens. En l’absence de ces précisions, les matrices de monodromie sont
connues̀a conjugaison pr̀eset la relation entre matrices qui se déduit de la relations entre lacets devrait
avoir la forme :

m

∏
k=0

(CkMkC
−1
k ) = M−1

m+1,

où l’on a not́eMm+1 “la” matrice de monodromie en∞..

Cependant, sim= 0, le groupe fondamental est commutatif et sin = 1, c’est le groupe des matrices qui
l’est. Dans ces deux cas, ce qui préc̀ede marche sans problème, comme cela découle du chapitre préćdent.

Le premier cas non trivial (non abélien) est celui òu m = 1 (trois points singuliers, en comptant∞)
et n = 2. On l’étudiera en d́etail dans la première partie de ce chapitre, plutôt (pour respecter l’origine
historique de la question) en termes d’équations d’ordre 2. Dans la deuxième partie du chapitre, on se
reposera proprement le problème de Riemann-Hilbert.
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4.1 Śeries, fonctions,équations hyperǵeométriques

4.1.1 Deśequations de Riemann aux́equations hyperǵeométriques

Selon l’exemple 3.3.36, l’équation f ′′ + p f ′ + q f = 0 est fuchsienne ena ∈ C si et seulement si
(z−a)p(z) et (z−a)2q(z) y sont bien d́efinies ; nous noteronspa,qa leurs valeurs respectives. L’équation
est fuchsienne en∞ si et seulement sizp(z) et z2q(z) y sont bien d́efinies ; nous noterons 2− p∞ et
q∞ leurs valeurs respectives. Les exposantsαa,βa en a ∈ S sont les racines de l’équation caractéristique
r2 +(pa−1)r +qa = 0. On a doncαa +βa = 1− pa et αaβa = qa.

Riemann noteP

 a b c
α β γ ;z
α′ β′ γ′

 uneéquation du second ordre surS, fuchsienne ena,b,c d’expo-

sants respectifsα,α′,β,β′,γ,γ′ et ŕegulìere surS\{a,b,c} ; ou bienun élément quelconque de l’espace des
solutions de cettéequation. Nous l’interpŕeterons plut̂ot comme l’espace des solutions (multiformes, ou
bien sur un ouvert simplement connexe convenablement choisi).

Modulo une homographie, on peut aussi bien supposer quea = 0, b = 1 etc = ∞, ce que nous ferons
désormais (mais voir [43], [1], [26], [54] ... pour le cas géńeral).

Exercice 4.1.1Soit l’équationf ′′+ p f ′+q f = 0, suppośee fuchsienne en 0,1,∞ et ŕegulìere ailleurs. On
a alors ńecessairement :

p(z) =
p0

z
+

p1

z−1
et p∞ = 2− p0− p1

q(z) =
q0

z2 +
q1

(z−1)2 +
q2

z(z−1)
et q∞ = q0 +q1 +q2.

Exercice 4.1.2Définir de manìere analogueP

0 ∞
;z

α −α

 etP

0 ∞
0 0 ;z
0 0

 et expliciter leśequations

et solutions correspondantes.
Indication : on retombe sur les caractères et le logarithme.

En accord avec la notation dusch́ema de Riemann, nous noteronsP

 0 1 ∞
α0 α1 α∞ ;z
β0 β1 β∞

 cetteéquation.

Elle est compl̀etement d́etermińee par les exposantsαa,βa , a∈ {0,1,∞}, qui sont six complexes contraints
par la seule relation :

α0 +α1 +α∞ +β0 +β1 +β∞ = 1 (relation de Fuchs).

On a vu qu’en conjuguant un opérateur fuchsien par(z−a)α, on retombe sur un opérateur fuchsien.
Ses exposants ena sont diminúes deα, ses exposants en∞ sont augmentés deα (et ailleurs, ils ne changent
pas). Prenant successivementa = 0,1, cela se traduit par la relation :

P

 0 1 ∞
α0 α1 α∞ ;z
β0 β1 β∞

= zα(1−z)α′P

 0 1 ∞
α0−α α1−α′ α∞ +α+α′ ;z
β0−α β1−α′ β∞ +α+α′

 .

On peut voir cette relation comme une véritableégalit́e entre espaces de solutions, au choix, multiformes,
ou d́efinies sur un ouvert simplement connexe convenable (par exempleC \ (]−∞;0]∪ [1;+∞[) ou bien
H ). On peut donc ramener l’étude ǵeńerale deśequations de Riemanǹa celle deśequations pour lesquelles
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α0 = α1 = 0. Il reste donc quatre paramètres complexes de somme 1, et l’on vérifie sans peine que la forme

géńerale d’un tel sch́ema estP

 0 1 ∞
0 0 α ;z

1− γ γ−α−β β

. L’ équation correspondante est :

(4.1.2.1) (Eα,β,γ) f ′′(z)+
(

γ
z
+

1− γ+α+β
z−1

)
f ′(z)+

αβ
z(z−1)

f (z) = 0.

Définition 4.1.3 L’ équation(Eα,β,γ) estl’ équation hyperǵeoḿetriquede param̀etresα,β,γ.

Symétries de l’équation hyperǵeométrique

Tout changement de coordonnées homographique transforme uneéquation de Riemann en uneéquation
de Riemann :

P

a′ b′ c′

α β γ ;gz
α′ β′ γ′

= P

 a b c
α β γ ;z
α′ β′ γ′

 , où g∈ Aut(S) ,a′ = ga,b′ = gb,c′ = gc.

Consid́erons en particulier le sous-groupeΓ deAut(S) formé des homographies qui laissent{0,1,∞} glo-
balement invariant ; en notation abréǵee :

Γ = {z,1−z,
1
z
,

z
z−1

,1− 1
z
,

1
1−z

}.

Il r ésultea priori de la 3-transitivit́e de l’action deAut(S) surS queΓ est isomorphe au groupe symétrique
S3. Si g∈ Γ, le changement de coordonnée ci-dessus transforme uneéquation de Riemanǹa singularit́es en
{0,1,∞} en uneéquation de m̂eme type. Par exemple, pour les deux transformations non triviales les plus
simples, on trouve :

P

 0 1 ∞
α0 α1 α∞ ; 1

z
β0 β1 β∞

= P

 0 1 ∞
α∞ α1 α0 ;z
β∞ β1 β0

 etP

 0 1 ∞
α0 α1 α∞ ;1−z
β0 β1 β∞

= P

 0 1 ∞
α1 α0 α∞ ;z
β1 β0 β∞


En appliquant celàa l’équation hyperǵeoḿetrique et utilisant de plus les règles de conjugaison parzα, on
trouve, par exemple :

Pα,β,γ(1−z) = Pα,β,α+β+1−γ(z)

Pα,β,γ(
1
z
) = zαPα,1−γ+α,1−β+α(z)

= zβPβ,1−γ+β,1−α+β(z).

On a not́ePα,β,γ le sch́ema de Riemann de l’équation hyperǵeoḿetrique.

Une autre source de symétries provient de l’ambiguité dans le choix de l’exposantà annuler en 0 ou en
1 lorsque l’on ram̀ene unéequation de Riemanǹa uneéquation hyperǵeoḿetrique. Par exemple :

Pα,β,γ = z1−γPα−γ+1,β−γ+1,2−γ

Exercice 4.1.4En exploitant toutes les syḿetries venant de l’action deΓ ou de l’ambiguit́e du choix d’ex-
posant̀a annuler, construire les vingt-quatre solutions de Kummerà (Eα,β,γ) et pŕeciser leurs relations.
Indication : regarder dans [14], [19] ou [26], par exemple.
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4.1.2 Des śeries hyperǵeométriques auxéquations hyperǵeométriques

Notons, pour tout complexeα :

(α)n = α(α+1) · · ·(α+n−1) =
n−1

∏
i=0

(α+ i).

Par exemple,(1)n = n! et, sous ŕeserve queα 6∈ −N, on a(α)n = Γ(α+n)
Γ(α) (voir plus loin les rappels sur la

fonction Gamma).

La śerie hyperǵeoḿetrique d’Euler ou de Gauss est :

F(α,β,γ;z) = ∑
n≥0

(α)n(β)n

(1)n(γ)n
zn.

On écarte les cas déǵeńeŕesγ ∈ −N (coefficients non d́efinis sauf le premier) etα ou β ∈ −N (coefficients
nulsà partir d’un certain rang, la série est un polyn̂ome). Le rayon de convergence de cette série entìere est
donc 1.

Exercice 4.1.5ReconnaitreF(α,β,β;z).
Indication : c’est la śerie binomiale(1−z)−α.

Les coefficientsun deF(α,β,γ;z) vérifient la relation de ŕecurrence :

∀n∈ N , (n+α)(n+β)un = (n+1)(n+ γ)un+1.

En vertu de la formule ǵeńeraleP(δ)(zn) = P(n)zn et de son corollaireP(δ)(∑unzn) = ∑P(n)unzn, la śerie
hyperǵeoḿetriqueF(α,β,γ;z) est solution de l’́equation diff́erentielle d’ordre 2 :

[z(δ+α)(δ+β)−δ(δ+ γ−1)]F = 0.

Les r̀egles de calcul (maintenant) bien connues surδ = zD permettent de transformer cetteéquation en
l’ équation : (

D2 +
γ− (1+α+β)z

z(1−z)
D− αβ

z(1−z)

)
F = 0.

Exercice 4.1.6Déterminer ses point singuliers, montrer qu’elle y est fuchsienne et expliciter son schéma
de Riemann.

En fait, un simple calcul de fractions rationnelles permet de reconnaitre l’équation hyperǵeoḿetrique
(Eα,β,γ) (et de comprendre l’écriture particulìere des exposants de celle-ci).

Proposition 4.1.7 La série hypergéométrique F(α,β,γ;z) est solution de l’équation hypergéométrique (Eα,β,γ).
Si de plus γ 6∈ Z, c’est (à un facteur constant près) son unique solution uniforme.

Preuve. - Si γ 6∈ Z, on est dans le cas “géńerique”étudíe en 3.3.4. �

HYPOTHÈSE : nous supposerons dorénavant que l’on est dans le cas “générique” (semi-simple non
résonnant) en chacune des singularités0,1,∞, autrement dit :

γ 6∈ Z , α−β 6∈ Z et γ−α−β 6∈ Z.

Proposition 4.1.8 Sous l’hypothèse ci-dessus, l’équation hypergéométrique (Eα,β,γ) admet les bases de
solutions locales suivantes :
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– Au voisinage de 0 :
F(α,β,γ;z) et z1−γF(α− γ+1,β− γ+1,2− γ;z).

– Au voisinage de 1 :

F(α,β,α+β+1− γ;1−z) et (z−1)γ−α−βF(γ−β,γ−α,1+ γ−α−β;1−z).

– Au voisinage de ∞ :

z−αF(α,α− γ+1,α−β+1;
1
z
) et z−βF(β,β− γ+1,β−α+1;

1
z
).

Preuve. - On le d́eduit de 3.3.4 et des calculs de 4.1.1. �

En fait, chacune de ces six solutions a quatre expressions (ce sont lesvingt-quatre solutions de Kummer,
voir [14], [19] ou [26]). On va maintenant décrire leursmonodromies locales. Nous noteronsB0,B1,B∞
les bases ci-dessus. Nous choisissons comme point-basep = 1/2 et comme ǵeńerateurs libres du groupe
fondamentalπ1(C\{0,1}, p) = π1(S\{0,1,∞}, p) les classes d’homotopie des deux lacetsγ0 et γ1 définis
par les formules :

γ0(t) =
1
2

e2ıπt

γ1(t) = 1− 1
2

e2ıπt ,

et nous posonsγ∞ = (γ0.γ1)−1.

Corollaire 4.1.9 L’action de monodromie locale en chaque singularité est donnée par :

M0(γ0)(B0) = B0

(
1 0
0 e−2ıπγ

)
.

M1(γ1)(B1) = B1

(
1 0
0 e2ıπ(γ−α−β)

)
.

M∞(γ∞)(B∞) = B∞

(
e2ıπα 0

0 e2ıπβ

)
.

Preuve. - En fait, chacun des lacetsγa fait un tour dans le sens positif autour dea et l’on appliqueloc. cit..
�

Formule int égrale de Barnes

Il s’agit d’une autre façon d’obtenir des solutions de(Eα,β,γ) ; nous nous contenterons de l’esquisser sans
justifications compl̀etes, renvoyant pour les détailsà [14], chap. 2, §2.1.3, [15], chap.2, §10, [26], chap. 2,
§2.3 et [53], chap. 14, §14.5. Elle repose sur la transformation de Mellin. Nous cherchonsà exprimer une
solution f de(Eα,β,γ) dans l’ouvert simplement connexeC\R+ sous la forme :

f (z) =
Z +ı∞

−ı∞
g(s)(−z)s ds.

Il faudra choisir un chemin d’intégration dansC de−ı∞ à+ı∞, déterminer quelles conditions sur la fonction
g(s) assurent quef est solution de(Eα,β,γ), trouver la fonctiong et vérifier que les calculs interḿediaires
(intégration, d́erivation sous le signe somme ...) ont un sens (ce que nous ne ferons pas). L’interêt d’écrire
f (z) sous la forme detransforḿee de Mellindeg(s) vient de ce que les fonctions(−z)s sont des vecteurs
propres deδ (valeur propres) : c’est donc une sorte d’écriture dans une base de vecteurs propres. Les calculs
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qui suivent sont largement heuristiques.

Nous supposons que l’intégration a lieu le long d’un cheminC qui suit l’axe ıR de−ı∞ jusqu’en un
certain point, s’eńecarte sur une distance finie puis y revient et le suit jusqu’en+ı∞. Ce chemin sera décrit
préciśement plus loin. Si la fonctiong décroit suffisamment vite aux bornes deC, on a :

−z(δ+α)(δ+β)
Z

C
g(s)(−z)s ds=

Z
C
(s+α)(s+β)g(s)(−z)s+1 ds

et

δ(δ+ γ−1)
Z

C
g(s)(−z)s ds=

Z
C

s(s+ γ−1)g(s)(−z)s ds=
Z

C−1
(s+1)(s+ γ)g(s+1)(−z)s+1 ds.

Si l’on suppose de plus que le cheminC a ét́e choisi tel qu’il n’y ait aucun p̂ole deg(s) entreC et C+ 1
(donc aucun p̂ole deg(s+1) entreC−1 etC), on a (Cauchy) :Z

C−1
(s+1)(s+ γ)g(s+1)(−z)s+1 ds=

Z
C
(s+1)(s+ γ)g(s+1)(−z)s+1 ds,

d’où :

[z(δ+α)(δ+β)−δ(δ+ γ−1)] f (z) =−
Z

C
[(s+α)(s+β)g(s)+(s+1)(s+ γ)g(s+1)] (−z)s+1 ds.

Ainsi, pour quef (z) soit solution de(Eα,β,γ), il suffitqueg soit solution de l’́equation aux diff́erences:

(s+α)(s+β)g(s)+(s+1)(s+ γ)g(s+1) = 0.

Rappel ([8], chap. VII). -La fonction Gamma est définie, pourRe(z) > 0, par :

Γ(z) =
Z ∞

0
e−ttz−1 dt.

Elle admet un prolongement analytiqueà C \ (−N) et vérifie l’équation fonctionnelle :Γ(z+ 1) = zΓ(z).

En tout−k∈ N elle admet un p̂ole simple de ŕesidu (−1)k

k! . Elle ne s’annule pas.

De l’équation fonctionnelle, on tire que la fonctionΓ(α+s)Γ(β+s)Γ(−s)
Γ(γ+s) est un candidat pour jouer le rôle

deg(s). Son lieu singulier estN∪(−α−N)∪(−β−N). On peut maintenant décrire le chemin d’int́egration
C. Il suit l’axe ıR sauf en trois portions : il contourne−α−N et−β−N par la droite ; il contourneN par la
gauche,̀a distance> 1 (pour qu’il n’y ait pas de p̂oles deg entreC etC+1).

Exercice 4.1.10Justifier toutes les propriét́es de convergence nécessaires.
Indication : on trouvera dans [8], chap. VII,§2.4, p. 17 l’estimation asymptotique de Stirling :

Γ(z)∼
√

2π exp(zlogz−z− 1
2

logz),

(valable dans des domaines convenables) et, dans l’exercice 2 p. 21 : pour s fixé et t→+∞, le cas particu-
lier : Γ(s+ ıt)∼

√
2π |t|s− 1

2 e−
π
2 |t|. De nombreuses précisions figurent dans [53], chap. 13,§13.6.

Théorème 4.1.11Outre les hypothèses en vigueur jusque là, on suppose ici que α,β,γ,γ−α,γ−β 6∈ Z. On
a alors la formule de Barnes :

F(α,β,γ;z) =
1

2ıπ
Γ(γ)

Γ(α)Γ(β)

Z
C

Γ(α+s)Γ(β+s)Γ(−s)
Γ(γ+s)

(−z)s ds.
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Preuve. - On peut prouver cette formule par déformation de contour. On introduit le chemin d’intégration
C+

N pour N > 0 entier suffisamment grand : il longe l’axeıR de−ı∞ à −ıN ; il est horizontal de−ıN
à −ıN + N, vertical de−ıN + N à +ıN + N, avec un petit d́ecrochement pour passer entreN et N + 1,
horizontal de+ıN + N à +ıN ; enfin, il longe l’axeıR de+ıN à +ı∞. On v́erifie à l’aide de l’estimation
de Stirling que l’int́egrale le long deC+

N tend vers 0 lorsqueN → ∞. L’int égrale le long deC est donc (au

signe pr̀es) la somme des résidus de la fonction Γ(γ)
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+s)Γ(β+s)Γ(−s)
Γ(γ+s) (−z)s en les p̂oles compris entre

les deux contours. Ces pôles sont les entiers naturels≤ N et le ŕesidu enn∈ N est, d’apr̀es le “rappel” :

Γ(γ)
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+n)Γ(β+n)
Γ(γ+n)

(−z)n (−1)n

n!
,

car le ŕesidu deΓ(−s) enn est l’oppośe du ŕesidu deΓ(s) en−n. Enfin, de la formule(x)n = Γ(x+n)
Γ(x) , on tire

que l’expression préćedente vaut :
(α)n(β)n

(1)n(γ)n
zn,

En faisant tendreN vers∞, on obtient la formule de Barnes. �

4.1.3 Formules de connexion

Pour d́ecrire explicitement “la” repŕesentation de monodromie, il suffit de décrire l’effet sur l’une des
trois basesB0,B1,B∞ de deux des trois lacetsγ0,γ1,γ∞. Comme on connait l’effet de chaqueγa sur la base
Ba (monodromie locale), il suffit de connaitre une formule de connexion, c’est-à-dire une matrice de pas-
sage entre deux de ces bases.

On va suivre ici deux ḿethodes (parmi de nombreuses possibles, voir [26], chap. 2, §2.4). La première
repose sur la formule intégrale de Barnes et ne sera donc pas entièrement justifíee. Elle est totalement
explicite ; elle fournit tous les coefficients d’une matrice de passage entre deux bases connues. Elle est
transcendante, comme toutes les méthodes qui fournissent des résultats explicites. Elle est providentielle
puisqu’elle utilise des informations auxquelles on ne peut espérer avoir acc̀es en ǵeńeral.

La deuxìeme ḿethode est duèa Riemann, [43]. Elle est algébrique et systématique, en ce qu’elle n’uti-
lise que l’information contenue dans le schéma de Riemann. Elle n’est pas explicite en ce que la base dans
laquelle est expriḿee la monodromie n’est connue qu’à un facteur constant près sur chaque fonction. Elle
détermine donc le groupe de monodromie (à conjugaison près) mais ne d́ecrit pas son action : on ne peut
même pas en d́eduire la monodromie de la série hyperǵeoḿetrique ; ce genre d’information n’est accessible
que par voie transcendante. En substance, elle dità quoi ressemblent toutes les représentations de rang 2 du
groupe libreà deux ǵeńerateurs. Ce point de vue est détaillé, par exemple, dans [26], chap. 2, §2.4.2, ainsi
que dans [2] et [54]mais nous nous en tiendronsà la d́emarche artisanale de Riemann.

Monodromie via la formule de Barnes

On proc̀ede encore par déformation de contour. On introduit le contourC−N suivant, d́efini pourN > 0
entier suffisamment grand. Il longe l’axeıR de−ı∞ à−ıN ; il est horizontal de−ıN à−ıN−N, vertical de
−ıN−N à +ıN−N sauf au passage des séries de p̂oles−α−N (resp.−β−N), où il effectue des petits
décrochements pour passer entre−α−N et−α−N− 1 (resp. entre−β−N et−β−N− 1), horizontal
de+ıN−N à +ıN ; enfin, il longe l’axeıR de+ıN à +ı∞. On v́erifie à l’aide de l’estimation de Stirling
que l’intégrale le long deC−N tend vers 0 lorsqueN → ∞. L’int égrale le long deC est donc (au signe près)

la somme des résidus de la fonction Γ(γ)
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+s)Γ(β+s)Γ(−s)
Γ(γ+s) (−z)s en les p̂oles compris entre les deux

contours. Ces p̂oles sont les−α−n et les−β−n, pour les entiers naturelsn≤N et les ŕesidus en ces points
sont donńes par l’exercice suivant.
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Exercice 4.1.12Montrer que le ŕesidu de la fonction Γ(γ)
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+s)Γ(β+s)Γ(−s)
Γ(γ+s) (−z)s en le p̂ole−α−n est

égalà :

Γ(γ)
Γ(α)Γ(β)

Γ(β−α−n)Γ(α+n)
Γ(γ−α−n)

(−z)−α z−n

n!
= (−z)−α Γ(γ)Γ(β−α)

Γ(β)Γ(γ−α)
(α)n(α− γ+1)n

(1)n(α−β+1)n
z−n,

cette dernìereégalit́e venant de la formuleΓ(x−n) = (−1)n Γ(x)
(−x+1)n

.

Proposition 4.1.13 On a la formule de connexion :

F(α,β,γ;z) =
Γ(γ)Γ(β−α)
Γ(β)Γ(γ−α)

(−z)−αF(α,α− γ+1,α−β+1;
1
z
)

+
Γ(γ)Γ(α−β)
Γ(α)Γ(γ−β)

(−z)−βF(β,β− γ+1,β−α+1;
1
z
).

Preuve. - Utiliser l’exercice (et la formule correspondante pourβ) et sommer pour tous les pôles. �

Corollaire 4.1.14 On considère les bases B0 et B∞ restreintes au demi-plan de Poincaré H . On a la formule
de connexion B0 = B∞P, avec :

P =

(
e−ıπα Γ(γ)Γ(β−α)

Γ(β)Γ(γ−α) e−ıπα′ Γ(γ′)Γ(β′−α′)
Γ(β′)Γ(γ′−α′)

e−ıπβ Γ(γ)Γ(α−β)
Γ(α)Γ(γ−β) e−ıπβ′ Γ(γ′)Γ(α′−β′)

Γ(α′)Γ(γ′−β′)

)
.

On a posé α′ = α− γ+1, β′ = β− γ+1 et γ′ = 2− γ.

Preuve. - Outre les syḿetries d́ejà évoqúees dans l’́ecriture des solutions, on a utilisé leségalit́es(−z)α =
e−ıπαzα et (−z)β = e−ıπβzβ valables dansH . �

Corollaire 4.1.15 La monodromie est décrite par l’effet des lacets γ0 et γ∞ sur la base B0 :

M(γ0)B0 = B0

(
1 0
0 e−2ıπγ

)

M(γ∞)B0 = B0 P−1
(

e2ıπα 0
0 e2ıπβ

)
P.

�

La méthode de Riemann : la monodromie sans calcul

Elle s’appliquèa uneéquation de Riemann géńerique :P

 a b c
α β γ ;z
α′ β′ γ′

, α+α′+β+β′+γ+γ′ = 1,

α′−α,β′−β,γ′− γ 6∈ Z. Les solutionsPα, . . . ,Pγ′ assocíees aux exposantsα, . . . ,γ′ sont bien d́efiniesà un
facteur non nul pr̀es. On jouera sur cette indétermination. On les suppose définies sur un ouvert simplement
connexe deS, obtenu apr̀es avoir pratiqúe une coupure, par exemple le long deabcet l’on écrit les formules
de connexion :

Pα = aβPβ +aβ′P
β′

= aγP
γ +aγ′P

γ′ ,

Pα′ = a′βPβ +a′β′P
β′

= a′γP
γ +a′γ′P

γ′ ,
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les coefficientsaβ, . . . ,a
′
β′ étant constants. En termes de bases :

Ba = BbB = BcC, avecB =

(
aβ a′β
aβ′ a′β′

)
etC =

(
aγ a′γ
aγ′ a′γ′

)
.

On fixe un point-basep∈S\{a,b,c} et des lacetsγa,γb,γc de basep respectivement simples positifs autour
dea,b,c, satisfaisant l’unique relation :λcλbλa = 1. Notons que Riemann prenda = 0,b = ∞,c = 1.

Exercice 4.1.16Décrire le groupe de monodromie exprimé dans la baseBa à l’aide des matrices de connexion

BetC et des matrices de monodromie locale :Aa =
(

e2ıπα 0
0 e2ıπα′

)
, Ab =

(
e2ıπβ 0

0 e2ıπβ′

)
, Ac =

(
e2ıπγ 0

0 e2ıπγ′

)
.

Si l’on applique (l’automorphisme de monodromie associé au lacet)λc = λ
−1
a λ

−1
b à la premìere relation

de connexion, on voit que :

1. Pγ est transforḿe ene2ıπγPγ et Pγ′ en e2ıπγ′Pγ′ , donc aγPγ + aγ′P
γ′ est transforḿe enaγe2ıπγPγ +

aγ′e
2ıπγ′Pγ′ ;

2. Pα = aβPβ + aβ′P
β′ est transforḿe d’abord ene−2ıπαPα = e−2ıπα(aβPβ + aβ′P

β′) (par λ
−1
a ) puisen

e−2ıπα(aβe−2ıπβPβ +aβ′e
−2ıπβ′Pβ′) (parλ

−1
b ).

On obtient finalement les relations :{
aβPβ +aβ′P

β′ = aγPγ +aγ′P
γ′

aβe−2ıπ(α+β)Pβ +aβ′e
−2ıπ(α+β′)Pβ′ = aγe2ıπγPγ +aγ′e

2ıπγ′Pγ′ .

On introduit un complexe non préciśe σ, que l’on fixera plus tard. En calculant :

eσıπ× (la premìere relation)−e−σıπ× (la deuxìeme relation)

et en remarquant queeσıπ−e(2τ−σ)ıπ = 2ısin(σ− τ)π×eτıπ, on obtient :

aβ sin(σ+α+β)π e−(α+β)ıπPβ +aβ′ sin(σ+α+β′)π e−(α+β′)ıπPβ′ = aγ sin(σ−γ)π eγıπPγ +aγ′ sin(σ−γ′)π eγ′ıπPγ′ .

Les m̂emes calculs menésà partir des formules de connexion pourPα′ donnent :

a′β sin(σ+α′+β)π e−(α′+β)ıπPβ +a′β′ sin(σ+α′+β′)π e−(α′+β′)ıπPβ′ = a′γ sin(σ−γ)π eγıπPγ +a′γ′ sin(σ−γ′)π eγ′ıπPγ′ .

Hypothèse :nous supposerons dorénavant que l’on est dans le casirr éductible, autrement dit, qu’aucun
des coefficients de connexionaβ, . . . ,a

′
γ′ n’est nul. La signification de cette hypothèse peut̂etre approch́ee

comme suit. Dans le cas contraire, on aurait une même fonctionP vecteur propre de la monodromie pour
deux des trois lacets, donc aussi pour le troisième. Elle serait donc de la forme(z−a)α(z−b)βQ avecQ
uniforme, d’où, à une conjugaison près (par la fonction(z−a)α(z−b)β), la possibilit́e de factoriser notre
équation de d́epart (plus pŕeciśement, l’oṕerateur diff́erentiel correspondant) sur le corps des fonctions
méromorphesC(z). En premìere approche, on peut considérer ce cas comme déǵeńeŕe : la repŕesentation
de monodromie estréductible, voir [2], [26], [54].

Remarque 4.1.17Pour des compléments sur la signification de cette hypothèse, voir l’examen de fin
d’anńee.
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Revenant̀a notre calcul, on fait respectivementσ = γ etσ = γ′ dans les deux dernières relations obtenues.
On a deux́egalit́es reliant deux bases, et, avec l’hypothèse d’irŕeductibilit́e :

aγ

a′γ
=

aβ sin(α+β+ γ′)π e−αıπ

a′β sin(α′+β+ γ′)π e−α′ıπ

=
aβ′ sin(α+β′+ γ′)π e−αıπ

a′β′ sin(α′+β′+ γ′)π e−α′ıπ

aγ′

a′γ′
=

aβ sin(α+β+ γ)π e−αıπ

a′β sin(α′+β+ γ)π e−α′ıπ

=
aβ′ sin(α+β′+ γ)π e−αıπ

a′β′ sin(α′+β′+ γ)π e−α′ıπ .

Exercice 4.1.18Vérifier que ceśegalit́es fournissent deux expressions distinctes pour le rapport
aβ
a′β

/
aβ′
a′β′

et

que ces expressions ont même valeur gr̂aceà la relation de Fuchs.

Nous utilisons maintenant notre liberté de choix des fonctionsPα, . . . ,Pγ′ à un facteur d’́echelle pr̀es.
Cela permet de prescrire arbitrairement, par exemple,aβ, aβ′ , aγ, aγ′ et l’une des autres constantes. Voici les
choix de Riemann :

aβ =
sin(α+β′+ γ′)π

sin(β′−β)π

aβ′ = −sin(α+β+ γ)π
sin(β′−β)π

a′β =
sin(α′+β′+ γ)π

sin(β′−β)π

a′β′ = −sin(α′+β+ γ′)π
sin(β′−β)π

aγ =
sin(α+β′+ γ′)π

sin(γ′− γ)π
e(α′+γ)ıπ

aγ′ = −sin(α+β+ γ)π
sin(γ′− γ)π

e(α′+γ′)ıπ

a′γ =
sin(α′+β+ γ′)π

sin(γ′− γ)π
e(α+γ)ıπ

a′γ′ = −sin(α′+β′+ γ)π
sin(γ′− γ)π

e(α+γ′)ıπ.

Théorème 4.1.19La représentation de monodromie dans la base Ba est donnée par :

λa 7→
(

e2ıπα 0
0 e2ıπα′

)

λb 7→

(
aβ a′β
aβ′ a′β′

)−1(
e2ıπβ 0

0 e2ıπβ′

)(
aβ a′β
aβ′ a′β′

)

λc 7→
(

aγ a′γ
aγ′ a′γ′

)−1(
e2ıπγ 0

0 e2ıπγ′

)(
aγ a′γ
aγ′ a′γ′

)
.

Exercice 4.1.20Vérifier que ces images sont compatibles avec la relationλcλbλa = 1 entre les clasees
d’homotopie de ces lacets.
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Exercice 4.1.21Décrire la repŕesentation de monodromie dans les basesBb et Bc.

Exercice 4.1.22Comparer ces résultats avec ceux obtenus pour l’équation hyperǵeoḿetrique.

Exercice 4.1.23Reprendre l’́etude dans le cas réductible, en supposant, par exemple, quePα = Pβ = Pγ.
Indication : on pourra distinguer le cascompl̀etement ŕeductible, où l’on peut prendre Pα

′
= Pβ′ = Pγ′ , du

cas ŕeductible ǵeńerique, òu la monodromie n’admet qu’une droite stable.

4.2 La correspondance de Riemann-Hilbert

Selon les mots de Hilbert au Congrés International des Mathématiciens en 1900, son vingt-et-unième
probl̀eme (que “Riemann avait déjà en vue”), “consisteà démontrer qu’il existe toujours unéequation
différentielle lińeaire de la classe de M. Fuchs ayant des points critiques donnés et un groupe de mono-
dromie donńe”. En fait, il y a trois traductions possibles : on peut chercher deséquations fuchsiennes (ou
singulìeres ŕegulìeres, ce qui revient au m̂eme), des systèmes fuchsiens ou des systèmes singuliers réguliers.
Nous commencerons par le dernier cas, car c’est le seul où la ŕeponse est toujours positive, et finirons par
le premier, qui est le plus défavorable.

Jusqu’̀a la fin de ce chapitre, nous fixons un lieu singulierΣ = {z1, . . . ,zm,zm+1 = ∞} ⊂ S, un point-
basep ∈ S\ Σ, et des lacetsγk (1 ≤ k ≤ m+ 1) dansS\ Σ, de basep et simples positifs autour dezk.
Ainsi, γ1, . . . ,γm sont des ǵeńerateurs libres du groupe fondamentalπ1(S\Σ, p), ce qui permet d’identifier
l’ensembleRn des anti-repŕesentations deπ1(S\ Σ, p) dansGLn(C) à l’ensembleGLn(C)m. Ce dernier
s’identifie naturellement̀a un ouvert dense deCn2m, ce qui permet de considérer l’ensembleRn comme une
variét́e analytique de dimensionn2m. Pŕecisons enfin que nous voulons aborder une situationnon ab́elienne,
et que nous supposerons donc partout quem,n≥ 2.

Exercice 4.2.1La bijection ci-dessus entre l’ensembleRn et la varíet́e GLn(C)m dépend du choix des
géńerateurs du groupe fondamental. Montrer que la structure de variét́e d́efinie surRn n’en d́epend pas.

Exercice 4.2.2On suppose que la matriceA dépend analytiquement de paramètres complexest1, . . . , tr .
Montrer que l’application qui,̀a (t1, . . . , tr), associe sa représentation de monodromie, est analytique.
Indication : il s’agit de la d́ependance analytique des solutions d’équations diff́erentielles par rapport aux
param̀etres (et aux conditions initiales), voir par exemple [9], chap. VII,§2.1, ou [12], chap. X,§7.

Pour d́efinir rigoureusement l’application quià uneéquation ou un système associe “sa” représentation
de monodromie, nous fixons un ouvert non vide simplement connexeΩ, qui contientp. A tout syst̀eme
diff érentiel(SA) de matriceA régulier surS\Σ, on peut associer son unique solution fondamentaleX (z)
sur Ω soumise aux conditions initialesX (p) = In. Le prolongement analytique le long du lacetγk (1≤
k≤ m+ 1) donne une solutionX (z)Mk et nous prenons pour représentation de monodromie associée au
syst̀eme de matriceA l’ élément deRn qui s’identifie aum-uplet(M1, . . . ,Mm) deGLn(C)m. Cela s’applique
en particulier aux systèmes singuliers réguliers, aux systèmes fuchsiens et auxéquations fuchsiennes. Dans
ce dernier cas, on utilise le système associé, dont une solution (matricielle) fondamentale admet comme
premìere ligne une base fondamentale de solutions de l’équation : c’est donc par rapportà cette base
qu’est calcuĺee la monodromie. Si l’on utilise une autre solution fondamentale ou une autre base, on obtient
évidemment une représentation conjugúeeà celle que nous venons de décrire, donc cod́ee par unm-uplet
de la forme(CM1C−1, . . . ,CMmC−1) deGLn(C)m. On est donc conduit̀a faire oṕererGLn(C) surGLn(C)m

par conjugaison, selon la formule ci-dessus. L’ensemble quotient (ensemble des orbites) est l’ensemblesCn

des classes (de conjugaison) de représentations.
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4.2.1 Syst̀emes singuliers ŕeguliers

Le théor̀eme qui suit áet́e d́emontŕe pour la premìere fois par Plemelj en 1908 ; celui-ciétendait ainsi un
théor̀eme de Hilbert, d́emontŕe en dimension 2. Le théor̀eme a ensuitéet́e d́emontŕe ind́ependamment par
Birkhoff en 1913, de manière plus simple et ǵeńeralisable. De m̂eme que leśequations int́egrales peuvent
servirà d́emontrer les th́eor̀emes d’existence de Cauchy, de même leśequations int́egrales singulìeressont
l’outil adapt́e ici.

Théorème 4.2.3Toute représentation de monodromie peut être réalisée (à conjugaison près) par un système
régulier sur S\Σ, fuchsien en z1, . . . ,zm et singulier régulier en zm+1 = ∞.

Preuve. - La preuve de ce th́eor̀eme fera appel̀a deux th́eor̀emes de factorisation de matrices analytiques :
le lemme de Cartan et le lemme (oupreliminary theorem) de Birkhoff. En fait, ces deux th́eor̀emes peuvent
être subsuḿes sous un seul, la forme complète du preliminary theorem, mais cela n’éclaire pas vraiment la
situation. Il y a en effet deux problématiques distinctes :

1. Celle d’un ouvert deC, donc d’une surface de Riemannouverte, donc d’une varíet́e de Stein. Ici,
les matrices de monodromie sont quelconques et l’idée ǵeoḿetrique sous-jacente est que tout fibré
holomorphe sur un tel espace est trivial.

2. Celle deS, donc d’une surface de Riemanncompacte. Les matrices de monodromie sont liées par une
relation (dans le cas de la sphère de Riemann, leur produit est trivial), une sorte de “compensation”
dueà la compacit́e. Maintenant, les fibrés ne sont pas nécessairement triviaux, mais, en genreg = 0
(cas de la sph̀ere de Riemann), ils sont tout de même assez simples.

Voici l’ énonće du lemme de Cartan, que l’on admettra. On peut en trouver une preuve dans [21], chap.
VI, sec. E, th. 7, p. 195. Une version un peu plus géńerale est́enonćee dans [3], chap. VII, §4.2.

Théorème 4.2.4Pour tout compact non vide K de C, notons O(K) l’anneau des (germes de) fonctions
analytiques au voisinage de K. On considère les deux rectangles compacts ainsi définis :{

K′ = [a1;a3]+ ı [b1;b2]
K′′ = [a2;a4]+ ı [b1;b2]

,

où a1 < a2 < a3 < a4 et b1 < b2 ; donc K =
de f

K′∩K′′ = [a2;a3]+ ı [b1;b2]. Alors l’application suivante est

surjective : {
GLn(O(K′))×GLn(O(K′′))→GLn(O(K))
(F ′,F ′′) 7→ F ′F ′′ (produit des restrictions au domaine commun de définition)

.

Voici la forme simple (un seul contour) du lemme de Birkhoff, dont nous nous servirons ici, età nouveau
lors de la classification des systèmes auxq-diff érences fuchsiens. La preuve, tirée, pour l’essentiel, de [6],
en sera donńee en appendice, ainsi que les définitions pŕecises des termes employés.

Théorème 4.2.5Soit C une courbe analytique fermée simple de C qui entoure 0 et soit M(z) une matrice
holomorphe inversible dans un voisinage de C. Soient D0, D∞ les composantes connexes de S\C contenant
respectivement 0 et ∞. Il existe alors un voisinage ouvert V0 de D0 et un voisinage ouvert V∞ de D∞ et des
matrices M(0), M(∞) holomorphes inversibles respectivement sur V0 et V∞ \ {∞}, la matrice M(∞) étant de
plus holomorphe (mais pas nécessairement inversible) en ∞, et telles que, sur V0∩V∞ :

M(0) = M(∞) M.

Avant d’attaquer la construction proprement dite, un petit sorite expliquera la méthode. Supposons que
le probl̀eme soit ŕesolu sur un ouvertU ′, par un syst̀eme de matriceA′ fuchsienne en toutes les singularités
dansU ′ et qui y admet (̀a conjugaison près) la bonne monodromie : elle a donc une solution fondamentale
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X ′(z) sur un ouvert simplement connexe deU ′ dont la monodromie le long des lacetsγk concerńes est
donńee par les matrices prescrites. SiH ′ est holomorphe inversible surU ′, H ′[A′] est encore fuchsienne et
admet la m̂eme monodromie, pour la solution fondamentaleH ′(z)X ′(z). Si la matriceH ′ estméromorphe
en l’un des points critiques dansU ′, H ′[A′] serasingulìere ŕegulìereen ce m̂eme point.

Enfin, si une situation analogue a lieu sur l’ouvertU ′′, avec matriceA′′ et solution fondamentaleX ′′(z)
on peut recoller les matricesH ′[A′] et H ′′[A′′] (qui résolvent notre problème respectivement surU ′ etU ′′)
en une matrice qui le résoud surU ′∪U ′′, à la seule condition que ces deux matrices coı̈ncident surU ′∩U ′′.
Mais celaéquivautà l’égalit́e H ′(z)X ′(z) = H ′′(z)X ′′(z) surU ′∩U ′′. Il s’agit donc de factoriser la matrice
X ′′(z)(X ′(z))−1. Cela sera possible, selon le contexte,à l’aide d’un des deux th́eor̀emes de factorisation qui
préc̀edent.

Première étape : points critiquesà distance finie

A transformation affine du plan près, on peut supposer que les abcisses (parties réelles) des points cri-
tiques sont deux̀a deux distinctes ; quittèa les renuḿeroter, on peut les supposer croissantes (les points
z1, . . . ,zm vont de gauchèa droite). A conjugaison près, on peut́egalement changer de point-basep et sup-
poser qu’il y a un rectangle compact horizontal (donc vertical !)R qui contient tous les points critiquesà
distance finie mais pasp. On consid̀ere, pourk = 1, . . . ,m−1, un rectangleRk défini comme la partie deR
à gauche d’une ligne verticale séparantzk dezk+1.

On sait ŕesoudre le problème localement pour un seul pôle, avec un système fuchsien standard (chapitre
3) ; donc, il est ŕesolu au voisinage deR1. On le suppose résolu au voisinage deRk ; on sait le ŕesoudre
(c’està nouveau un problème local) au voisinage d’un rectangleR′ contenantzk+1, rencontrantRk et tel que
Rk+1 = Rk∪R′. En appliquant le lemme de Cartan, selon la méthode expliqúee dans le sorite, on construit
donc par ŕecurrence une solution au voisinage deR.

Deuxièmeétape : jusqu’à l’infini (et plus si affinit és)

A translation pr̀es, on peut supposer que le rectangleR contient l’origine. SoitC un contour analytique
fermé qui entoureR mais inclus dans le voisinageU ′ deR sur lequel le probl̀eme aét́e ŕesoluà la premìere
étape, et soientA′ la matrice fuchsienne etX ′(z) une solution fondamentale ayant la monodromie prescrite.

SoitU ′′ un voisinage ouvert simplement connexe de∞ contenantC et ne rencontrant pasR, et A′′ une
matrice qui ŕesoud le probl̀eme surU ′′, pour une solution fondamentaleX ′′(z). Du fait que l’on a une
représentationde monodromie, la monodromie en∞ compense toutes les autres, et les fonctions matri-
cielles X ′(z) et X ′′(z) ont même monodromie le long deC. Par conśequent, la fonction matricielle ho-
lomorphe inversibleX ′′(z)(X ′(z))−1 admet un prolongement analytiqueuniformeà la couronneU ′ ∩U ′′.
On peut appliquer̀a cette fonction matricielle le lemme de Birkhoff, obtenant ainsi une fonction matri-
cielle holomorphe inversibleH ′ surU ′ et une fonction matricielle holomorphe inversibleH ′′ surU ′′ \{∞}
(et méromorphe en∞) telles queH ′(z)X ′(z) = H ′′(z)X ′′(z) surU ′ ∩U ′′. On peut donc recoller les deux
syst̀emes surU ′ ∪U ′′ = S, obtenant ainsi un système ŕegulier surS\Σ, fuchsien surΣ \ {∞} et singulier
régulier en∞ et de monodromie prescrite (à conjugaison près). Le syst̀eme ainsi construit est rationnel, car
méromorphe sur la sphère de Riemann. �

Exercice 4.2.6Discuter l’injectivit́e de la correspondance de Riemann-Hilbert. Plus préciśement, soientA
et B les matrices de deux systèmes ŕeguliers surS\Σ, fuchsiens surΣ\{∞} et singuliers ŕeguliers en∞ et
de m̂eme monodromie (à conjugaison près). D́emontrer qu’ils sont ḿeromorphiquement́equivalents, avec
une transformation de jauge dont les seuls pôles sont dansΣ. Cette transformation de jauge est rationnelle.
Indication : soientX et Y des solutions fondamentales respectives de(SA) et de(SB) qui ont m̂eme mono-
dromie (v́erifier qu’il en existe) ; poser F= Y X−1.
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4.2.2 Syst̀emes fuchsiens

Exercice 4.2.7Un syst̀eme fuchsien surS à p̂oles dansΣ s’écrit :

X′(z) =

(
m

∑
i=1

Ai

z−zi

)
X(z),

les matrices ŕesiduellesAi étant constantes. La matrice résiduellèa l’infini est :

Am+1 =−
m

∑
i=1

Ai .

En 1908, Plemelj a résolu positivement le problème dans ce cas. Il construit d’abord une solution fuch-
sienne partout sauf en∞, où elle est singulìere ŕegulìere (voirsupra). Puis il montre comment rendre le
syst̀eme fuchsien partout ;mais cette partie de la preuve est incorrecte, ce qui n’aét́e remarqúe que plu-
sieurs d́ecennies plus tard. Voici les cas où une solution positive áet́e (correctement) trouvée.

1. L’une des matrices de monodromieMi est semi-simple : dans ce cas, les preuves de Plemelj et de
Birkhoff marchent.

2. Si toutes les matricesMi sont “suffisamment proches deIn”, Lappo-Daniliewski a construit une solu-
tion explicite en 1928.

3. Sin = 2 etm quelconque, Dekkers a obtenu la solution en 1979.

4. Si la repŕesentation est irréductible, Kostov (1991) et Bolibruch (1992) ont obtenu une solution posi-
tive.

Bolibruch a obtenu, entre 1989 et 1992, des contre-exemples avec 3 singularités en dimension 4, et aussi
avec 4 singularit́es en dimension 3, et analysé pŕeciśement les conditions de résolubilit́e du probl̀eme ; voir
[26] et surtout [2] (ainsi que [5] pour un survey).

4.2.3 Equations fuchsiennes

Il est connu depuis avant Hilbert, que, pour(m,n) 6= (2,2), la solution n’est pas possible avec des
équations fuchsiennes : cela résulte d’un “comptage des constantes”, autrement dit, d’un argument de di-
mensions. Sans vouloir en donner une démonstration complète, on va tout de m̂eme essayer de préciser
les raisons math́ematiques de cette impossibilité. Comme aucun argument de dimension ne peut empêcher
une application quelconque d’être surjective, il faut bieńetablir que l’application “repŕesentation de mo-
nodromie associée” ou l’application “classe de conjugaison de la représentation de monodromie associée”
poss̀ede quelque propriét́e sṕeciale. La continuit́e ne suffirait pas, comme le montrent les exemples de
courbes qui remplissant un carré (Hilbert, Peano, Von Koch ...) et la linéarit́e serait sans doute trop deman-
der. On va montrer qu’elle est analytique. On introduit d’abord l’ensembleEn deséquations fuchsiennesà
pôles dansΣ.

Exercice 4.2.8Montrer qu’une telléequation est de la formef (n) +a1 f (n−1) + · · ·+an f , où chaqueai est
de la formePi/[(z−z1) · · ·(z−zm)]i , Pi étant un polyn̂ome de degŕe≤ (m−1)i. En d́eduire queEn est un
espace affine de dimensionmn(n+1)/2−n(n−1)/2.

Il découle alors de l’exercice 4.2.2 que l’application “représentation de monodromie associée” est analy-
tique deEn dansRn. Comme la dimension deRn est bien suṕerieureà celle deEn, l’application n’a aucune
chance d’̂etre surjective. Cependant, ce qui nous intéresse est la possibilité de ŕealiser une représentation
à conjugaison près. Il faudrait donc munirCn d’une structure de variét́e analytique telle que la surjection
canonique deRn surCn soit analytique et permette de calculer la dimension de ce quotient. En fait, l’action
de conjugaison deGLn(C) surRn n’est pas assez “bonne” pour cela, en tout cas, pas partout. On va donc se
restreindrèa une classe de représentations qui se comporte bien.
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NotonsR ′
n le sous-espace deRn formé des repŕesentations irŕeductibles (aucun sous-espace autre que 0

et l’espace total n’est stable). On peut montrer que c’est un ouvert dense deRn, donc une varíet́e analytique ;
voir par exemple [20], §9.

Exercice 4.2.9Le démontrer lorsquen = 2.

On peut montreŕegalement que l’imageC ′
n de R ′

n dansCn peutêtre munie d’une unique structure de
variét́e analytique de dimensionn2m− (n2−1) telle que la projectionR ′

n → C ′
n est une fibration (loc. cit.,

th. 27).

Exercice 4.2.10Montrer que le noyau de l’action par conjugaison deGLn(C) sur Rn estC∗ : c’est donc
PGLn(C) qui op̀ere. Montrer que l’action de ce dernier surR ′

n est sans point fixe et en déduire la dimension
des fibres de la fibrationR ′

n → C ′
n.

Indication : cela d́ecoule du lemme de Schur sur les morphismes de représentations irŕeductibles.

SoitE ′
n l’image ŕeciproque deR ′

n par l’application deEn dansRn. On peut montrer qu’elle est constituée
deséquations fuchsiennes dont l’opérateur associé est factorisable, et que c’est un ouvert dense deEn.

Exercice 4.2.11Le démontrer lorsquen = 2.

L’application deE ′
n dansC ′

n ne peut̂etre surjective que si celle deEn dansCn l’est. Cela n’est possible
que sin2m− (n2−1)≤mn(n+1)/2−n(n−1)/2, ce qui entrainem≤ (n+2)/n, doncm= n = 2.

Exercice 4.2.12Déduire de l’́etude faite en 4.1 que, pourm= n = 2, on a bien la surjectivité.
Indication : la section 4.1 est loin d’être suffisantèa elle seule, car elle ne permet de traiter que le cas
géńerique d’une repŕesentation irŕeductible avec des géńerateurs semi-simples.

Remarque 4.2.13Un contournement classique de l’obstruction ci-dessus (dimension de l’espace de départ
insuffisante) est l’introduction desingularit́es apparentes: on autorise deśequations fuchsiennes ayant des
pôles suppĺementaires, mais en lesquels la monodromie des solutions est triviale. Bolibruch a démontŕe
que, si l’on ajoute exactement le nombre de singularités apparentes nécessaire pour que la dimension de
l’espace de d́epart soit suffisante, alors la réponse est positive ; voir [2].
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Deuxième partie

Equations auxq-diff érences
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Chapitre 5

Introduction et boite à outils

Dans toute cette partie du cours,q désigne un complexe non nulde module diff́erent de1 : cette condition
est essentielle si l’on veut faire de l’analyse. Cependant, deux conventions sont répandues : 0< |q| < 1 et
|q|> 1. Elles jouent un r̂ole parfaitement syḿetrique, mais donnent lieùa des formules diff́erentes.

Exercice 5.0.14Trouver dans [13] des incohérences dues au mélange de ces deux conventions.

Dans la section 5.1, nous supposerons que 0< |q|< 1, pour pouvoiŕetudier les śeries hyperǵeoḿetriques
basiques avec les formules répandues dans la littérature [16], etc ... Puis, pour la théorie ǵeńerale, on prendra
|q|> 1, comme dans [47] qui est le support des chapitres qui vont suivre.

5.1 Equation hyperǵeométrique basique

Dans cette seule section, on a 0< |q| < 1 ; on peut donćecrireq = e2ıπτ avecτ ∈ H . Chaque fois que
l’on lira x = qξ, resp.q→ 1, il faudra donc comprendrex = e2ıπτξ, resp.τ→ 0 , τ ∈H .

5.1.1 Symboles de Pochhammer

Proposition 5.1.1 Notons, pour x∈ C et n∈ N :

(x;q)n =
n−1

∏
i=0

(1−xqi).

Alors, pour q→ 1 (l’entier n étant fixé) :

(qξ;q)n ∼ (1−q)n(ξ)n.

Preuve. - Pour chaquei ∈ {0, . . . ,n−1}, on a 1−qξ+i ∼ (1−q)(ξ+ i). �

Proposition 5.1.2 Notons, pour x∈ C :

(x;q)∞ = lim
n→∞

(x;q)n =
∞

∏
i=0

(1−xqi).

Cette limite existe quel que soit x ∈ C et elle définit une fonction entière qui admet le développement en
série :

(x;q)∞ = ∑
n≥0

(−1)nqn(n−1)/2

(q;q)n
xn.
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Preuve. - Le membre droit est une série entìere dont les coefficients vérifient :{
u0 = 1

∀n≥ 1 , un =− qn−1

1−qn un−1 i.e. qnun−qn−1un−1 = un
.

So rayon de convergence est donc infini.D’autre part, en multipliant les deux membres de cette dernière
égalit́e parxn et en sommant pourn≥ 1, on en d́eduit que cette śerie est le d́eveloppement d’une fonction
entìere f telle quef (0) = 1 et(1−x) f (qx) = f (x) pourx∈ C. On itère cettéequation fonctionnelle :

f (x) = (1−x) f (qx) = (1−x)(1−qx) f (q2x) = . . . = (x;q)n f (qnx) = . . . = (x;q)∞ f (0).

�
C’est bien ŝur l’ équation fonctionnelle satisfaite par le produit infini qui a permis de trouver les coeffi-

cients de la śerie.

Exercice 5.1.3Vérifier que(a;q)n+p = (a;q)n(aqn;q)p et (a;q)∞ = (a;q)n(aqn;q)∞.

Exercice 5.1.4Démontrer lethéor̀eme q-binomial:

(ax;q)∞

(x;q)∞
=

∞

∑
n=0

(a;q)n

(q;q)n
xn.

Indication : le membre gauche de l’égalit́e est une fonction holomorphe au voisinage de0, telle que f(0) = 1
et (1−ax) f (qx) = (1−x) f (x).

Exercice 5.1.5Déduire du th́eor̀emeq-binomial le d́eveloppement en série de 1
(x;q)∞

.

Exercice 5.1.6Dans chacun des exercices préćedents, essayer de deviner ce qui se passe lorsqueq→ 1.
Indication : consulter le chapitre sur la confluence et [13].

5.1.2 Śeries hyperǵeométriques basiques

Définition 5.1.7 La śerie hyperǵeoḿetrique basique1 de param̀etresa,b,c∈ C est :

Φ(a,b,c;q,z) = ∑
n≥0

(a;q)n(b;q)n

(c;q)n(q;q)n
zn.

Dans la pratique, on exclura les cas déǵeńeŕes en imposantc 6∈ q−N (tous les termes sont bien définis)
eta,b 6∈ q−N (la śerie n’est pas un polyn̂ome).

Théorème 5.1.8(i) Le rayon de convergence de cette série est 1.

(ii) La fonction holomorphe Φ sur
◦
D(0,1) y vérifie l’équation fonctionnelle aux q-diff érenceslinéaire à

coefficients rationnels :

∀z∈
◦
D(0,1) , Φ(q2z)−λ(z)Φ(qz)+µ(z)Φ(z) = 0,

avec

λ(z) =
(a+b)z− (1+c/q)

abz−c/q
et µ(z) =

z−1
abz−c/q

.

(iii) La fonction Φ admet un unique prolongement analytique à C\q−N avec des pôles simples sur la demi-
spirale logarithmique discrète q−N.

1Le motbasiquefait ici référencèa labase q.
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Preuve. - Les coefficients de la série hyperǵeoḿetrique basique v́erifientu0 = 1 et la relation de ŕecurrence :

∀n∈ N , un+1 =
(1−aqn)(1−bqn)
(1−cqn)(1−qn+1)

un.

On a donc limun+1/un = 1, d’où le rayon de convergence.

On écrit, pour toutn∈ N :

z(1−aqn)(1−bqn)unzn = (1−cqn)(1−qn+1)un+1zn+1.

En sommant pourn∈ N, on trouve :

z
(
Φ(z)− (a+b)Φ(qz)+abΦ(q2z)

)
= Φ(z)− (1+

c
q
)Φ(qz)+

c
q

Φ(q2z),

d’où l’on tire immédiatement l’́equation fonctionnelle.

SupposonsΦ prolonǵeeà un disque
◦
D(0, |q|−k) avec les propríet́es indiqúees (p̂oles,équation fonction-

nelle). Posons, pourz∈
◦
D(0, |q|−k−1) :

Φ(z) =
λ(z)
µ(z)

Φ(qz)− 1
µ(z)

Φ(q2z)

=
((a+b)z− (1+c/q))Φ(qz)− (abz−c/q)Φ(q2z)

z−1
.

La restriction deΦ à
◦
D(0, |q|−k) estΦ, puisque celle-ci v́erifie l’équation fonctionnelle. Les pôles deΦ sont

1 etq−1× ceux deΦ. En itérant ce processus, onétendΦ comme d́esiŕe. �

Exercice 5.1.9On posea = qα,b = qβ,c = qγ. Qu’observe-t’on lorsqueq→ 1 ?

Exercice 5.1.10Dessiner la spirale logarithmique discrèteqZ et les deux demi-spiralesq±N.

5.1.3 Ŕesolution locale de l’́equation

SLOGAN. - Dans le monde desq-diff érences, il n’y a que deux points où l’on puisse se localiser :0 et
∞ ; car ce sont les seuls points fixes de l’automorphismez 7→ qzdeS..

Exercice 5.1.11Soit h ∈ Aut(S) = PGL2(C) une homographie supposée non triviale. On a alors une di-
chotomie :

– cas ǵeńerique :h a deux points fixes ; elle est conjuguéeà une dilatationz 7→ qz, q∈ C∗ \{1} ;
– cas d́eǵeńeŕe :h a un seul point fixe ; elle est conjuguéeà une translationz 7→ z+ t, t ∈ C∗.

De plus, deux dilatationsz 7→ qz, z 7→ q′z sont conjugúees entre elles si et seulement siq′ = q±1 ; toutes les
translations non triviales sont conjuguées entre elles.

On introduit la notation (que nous conserverons désormais)σqφ(z) = φ(qz). On peut alors ŕeécrire
l’ équation fonctionnelle trouvée plus haut sous la forme :

σ2
qφ−λσqφ+µφ = 0.

Cetteéquation admet la solutionφ = Φ(a,b,c;q,−), qui est une śerie de terme constant 1. Si l’on cherche
une solution sous la formeφ = zδψ avec une śerie ψ de terme constant 1, il suffit de savoir queed = zδ

vérifie la relationσqed = ded avecd = qδ 6= 0 pour voir queψ est solution de l’́equation :

σ2
qψ−λ′σqψ+µ′ψ = 0, λ′ =

λ
d

, µ′ =
µ
d2 .
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Commeψ(0) = 1, une condition ńecessaire (obtenue en faisantz= 0) est que 1−λ′(0)+µ′(0) = 0, autre-
ment dit, qued est racine de l’́equation caractéristique :

d2−λ(0)d+µ(0) = 0.

Dans notre cas, les seules solutions sontd = 1 etd = q/c.

Exercice 5.1.12On supposec 6∈ qZ et l’on écrit c = qγ. Vérifier qu’il existe une śerie hyperǵeoḿetrique
basiqueψ telle quez1−γψ est solution.

Remarque 5.1.13Les anciens (Adams, Carmichael, Birkhoff ...) utilisaient des fonctions multiformes
commezδ. Nous verrons au chapitre 6 qu’il est possible de trouver, pour toutd ∈ C∗, des fonctions
méromorphesuniformes ed ∈M (C∗) telles queσqed = ded.

L’ équation hyperǵeoḿetrique basique peutêtre convertie en système par le proćed́e usuel de vectorisa-

tion : on poseX =
(

φ
σqφ

)
, et l’on constate que l’équationéquivautà σqX = AX, où l’on fait agir σq sur

chaque composante du vecteurX et òu A=
(

0 1
−µ λ

)
∈GL2(C(z)). Le fait que la matriceA du syst̀eme est

inversible n’est pas fortuit. Il vient de ce que l’on a nécessairementµ 6= 0. En effet, unéequation du second
ordre avec “terme constant” nulσ2

qφ−λσqφ = 0 se ram̀ene imḿediatement̀a uneéquation du premier ordre
σqφ−σ−1

q (λ)φ = 0, cela, parce queσq est un automorphisme du corpsC(z).

D’après l’exercice ci-dessus, sic 6∈qZ , on a trouv́e une solution matricielle fondamentaleX ∈GL2(M (C∗)).
Toute solution vectorielleX ∈ M (C∗)2 s’écrit alorsX = XV avecV ∈ M (C∗)2 constant, c’est-̀a-dire tel
queσqV = V. Le corps des constantesde la th́eorie est donc le corps :

M (C∗)σq = { f ∈M (C∗) / σq f = f}.

Ce corps n’est pas réduitàC, on l’explicitera au chapitre 6. Les solutions vectorielles du systèmeσqX = AX
forment donc un espace vectoriel de dimension 2 sur ce corps, les colonnes de la solution fondamentaleX
en constituant une base.

5.2 Equations et syst̀emes

Tout ce qui suit garde un sens sur uncorps aux diff́erencesquelconque, c’est-à-dire un couple(K,σ),
où σ est un automorphisme du corps commutatifK : voir par exemple [37] pour de telles géńeralit́es. Nous
prendrons pourK l’un des corps de fonctionsC(z), C({z}), C((z)), et aussiM (C) qui joue un plus grand
rôle dans le cas deśequations auxq-diff érences que dans le cas deséquations diff́erentielles : il suffit de
penser̀a ce que l’on a prouv́e sur le domaine de définition de la fonction hyperǵeoḿetrique basique. Nous
prendrons pourσ l’automorphismeσq deK défini parσq f (z) = f (qz). Nous parlerons alors plutôt decorps
aux q-diff́erences.

Le corpsK ci-dessus est le corps des coefficients deséquations, systèmes ... que nouśetudierons, mais
les solutions seront̀a chercher dans un ensemble plus grand. On se donne donc unealgèbre aux diff́erences
sur(K,σ) : c’est uneK-algèbreA munie d’un automorphisme quiétendσ = σq, et que nous noterons de la
même manìere. Pour nous, l’alg̀ebreA sera presque toujoursM (C∗) (donc un corps) et son automorphisme
seraσq encore d́efini parσq f (z) = f (qz). On parlera donc d’algèbre aux q-diff́erences.

5.2.1 Oṕerateurs, équations

Un opérateur aux q-diff́erencessurK est un oṕerateur de la forme∑akσk
q, avec des coefficientsak ∈ K

(nuls sauf un nombre fini) et les exposantsk∈ Z. Il agit surA par f 7→ ∑akσk
q( f ). Ces oṕerateurs forment
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une sous-alg̀ebre de l’alg̀ebre des endomorphismes duC-espace vectorielA . On prendra garde que, comme
les oṕerateurs diff́erentiels (dont ils sont les cousins), ils sont bienC-linéaires mais pasK -linéaires.

La structure de cette sous-algèbre est ŕesuḿee par le fait qu’elle est l’image d’unealgèbre de polyn̂omes
de Laurent non commutatifs:

Dq,K = K < σ,σ−1 >,

dans laquelle la multiplication est totalement spécifiée par le fait que c’est uneK-algèbre qui, commeK-
espace vectoriel admet pour base la famille desσk,k∈ Z et par la r̀egle de (non-) commutation suivante :

∀a∈ K , ∀k∈ Z , σka = σk
q(a)σk.

Cette r̀egle se comprend bien si l’on observe queσka repŕesente le composé des oṕerateurs (d́efinis surA) :
f 7→ a f et σk

q, donc l’oṕerateurf 7→ σk
q(a f) = σk

q(a)σk
q( f ).

Exercice 5.2.1Vérifier que l’on obtient ainsi uneK-algèbre.

Exercice 5.2.2Soit ∂ une d́erivation deK, par exempleD = d/dz ou δ = z d/dz. Définir les oṕerateurs
diff érentiels∑ak∂k (ici, tous lesk≥ 0) sur une alg̀ebre diff́erentielleA , puis l’alg̀ebre de polyn̂omes non
commutatifs correspondanteK < ∂ >.
Indication : ici, on doit d́eduire la r̀egle de commutation de la formule de Leibnitz :∂(ab) = a∂(b)+∂(a)b,
donc poser∂.a = ∂(a)+a∂. Il faut ensuite d́efinir ∂k.a pour k∈ N quelconque.

Du fait queσq est inversible et queK est un corps, on peutécrire toutéequation auxq-diff érences sous
la forme :

(Ea) σn
q f +a1σn−1

q f + · · ·+an f = 0 , an 6= 0,

donc sous la formeP. f = 0, où P est un oṕerateurentier, unitaire:

P = σn +a1σn−1 + · · ·+an.

On peut m̂eme supposerP propre, c’est-̀a-direan 6= 0. En fait, tout́elément deDq,K est de la formeu.P avec
u inversible etP entier, unitaire, propre.

Définition 5.2.3 L’ équation(Ea) est ditefuchsienne en0 si tous lesai sont holomorphes en 0 et si de plus
an(0) 6= 0.

Exercice 5.2.4On suppose l’́equation(Ea) fuchsienne en 0. Dirèa quelle condition cettéequation admet
une solution śerie f telle quef (0) = 1. Dire à quelle condition elle admet une solution de la formeed f , où
f est une śerie telle quef (0) = 1 et, òu la fonctioned vérifie la relationσqed = ded pour un certaind ∈C∗.
Indication : on doit trouver une “́equation caract́eristique” dont d est solution, comme dans le cas des
hyperǵeoḿetriques basiques ou dans le cas deséquations diff́erentielles.

Enfin, on vectorialisera l’équation(Ea) en posantX =


f

σq f
...

σn−1
q f

, d’où le syst̀eme :

(SA) σqX = AX , A = Aa =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
−an −an−1 −an−2 . . . −a1

 .

Notons que, du fait quean 6= 0, on a detA 6= 0.
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5.2.2 Syst̀emes

Définition 5.2.5 Un syst̀eme auxq-diff érences de rangn surK est un syst̀eme :

(SA) σqX = AX , A∈GLn(K).

Exercice 5.2.6Montrer que siA∈ Mn(K) est singulìere (d́eterminant nul), le systèmeσqX = AX peut se
ramener̀a un syst̀eme de rang inf́erieur.
Indication : si le rang de A est p< n, on peut (̀a conjugaison pr̀es) supposer que toutes ses lignes sont

combinaison lińeaires des p premières ; on peut alorśecrire A= (σqP)A′ avec P=
(

Ip

C

)
. On a B= A′P∈

GLp(K) et les solutions X de(SA) sont les X= PY, òu Y est solution de(SB).

Définition 5.2.7 Unesolution fondamentalede(SA) dansA est une matriceX ∈GLn(A) telle queσqX =
AX .

Proposition 5.2.8 S’il existe une solution fondamentale de (SA) dans A , les solutions (vectorielles) de (SA)
dans A forment un module libre de rang n sur l’algèbre Aσq des éléments σq invariants de A ; une base de
ce module est constituée par les colonnes de X .

Preuve. - On peut toujourśecrire X = XC avecC ∈ An (puisqueX est inversible), et l’on a alors les
équivalences suivantes :

σqX = AX ⇔ σq(XC) = A(XC)
⇔ (σqX )(σqC) = AXC

⇔ σqC = C puisqueσqX = AX ∈GLn(A)
⇔ C∈ (Aσq)n.

�

Exercice 5.2.9Le rang de l’espace des solutions est toujours (indépendamment de l’existence d’une solu-
tion fondamentale) majoré parn.

Définition 5.2.10 L’ algèbre des constantesest l’alg̀ebre deśelémentsσq-invariants deA :

Aσq = { f ∈ A / σq f = f}.

En particulier, siA est un corps,Aσq est aussi un corps et, dans la proposition, les solutions forment un
espace vectoriel de dimensionn sur le corps des constantes. Si, par exemple,A = M (C∗) (qui sera notre
favori), le corps des constantes est un corps de fonctions elliptiques, comme on le verra au 6.1.3

Exemple 5.2.11L’ équation la plus simple est l’équation de rang 1 :

σq f = f ,

(à comparer avec son analogue différentielD f = 0), dont les solutions forment leAσq-moduleAσq.

Exemple 5.2.12L’ équation la plus simple suivante est l’équation de rang 1 :

σq f = c f , c∈ C∗,

(à comparer avec son analogue différentielδ f = c f,c 6= 0). Si ec est une solution inversible dansA , ses
solutions forment leAσq-moduleAσqec.
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HYPOTHÈSE : nous supposerons queA contient, pour chaquec∈ C∗, un élément inversibleec tel que
σqec = cec.

Exercice 5.2.13Montrer que,∀c,d ∈ C∗ , φc,d = eced
ecd

∈ Aσq.

Exemple 5.2.14Premier syst̀eme ne se ramenant pasà deśequations de rang 1 :

σqX =
(

1 1
0 1

)
X ⇔

{
σq f = f +g

σqg = g
, en posantX =

(
f
g

)
.

On a la solution

(
1
0

)
; pour la compĺeter en une solution fondamentale, il faut prendreg inversible ; si l’on

déshomoǵeńeise en posantf = lg, il faut σql = l + 1 ; dans ce cas,g = 1 et

(
l
1

)
conviennent, d’òu la

solution fondamentale :

X =
(

1 l
0 1

)
.

HYPOTHÈSE : nous supposerons queA contient unélémentl tel queσql = l +1.

Exercice 5.2.15Montrer, avec ces seules hypothèses, que l’on peut résoudre tous les systèmesà coeffi-
cients constants (leur trouver une solution fondamentale).
Indication : reprendre la ḿethode via la d́ecomposition de Dunford utilisée pour les systèmes fuchsiens
standards ; ou bien voir le chapitre 6.

Définition 5.2.16 Soit A∈GLn(K) (matrice d’un syst̀eme auxq-diff érences). Pour toutF ∈GLn(K), ma-
trice d’unetransformation de jauge, nous notons :

F [A] = (σqF)AF−1,

et nous disons queB = F [A] est équivalentà A : rationnellement siK = C(z), méromorphiquement si
K = M (C) ouC({z}), etc ...

On fait ainsi oṕerer le groupeGLn(K) à gauche sur l’ensemble des systèmes auxq-diff érences. Si
B = F [A] et si (SA) admet la solution fondamentaleX , alorsFX est une solution fondamentale de(SB) ;
plus ǵeńeralement,X est une solution (vectorielle) de(SA) si et seulement siFX est une solution de(SB).

Réciproquement, siX etY sont respectivement solutions fondamentales des systèmes de rangn (SA) et
(SB) dansA , alorsF = Y X−1 ∈GLn(A) vérifieF [A] = B ; mais, bien ŝur, cela ne dit pas queF ∈GLn(K) !

Notre but principal est la classification rationnelle des systèmes auxq-diff érences lińeaires rationnels.
Pratiquement, nous nous cantonnerons aux systèmesfuchsiens.

5.2.3 Le lemme du vecteur cyclique

Une preuve alǵebrique ǵeńerale en sera donnée en expośe (voir 8.5). La jolie d́emonstration qui suit est
adapt́ee de Birkhoff (et reproduite telle quelle de [47]). Elle est rédiǵee pour le cas òu K = C(z) mais reste
valable siK = M (C) ouC({z}).

Définition 5.2.17 Le lieu singulierd’une matriceA∈GLn(K) est :

S(A) = Pôles deA∪ Pôles deA−1

= Pôles deA∪ Zéros de detA.
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Dire que(σqF)AF−1 est de la formeAa, c’est dire que les lignesf (1), . . . , f (n) deF sont lińeairement
indépendantes et queσq f (i)A = f (i+1) pour 1≤ i ≤ n−1. Nous cherchons doncf = ( f1, . . . , fn) ∈ C(z)n

tel que, en posant {
f (1) = f

f (i+1) = σq f (i)A pour 1≤ i ≤ n−1

on obtienne une base( f (1), . . . , f (n)) deC(z)n.

On choisit pour celaz0 ∈ C∗−q−{0,...,n−1}S(A), autrement dit, tel queA(z0), . . . ,A(qn−1z0) ∈ GLn(C)
et l’on impose les conditions :

( f1(z0), . . . , fn(z0)) = e1

( f1(qz0), . . . , fn(qz0)) = e2A(z0)−1

. . .

( f1(qn−1z0), . . . , fn(qn−1z0)) = enA(z0)−1A(qz0)−1 · · ·A(qn−1z0)−1

où (e1, . . . ,en) désigne la base canonique deC(z)n. Ces conditions sontévidemment ŕealisables avecf1, . . . , fn∈
C(z). Elles signifient que la matriceF ∈ Mn(C(z)) de lignes f (1), . . . , f (n) vérifie F(z0) = In, donc que
F ∈GLn(C(z)). On en d́eduit :

Théorème 5.2.18Tout système aux q-différences (linéaire, à coefficients rationnels) de rang n est ration-
nellement équivalent au système associé à une équation aux q-différences (linéaire, à coefficients rationnels)
d’ordre n. �

5.3 Un peu de formalisme

Le contenu math́ematique de cette section est presque vide, on veut simplement s’y donner un lan-
gage commode. Le lecteur est chaudement invité à chercher dans chaque cas “l’analogue classique”,i.e.
concernant leśequations diff́erentielles.

5.3.1 Modules auxq-diff érences

Posons, pourA∈GLn(K) etX ∈ An :

ΦA(X) = A−1σqX.

Nous consid́erons le couple(Kn,ΦA) comme un mod̀ele du syst̀eme(SA), de la m̂eme manìere qu’une ma-
trice agissant sur un espace vectoriel est un modèle d’un syst̀eme d’́equations lińeaires.

L’analogue diff́erentiel de cet objet est(Kn,∆A), où ∆A(X)= ∂X−AX, qui mod́elise le syst̀eme diff́erentiel
∂X = AX (ici, ∂ est une d́erivation).

Remarque 5.3.1Par rapport̀a la situation “primitive” des systèmes d’́equations lińeaires, des matrices,
endomorphismes et espaces vectoriels, la difficulté conceptuelle ici (comme dans le cas différentiel) est
qu’il y a d’une partun corpsK des coefficients deśequations, du système, de la matrice, etc ...,d’autre
part une alg̀ebre (ou un corps)A où l’on cherche les solutions : alors que, pour leséquations lińeaires, il
découle du th́eor̀eme de Rouch́e-Fonteńe qu’une telle distinction n’a pas d’objet. Ainsi, l’objet(Kn,ΦA) est
un mod̀ele du syst̀eme(SA) et ses propríet́es alǵebriques seront utiles pour décrire sastructureet celle des
solutions, si celles-ci existent. Maisl’existencedes solutions (ou d’un contingent “suffisamment grand” de
solutions, comme dans le théor̀eme de Cauchy pour leséquations diff́erentielles) concernera plutôt l’algèbre
A et ses propríet́es analytiques.
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Pour comprendre la définition qui suit, il est sugǵeŕe de cherchera priori de quelles propriét́es alǵebriques
jouit l’opérateurΦA que nous venons d’introduire.

Définition 5.3.2 Un module aux q-diff́erencessur le corps auxq-diff érences(K,σq) est un couple(V,Φ)
formé d’unK-espace vectoriel de dimension finieV et d’unautomorphismeσq-linéaireΦ deV : autrement
dit, Φ est un automorphisme du groupeV tel que :

∀λ ∈ K , ∀x∈V , Φ(λx) = σq(λ)Φ(x).

L’analogue diff́erentiel serait un couple(V,∆) formé d’un K-espace vectoriel de dimension finieV
et d’uneconnexion∆ deV, autrement dit,∆ est un endomorphisme du groupeV tel que∀λ ∈ K , ∀x ∈
V , ∆(λx) = ∂(λ)x+λ∆(x). La σq-linéarit́e est donc un analogue multiplicatif de la règle de Leibnitz.

Définition 5.3.3 Un morphisme de modules auxq-diff érences(V,Φ) → (W,Ψ) est une applicationK-
linéaireu : V →W telle queΨ ◦ u = u◦Φ. Un isomorphisme est un morphisme bijectif (son inverse est
alors un morphisme).

Exercice 5.3.4Montrer que par le choix d’une base tout module auxq-diff érences est isomorphèa un
module de la forme(Kn,ΦA).

Le module auxq-diff érences(V,Φ) est donc un mod̀ele intrinsèque(indépendant des coordonnées) de
(SA) et deΦA, de m̂eme qu’un endomorphisme est un modèle intrins̀eque d’un syst̀eme d’́equations lińeaires
ou d’une matrice.

Exercice 5.3.5Formuler les analogues différentiels.

Définition 5.3.6 Unecat́egorieC est la donńee
– d’une classe2 Ob(C ) d’objetsdeC ;
– pour chaque couple(X,Y) d’objets deC , d’un ensembleMorC (X,Y) demorphismesdeX dansY :

on note de manière abŕeǵee f : X →Y pour f ∈MorC (X,Y) ;
– pour chaque objetX deC , d’un (endo)morphisme identité1X ou IdX ∈MorC (X,X) ;
– pour chaque triplet(X,Y,Z) d’objets deC , d’une application de composition( f ,g) 7→ g ◦ f de

MorC (X,Y)×MorC (Y,Z) dansMorC (X,Z).
Ces donńees sont soumises aux axiomes suivants : “la” composition est associative et “le” morphisme
identit́e est neutre, autrement dit, leségalit́es suivantes sont vérifıées chaque fois que leurs membres droits
et gauches sont définis :

f ◦1X = 1Y ◦ f = f ,

et
h◦ (g◦ f ) = (h◦g)◦ f .

On d́efinit de manìereévidente les notions d’endomorphisme, d’inverseà droite, d’inversèa gauche, d’in-
verse tout court, d’isomorphisme, d’automorphisme ...

Noter que les notions de monomorphisme et d’épimorphisme ne sont pas du tout (aussi)évidentes̀a
définir.

Exercice 5.3.7Le lecteur courageux vérifiera sans peine (mais avec soin) que les modules auxq-diff érences
sur le corps auxq-diff érences(K,σq) forment une cat́egorieDi f f Mod(K,σq) ; il notera au passage l’abus
de langage ŕepandu : pour parler de catégorie, il faudrait mentionner les morphismes, les identités et les
compositions et pas seulement les objets.

Exercice 5.3.8Faire la m̂eme chose pour les modules différentiels.

2On ne peut dire ici “ensemble” pour des raisons métamath́ematiques, mais nous nous comporterons exactement comme s’il
s’agissait d’un ensemble.
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5.3.2 Dq,K-modules

Soit (V,Φ) un module auxq-diff érences sur(K,σq). On peut d́efinir sur le groupeV une structure de
Dq,K-moduleà gauche en posant, pourP(σ) ∈Dq,K etv∈V :

P(σ).v = ∑akΦk(v) , où P(σ) = ∑akσk.

Cette oṕeration est bien connue dans le cas de l’algèbre lińeaire : tout espace vectoriel muni d’un endomor-
phisme h́erite d’une structure de module sur l’anneau des polynômes. Bien ŝur, c’est parce queΦ n’est pas
vraiment lińeaire (il ne commute pas avec les homothéties) que l’on se retrouve ici avec un module sur un
anneau non commutatif.

Exercice 5.3.9Vérifier que l’on a bien un module.
Indication : il s’agit surtout de v́erifier l’ égalit́e P.(Q.v) = (PQ).v, qui d́ecoule de la d́efinition sṕeciale du
produit dansDq,K .

Pour tout anneau (pas nécessairement commutatif)R, on noteraR−Mod la cat́egorie desR-modulesà
gauche avec les morphismesR-linéaires. Il est classique que c’est une catégorie, mais on peut tout de même
le vérifier ! Nous voulons formaliser l’id́ee qu’un module auxq-diff érences donne lieu (comme on l’a vu)à
un Dq,K-moduleà gauche et que cela est compatible avec les morphismes, les identités, les compositions,
etc ...

Définition 5.3.10 Un foncteurF : C → C ′ de la cat́egorieC dans la cat́egorieC ′ associèa chaque objetX
deC un objetF (X) deC ′ et à chaque morphismeu : X →Y dansC un morphismeF (u) : F (X)→ F (Y)
dansC ′, de manìere compatible avec les structures algébriques, autrement dit, leségalit́es suivantes sont
vérifıées chaque fois que leurs membres droits et gauches sont définis :

F (1X) = 1F (X),

et
F (g◦ f ) = F (g)◦F ( f ).

Exercice 5.3.11Définir soigneusement un foncteur deDi f f Mod(K,σq) dansDq,K −Mod.

Naturellement, nous serons surtout intéresśes par lesDq,K-modules qui sont de dimension finie surK,
que nous voulons considérer comme sous-catégorie deDq,K −Mod.

Définition 5.3.12 La sous-cat́egorie pleineC ′ de la cat́egorieC formée des objets d’une sous-classeO′ de
Ob(C ) est d́efinie comme suit :Ob(C ′) = O′ et, pour deux objetsX etY deO′, MorC ′(X,Y) = MorC (X,Y).
De plus, les identit́es dansC ′ sont celles dansC et les compositions dansC ′ sont les restrictions des com-
positions dansC .

Ainsi, lesDq,K-modules qui sont de dimension finie surK forment une sous-catégorie pleine deDq,K−
Mod, que nous noteronsDq,K −Modf . Notons que l’on peut les caractériser dans le langage de l’algèbre
commutative :

Exercice 5.3.13Démontrer que ces modules sont en fait lesDq,K-modules de longueur finie.

Exercice 5.3.14Reprendre tout cela dans le cas différentiel.

Exercice 5.3.15Définir la cat́egorie des couples(V,φ) formés d’un espace vectoriel de dimension finie et
d’un endomorphisme de cet espace, et la comparerà la cat́egorie des modules sur l’anneau des polynômes
K[T].
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5.3.3 Equivalences

Nous voulons formaliser l’id́ee qu’un module auxq-diff érences est “la m̂eme chose” qu’unDq,K-
module, au moins sous la condition que ce dernier soit de dimension finie commeK-espace vectoriel :
on a donc une inclusion de catégories. Mais les catégories ne sont pas des ensembles, et cela de bien des
manìeres. Il faudra donc s’accoutumer aux définitions qui suivent. Elles paraitront sans doute plus naturelles
au chapitre suivant, quand on y fera appel pour formuler un théor̀eme de classification.

Définition 5.3.16 Le foncteurF : C → C ′ est ditpleinement fid̀elesi, pour tout couple(X,Y) d’objets de
C , il induit une bijection : {

f 7→ F ( f )
MorC (X,Y)→MorC ′(F (X),F (Y))

.

On vérifie facilement que, pour tout foncteur, deux objets isomorphes ont des images isomorphes ; pour
un foncteur pleinement fid̀ele, la ŕeciproque est vraie (le vérifier !) et l’on a au moins une notion primitive
d’injectivité. Mais en fait, nous voulons exprimer plus : en considèrant un module auxq-diff érences comme
un Dq,K-module, on ne change pas la notion de morphisme.

Exercice 5.3.17Le foncteur d́efini pŕećedemment deDi f f Mod(K,σq) dansDq,K −Mod est pleinement
fidèle.

On veut maintenant préciser “l’image” de ce foncteur, c’est-à-dire expliciter la cat́egorie des objets
effectivement atteints. Cependant, dans le contexte des catégories, la notion d’image et la notion de surjec-
tivit é n’ont pas grand interêt. Nous allons tenter de l’illustrer par une disgression sur un exemple amusant
mais significatif, et d’ailleurs lui-m̂eme tr̀es important en mathématiques. Nous présentons cet exemple sous
forme de suite d’exercices.

Exercice 5.3.18Définir une cat́egorie dont les objets sont les espaces topologiques pointés : couples(X,x)
formés d’un espace topologiqueX et d’un pointx∈ X ; et les morphismes(X,x)→ (Y,y) sont les applica-
tions continuesf : X →Y telles quef (x) = y.

Exercice 5.3.19Définir la cat́egorie des groupes et des morphismes de groupes.

Exercice 5.3.20Montrer qu’en associantà l’espace topologique pointé(X,x) le groupeπ1(X,x) des classes
d’homotopie de lacets de basex dansX (groupe d’homotopie de(X,x)) et, à f : (X,x) → (Y,y), le mor-
phisme de groupesf∗ : π1(X,x)→ π1(Y,y) qui, à la classe d’homotopie du lacetγ associe la classe d’ho-
motopie du lacesf ◦ γ, on d́efinit un foncteur.

Exercice 5.3.21Démontrer queZ n’est pas dans l’image de ce foncteur : il n’est le groupe d’homotopie
d’aucun espace pointé.
Indication : l’élément0 de Z est d́efini comme une classe d’équivalence de couples d’entiers naturels
lorsque l’on construitZ à partir deN. En tant qu’ensemble,0 contient donc des couples d’entiers naturels.
Il ne contient aucun lacet dans un espace topologique, et n’est donc la classe d’homotopie d’aucun lacet.

Bien ŝur, de nombreux groupes d’homotopie sont isomorphesàZ et de nombreuses classes d’homotopie
de lacets sont triviales ets’identifientdonc naturellement̀a l’entier relatif 0. Remarquons qu’il y a une
subtilité analogue quand on parle “du” groupe trivial : est-ce{0} ⊂ R ou bien{1} ⊂ C∗ par exemple ?
L’important est que ces objets sont surtout clairement définisà isomorphisme près.

Définition 5.3.22 On appelleimage essentielled’un foncteurF : C → C ′ la classe des objets deC ′ qui sont
isomorphes̀a un objet de la formeF (X), X ∈Ob(C ). Par extension, on appelleégalement image essentielle
deF la sous-cat́egorie pleineC ′′ deC ′ formée de cette sous-classe d’objets.
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Ainsi, Z est dans l’image essentielle du foncteur “groupe fondamental” (en fait, on peut démontrer que
celui-ci est essentiellement surjectif selon la définition suivante).

Définition 5.3.23 Le foncteurF : C → C ′ est ditessentiellement surjectifsi son image essentielle estC ′.
Uneéquivalence de catégoriesest un foncteur pleinement fidèle et essentiellement surjectif.

Comme unéequivalence n’est pasvraimentsurjective, elle n’admet pas vraiment d’inverse : on peut
cependant d́efinir une notion de quasi-inverse et leséquivalences en ont.

Exercice 5.3.24Vérifier que le foncteur préćedemment d́efini est unéequivalence deDi f f Mod(K,σq) sur
la sous-cat́egorie pleineDq,K −Modf deDq,K −Mod.

Exercice 5.3.25Traiter de manìere analogue l’exemple des modules différentiels et celui des espaces vec-
toriels munis d’un endomorphisme.

Exercice 5.3.26Définir la cat́egorie des représentations lińeaires complexes de dimension finie d’un groupe
G. Dans le cas òu ce groupe estZ, montrer qu’elle est́equivalentèa la cat́egorie des modules de longueur
finie sur l’anneauC[T,T−1] des polyn̂omes de Laurent. Tenter une description similaire pourZ2, resp. pour
le groupe librèa deux ǵeńerateurs.

Exercice 5.3.27Décrire la correspondance de Riemann-Hilbert sous la forme d’uneéquivalence de catégories.
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Chapitre 6

Résolution locale

6.1 Théorie des fonctions

Dorénavant,|q| > 1. Onécriraq = e−2ıπτ, avecτ ∈ H et p = q−1. On convient donc que, quelque soit
le complexeα, qα = e−2ıπτα.

6.1.1 La fonction Theta de Jacobi

Il y a toute une famille de fonctions Theta “classiques” définies surC et automorphes pour un réseau
de C : nous en verrons une plus loin. Jacobi en a défini des variantes multiplicatives, définies surC∗ et
satisfaisant deśequations auxq-diff érences.

Définition 6.1.1 La fonction Theta de Jacobi(qui nous concerne) est :

θq(z) = ∑
n∈Z

(−1)nq−n(n−1)/2zn.

Des variantes deθq et leur relation avec celle-ci sont décrites dans [53], [34], [22] par exemple.

Proposition 6.1.2 La fonction θq est holomorphe sur C∗ et vérifie l’équation aux q-différences :

∀z∈ C∗ , θq(qz) =−qzθq(z),

soit encore σqθq =−qzθq.

Preuve. - Cette śerie converge normalement sur tout compact deC∗ et d́efinit donc une fonction deO(C∗) ;
argument alternatif :θq est somme d’une série entìere enz et d’une śerie entìere enz−1, toutes deux de
rayon de convergence infini. On peut alors calculer, pour toutz∈ C∗ :

θq(qz) = ∑
n∈Z

(−1)nq−n(n−1)/2qnzn

= ∑
n∈Z

(−1)n+1q−n(n+1)/2qn+1zn+1 (décalage d’indice bijectif dansZ)

= −qz∑
n∈Z

(−1)nq−n(n+1)/2qnzn

= −qz∑
n∈Z

(−1)nq−n(n−1)/2zn

= −qzθq(z).

�
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Exercice 6.1.3Etudier śepaŕement les deux fonctions :

θ+
q (z) = ∑

n≥1
(−1)nq−n(n−1)/2zn et θ−q (z) = ∑

n≤0
(−1)nq−n(n−1)/2zn.

Voici maintenant la justement célèbreformule du triple produit de Jacobi:

Théorème 6.1.4Pour tout z∈ C∗ :

θq(z) = (p; p)∞(z; p)∞(pz−1; p)∞ = ∏
n≥1

(1−q−n) ∏
n≥0

(1−q−nz) ∏
n≥1

(1−q−nz−1).

Preuve. - D’après les ŕesultats de 5.1.1 (ici adaptésà notre nouvelle convention|q|> 1, p= q−1), la fonction
fq(z) = (z; p)∞(pz−1; p)∞ est holomorphe surC∗ et y vérifie l’équation auxq-diff érences :

fq(qz) =
1−qz

1−1/qz
fq(z) =−qz fq(z).

On la d́eveloppe en śerie de Laurent :

∀z∈ C∗ , fq(z) = ∑
n∈Z

anzn.

De l’équation auxq-diff érences, on tire la relation de récurrences :

∀n∈ Z , an =−q1−nan−1.

Il est alors facile de conclure que∀n∈ Z , an = (−1)nq−n(n−1)/2a0. Ainsi, fq = a0θq et il nous reste seule-
mentà d́eterminer le facteur constanta0. Celui-ci d́epend deq ou p et nous le notonsa0(p). Pour un choix
géńerique dez0 ∈ C∗ (en fait, pourz0 6∈ qZ), nous avons :

∀p∈ C tel que 0< |p|< 1 , a0(p) =
∏n≥0(1− pnz0)∏n≥1(1− pnz−1

0 )
∑n∈Z(−1)npn(n−1)/2zn

0

.

Du fait que sommes et produits convergent normalement (comme fonctions dep) sur tout compact de
◦
D(0,1), on d́eduit que lim

p→0
a0(p)= 1. La suite de la preuve repose sur deux calculs mystérieux. Conforḿement

à nos conventions (début de ce chapitre),
√

q désignee−ıπτ, etc ...

1. Premier calcul mystérieux :

θq(ı/
√

q) = ∑
n∈Z

(−1)nq−n(n−1)/2ınq−n/2

= ∑
n∈Z

(−ı)nq−n2/2

= ∑
m∈Z

(−ı)2mq−(2m)2/2 car(−ı)(2m+1) +(−ı)−(2m+1) = 0

= ∑
m∈Z

(−1)m(q4)−m2/2

= ∑
m∈Z

(−1)m(q4)−m(m−1)/2(q−2)m

= θq4(
1
q2 ).

84



2. Second calcul mystérieux : de l’́egalit́e fq(z) = [(1−z)(1−1/qz)][(1−z/q)(1−1/q2z)] · · · , on tire
d’une part :

fq(ı/
√

q) = [(1− ı/
√

q)(1+ ı/
√

q)][(1− ı/q
√

q)(1+ ı/q
√

q)] · · ·
= (1+1/q)(1+1/q3) · · ·

=
∏n≥1(1+1/qn)
∏n≥1(1+1/q2n)

;

d’autre part :

fq4(1/q2) = (1−1/q2)2(1−1/q6)2 · · ·

=
∏n≥1(1−1/q2n)2

∏n≥1(1−1/q4n)2

=
∏n≥1(1−1/q2n)
∏n≥1(1−1/q4n)

×∏
n≥1

(1−1/q2n)
(1−1/q4n)

=
∏n≥1(1−1/q2n)
∏n≥1(1−1/q4n)

×∏
n≥1

1
(1+1/q2n)

.

Combinant ces deux calculs et la définition dea0(p), on obtient :

a0(p4)
a0(p)

=
fq4(1/q2)
fq(ı/

√
q)

θq(ı/
√

q)
θq4(1/q2)

=
fq4(1/q2)
fq(ı/

√
q)

=
∏n≥1(1−1/q2n)
∏n≥1(1−1/q4n)

×∏
n≥1

1
(1+1/qn)

=
∏n≥1(1−1/q2n)
∏n≥1(1−1/q4n)

× ∏n≥1(1−1/qn)
∏n≥1(1−1/q2n)

×

=
∏n≥1(1−1/qn)
∏n≥1(1−1/q4n)

=
(p; p)∞

(p4; p4)∞
,

soita0(p4)(p4; p4)∞ = a0(p)(p; p)∞. Mais on peut it́erer cettéegalit́e :

a0(p)(p; p)∞ = a0(p4)(p4; p4)∞ = · · ·= a0(p4n
)(p4n

; p4n
)∞ = · · ·= 1.

�

Le calcul du facteur constanta0(p) est habituellement basé sur la th́eorie des fonctions Theta, mais la
preuveélémentaire ci-dessus est tirée de [22]. En ŕealit́e, nous n’aurons pas besoin de connaitre la valeur de
ce facteur, seulement la factorisation deθq en expressions du premier degré.

Remarque 6.1.5Le calcul pŕećedent fait apparaitre la simplicité de comportement des fonctions concernées
lorsquep→ 0, c’est-̀a-dire lorsque|q| → ∞, par exemple Im(τ)→ +∞. Pourtant, le passageà la limite le
plus courant estq→ 1, c’est-̀a-direτ → 0 : il concerne lesq-analogies et, en particulier, tout le chapitre
7 sur la confluence. On ram̀enera l’́etude de ce dernier casà la situation la plus simple grâceà l’équation
modulaire qui relieτ à−1/τ (théor̀eme ci-dessous).
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La formule sommatoire de Poisson : rappels et conséquences

On dit qu’une fonctionf deR dansC està décroissance rapidesi, pour tout entiern, f = o(|x|−n) en
±∞. On d́efinit alors laclasse de Schwartzcomme l’ensemble :

S = { f ∈ C ∞(R,C) / ∀k∈ N , f (k) està d́ecroissance rapide}.

La transforḿee de Fourier d’une fonctionf ∈ S est d́efinie par la formule :

f̂ (y) =
Z +∞

−∞
f (x)e2ıπxy dx.

C’estégalement uńelément deS . La formule sommatoire de Poissons’énonce alors ainsi :

∀x∈ R , ∑
n∈Z

f (x+n) = ∑
n∈Z

f̂ (n)e2ıπnx.

Elle se prouve en d́eveloppant en śerie de Fourier la fonction 1-périodique d́efinie par le membre de gauche
de l’égalit́e.

Si t > 0, la fonction ft(x) = e−πtx2
appartient̀a la classe de Schwartz et sa transformée de Fourier se

calcule comme suit :

f̂t(y) =
Z +∞

−∞
e−πtx2

e2ıπxy dx

= e−πy2/t
Z +∞

−∞
e−πt(x+ıy/t)2

dx

= e−πy2/t
Z +∞+ıy/t

−∞+ıy/t
e−πtx2

dx

= e−πy2/t
Z +∞

−∞
e−πtx2

dx (formule des ŕesidus et d́ecroissance rapide de l’intégrandèa l’infini)

= e−πy2/t × 1√
t

(calcul classique de l’intégrale de Gauss).

On a doncf̂t = 1√
t
f1/t .

Exercice 6.1.6Donner une autre d́emonstration de cette formule en montrant quef̂t est solution de l’́equation
diff érentielle avec condition initiale : {

f (0) = 1√
t

f ′ =−2πx
t f

.

Lemme 6.1.7 Pour tout t > 0 et pour tout x∈ R :

∑
n∈Z

e−πt(x+n)2
=

1√
t ∑

n∈Z
e−πn2/te2ıπnx.

Preuve. - C’est la formule sommatoire de Poisson appliquéeà ft . �

En fait, comme c’est le cas dans un certain nombre d’applications de l’analyse complexeà l’arithmétique
(formes modulaires ...), le préćedent raisonnement d’analyse réelle sera complét́e par un prolongement
analytique pour donner une formule plus puissante : il s’agit ici del’ équation modulairede la fonction
Theta classique.

Définition 6.1.8 Pourτ ∈H etx∈ C, on pose :

θ̃(τ,x) = θq(z) , où q = e−2ıπτ etz= e2ıπx.
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La fonction Theta (classique)̃θ(τ,−) est donc holomorphe et 1-périodique surC et elle y admet le
développement en série de Fourier :

θ̃(τ,x) = ∑
n∈Z

e2ıπ(τn(n−1)/2+nx+n/2).

Outre la 1-ṕeriodicit́e en la variablex (immédiate au vu de la d́efinition), on d́eduit de l’́equation auxq-
diff érences satisfaite parθq une autre “relation d’automorphie” :

θ̃(τ,x− τ) =−qzθ̃(τ,x) = e2ıπ(−τ+x+1/2)θ̃(τ,x).

Cependant, la relation la plus profonde estl’ équation modulaire, dont nous allons donner un cas particulier
1.

Théorème 6.1.9Pour τ ∈H et x∈ C, on a :

θ̃(τ,x) =

√
ı/τ

e(ıπ/τ)(x−(τ+1)/2)2 θ̃(−1/τ,−x/τ)

Ici ı/τ 6∈ R−, puisque τ ∈H , et l’on utilise la détermination principale de la racine carrée.

Preuve. - Notonsx′ = x− (τ+1)/2 ett = ı/τ. On a :

θ̃(τ,x) = = ∑
n∈Z

eπıτn2
e2ıπn(x−(τ+1)/2)

= ∑
n∈Z

e−πn2/te2ıπnx′ .

Si l’on supposeτ ∈ R∗
+ı, c’est-̀a-diret > 0, on peut appliquer le lemme 6.1.7 et l’on obtient :

θ̃(τ,x) =
√

t ∑
n∈Z

e−πt(x′+n)2

=

√
ı/τ

eıπ(x−(τ+1)/2)2/τ ∑
n∈Z

e−ıπ(n2+2n(x−(τ+1)/2))/τ.

On vérifie par ailleurs que

θ̃(−1/τ,−x/τ) = ∑
n∈Z

e−ıπ(n2+2n(x−(τ+1)/2))/τ,

et l’égalit́e énonćee est en tout cas démontŕee pourτ ∈ R∗
+ı. Comme les deux membres sont, pour tout

x∈C, des fonctions analytiques deτ∈H , l’ égalit́e reste vraie pour toutτ∈H d’apr̀es le principe d’unicit́e
du prolongement analytique. �

Remarque 6.1.10Le nom d’́equation modulaire est motivé par l’action du groupe modulaireSL2(Z) sur
H (voir [51]). La matrice :

g =
(

a b
c d

)
, a,b,c,d ∈ Z , ad−bc= 1,

agit sur la variable “modulaire”τ par l’homographie :

τ 7→ aτ+b
cτ+d

1J’en profite pour rectifier une petite erreur typographique (signe devantx/τ) dans [47].
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et sur la variablex par :

x 7→ x
cτ+d

.

La fonction qui satisfait l’́equation modulaire doit alorŝetre multiplíee par un facteur holomorphe inversible
α(g,τ,x). Dans le cas de la translationτ 7→ τ+1 :

g =
(

1 1
0 1

)
,

et α(g,τ,x) = 1. Dans le cas de l’inversionτ 7→ −1/τ :

g =
(

0 1
−1 0

)
,

etα(g,τ,x) est le facteur plus compliqué du th́eor̀eme. Commeτ 7→ τ+1 etτ 7→ −1/τ engendrent le groupe
modulaire, on doit avoir une relation analogue pour toutg.

Exercice 6.1.11Etablir la relation ǵeńerale.
Indication : voir [34]. On prendra garde que le paramètreτ dans les d́efinitions deloc. cit.est le double du
notre.

6.1.2 Briques de base

Les “anciens” (Adams, Birkhoff, Carmichael ...) résolvaient l’́equationσq f = c f , c∈C∗ (resp. l’́equation
σq f = f +1) à l’aide de la fonction multiformezlogq(c) (resp. logq(z)), mais nous proćederons diff́eremment.
Nous allons d́ecrire les fonctionśelémentaires qui nous servirontà ŕesoudre leśequations auxq-diff érences
fuchsiennes et les propriét́es de ces fonctions, tout particulièrement en ce qui concerne les zéros et les p̂oles.
En effet, la possibilit́e de ne recourir qu’à des fonctions ḿeromorphes uniformes surC∗, pour agŕeable
qu’elle soit, signifie que nous ne disposons plus de la monodromie des solutions comme invariant de nature
géoḿetrique pour coder leśequations : c’est essentiellement la description des zéros et les p̂oles qui en
tiendra lieu.

Diviseurs (vocabulaire)

Soit X une surface de Riemann, par exemple un ouvert connexe deS. Pour toute fonctionf ∈ M (X)∗,
et pour toutx ∈ X, on notevx( f ) l’ordre de f en x : si x est un źero d’ordren, vx( f ) = n ; si x est
un p̂ole d’ordren, vx( f ) = −n ; si x n’est ni un źero ni un p̂ole, vx( f ) = 0. On v́erifie sans peine que,
∀ f ,g∈M (X)∗ , vx( f g) = vx( f )+vx(g). On appellediviseurde f surX la combinaison lińeaire formellèa
coefficients entiers de points deX formée des źeros et des p̂oles def pond́eŕes par leurs ordres :

divX( f ) = ∑
x∈X

vx( f ) [x].

Exemple 6.1.12Il découle de la formule du triple produit de Jacobi que :

divC∗(θq) = ∑
z∈qZ

[z].

Si X est compacte, cette somme est finie (plus préciśement, elle n’a qu’un nombre fini de termes non
nuls) et c’est uńelément du groupe abélien libre engendré parX. En ǵeńeral, cette somme est seulement
localement finie (tout compact deX ne contient qu’un nombre fini de points de poids non nul dans un
diviseur donńe). Dans tous les cas, l’ensemble de tous les diviseurs (combinaisons linéaires formelles̀a
coefficients entiers de points deX, suppośees localement finies) forme un groupe abélienDiv(X) et l’on a
un morphisme divX : M (X)∗→ Div(X). Leséléments de l’image sont appelésdiviseurs principaux.
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Exercice 6.1.13Le noyau de divX estO(X)∗. Si X est compacte, c’estC∗.

Dans le cas òu X est compacte,̀a tout diviseur surX, D = ∑x∈X nx [x], on peut associer sondegŕe
deg(D) = ∑nx∈Z, d’où un morphisme deg :Div(X)→Z. On d́emontre que le degré d’un diviseur principal
est 0. Ainsi, le morphisme divX arrive en fait dans le sous-groupeDiv0(X) = Ker deg des diviseurs de degré
0.

Exercice 6.1.14Si X est compacte, prouver que le degré d’un diviseur principal est nul.
Indication : dans le cas òu X = S, c’est un calcul amusant sur les zéros, les p̂oles et le degŕe d’une fraction
rationnelle ; dans le cas ǵeńeral, appliquer le th́eor̀eme des ŕesidusà la forme diff́erentielle d f/ f .

Exercice 6.1.15Si X = S, prouver la ŕeciproque.
Indication : il s’agit de reconstruire une fraction rationnellèa partir de ses źeros et ses p̂oles.

Puisque, siX est compacte, les seules fonctions holomorphes surX sont les constantes, on a dans ce cas
une suite exacte :

1→ C∗→M (X)∗ divX−→ Div0(X).

Définition 6.1.16 On suppose queX est un ouvertq-invariant deC∗, autrement dit :qX = X. On dit quef
est une fonctionautomorphesurX si σq f

f ∈ O(X)∗.

Cela revient̀a dire que, quelque soitx∈ X, vx( f ) = vqx( f ). Ainsi, l’ordrevx( f ) dépend seulement de la
classe dex moduloqZ . Nous noteronsEq le groupe topologique quotient :

Eq = C∗/qZ .

Le groupeEq sera d́ecrit plus pŕeciśement en 6.1.3). Nous noterons de plusx∈ X les images respectives de
x etX dansEq. Nous pouvons donc poser (pourf automorphe)vx( f ) = vx( f ) et :

divX( f ) = ∑
y∈X

vy( f )[y].

Exercice 6.1.17Si X est compacte, cette combinaison linéaire est finie.

Exemple 6.1.18La fonction θq est automorphe surX = C∗, comme le montre l’́equation fonctionnelle
σqθq =−qzθq. Il résulte de l’exemple 6.1.12 que son diviseur surEq est :

divEq(θq) = [1].

Brique : les q-caractères

On pose, pourc∈ C∗, θq,c(z) = θq(z/c). C’est une fonction holomorphe surC∗, de diviseur :

divC∗(θq,c) = ∑
z∈cqZ

[z] = ∑
z∈qZ

[cz].

Elle est de plus automorphe et l’on a :
divEq(θq,c) = [c].

Définition 6.1.19 Lesq-caract̀eressont les fonctions (pourc∈ C∗) :

eq,c =
θq

θq,c
.

Ce sont nos substituts aux fonctions multiformeszlogq(c).
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Proposition 6.1.20 On a eq,c ∈M (C∗), σqeq,c = ceq,c et divEq(eq,c) = [1]− [c].

Preuve. - Cela ŕesulte imḿediatement de ce qui áet́e dit deθq et deθq,c. �

Exercice 6.1.21Calculereq,qc (c∈ C∗) eteq,qn (n∈ Z).

Exercice 6.1.22Soit, pourc,d ∈ C∗, φc,d = eq,ceq,d
eq,cd

. Vérifier queφc,d estq-invariante :

φc,d ∈M (C∗)σq,

et vérifier que son diviseur surEq est :

divEq(φc,d) = [1]− [c]− [d]+ [cd] = [0]− [c]− [d]+ [c+d].

Brique : le q-logarithme

Définition 6.1.23 Le q-logarithmeest la fonction :

lq(z) = z
θ′q(z)
θq(z)

.

C’est notre substitut̀a la fonction multiforme logq(z).

Proposition 6.1.24 On a lq ∈M (C∗) et σqlq = lq +1. Les pôles de lq sont simples, ce sont les points de la
spirale logarithmique discrète qZ .

Preuve. - Encore une fois, cela résulte de l’́equation fonctionnelle deθq (par d́erivation logarithmique) et de
la formule du triple produit. �

En revanche, on ne sait rien sur les zéros delq.

Exercice 6.1.25Déduire de la formule du triple produit une expression explicite delq.

Exercice 6.1.26Essayer de d́eceler le caractère fuchsien desq-caract̀eres et duq-logarithme eńetudiant
leurs croissance près de 0.
Indication : il faut se placer loin des spirales de zéros et de p̂oles et montrer que croissance et décroissance
de eq,c et de lq sont plus mod́erées que celles de n’importe quelle puissance deθq.

6.1.3 Constantes

On va d́ecrire pŕeciśement le corps des constantes de la théorie :

M (C∗)σq = { f ∈M (C∗) / σq f = f}.

L’applicationx 7→ e2ıπx deC dansC∗ est un rev̂etement biholomorphe et permet donc d’identifierO(C∗) à
l’algèbre des fonctions holomorphes 1-périodiques surC etM (C∗) à l’algèbre des fonctions ḿeromorphes
1-périodiques surC ; par cette identification, la fonctionf (z) surC∗ correspond̀a la fonctionf̃ (x) = f (e2ıπx)
surC. On v́erifie que, sig = σq f , alorsg̃(x) = f̃ (x− τ), de sorte quef estq-invariante si et seulement sif̃
estτ-périodique. Ainsi, le corpsM (C∗)σq s’identifie au sous-corps deM (C) formé des fonctions admettant
1 etτ comme ṕeriodes. Nous noterons :

Λ = Z +Zτ

le réseau deC engendŕe par 1 etτ, et :

M (Λ) = { f ∈M (C) / f estΛ-périodique}
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lecorps de fonctions elliptiquescorrespondant. Ainsi, l’applicationf 7→ f̃ est un isomorphisme deM (C∗)σq

surM (Λ).

Géoḿetriquement, l’image ŕeciproque du sous-groupe discretqZ de C∗ par le rev̂etement ci-dessus
est le ŕeseauΛ de C∗, d’où un isomorphisme de groupes topologiques deC/Λ sur Eq = C∗/qZ . En fait,
cet isomorphisme est biholomorphe si l’on munitC/Λ et C∗/qZ des structures de surfaces de Riemann
héritées respectivement deC et C∗ (les deux applications canoniques de passage au quotientC → C/Λ
et C∗→ C∗/qZ sont des rev̂etements et permettent donc ce transport de structure). La surface de Riemann
C/Λ est untore complexe: en tant que surface réelle, elle est diff́eomorphèa(R×R)/(Z×Z), c’est-̀a-dire
au produit du cercleR/Z par lui-même. Tous les tores complexes sont donc isomorphes entre eux en tant
que surfaces réelles, mais on prendra garde qu’ils ne le sont pas en tant que surfaces de Riemann :

Exercice 6.1.27Démontrer que toute application holomorphe entre deux tores complexesC/Λ→C/Λ′ est
induite par une application affinez 7→ az+b deC dansC telle queaΛ⊂Λ′. En particulier, il y a isomorphie
si et seulement si il existea∈ C∗ tel queaΛ = Λ′.
Indication : voir [51].

Les corpsM (Λ) et M (C∗)σq s’identifient respectivement aux corps des fonctions méromorphes sur
C/Λ et sur C∗/qZ , ce qui est une autre manière de justifier leur isomorphie. Nousécrirons donc in-
diff éremment :

M (C∗)σq = M (Λ) = M (Eq).

Rappels sur les fonctions elliptiques

Pour ces rappels, on peut consulter [1], [9], [28], [55] ... par exemple.

Le corpsM (Λ) est une extension transcendante deC, engendŕee par la fonction de WeierstrassPΛ
(qui est transcendante surC) et sa d́erivée (qui est de degré 2 surC(PΛ)). En fait, l’applicationz 7→
(PΛ(z),P′

Λ(z)) induit un paraḿetrage d’une courbe algébrique d’́equationy2 = P(x) (P étant un polyn̂ome
de degŕe 3 explicite) par le tore complexeEq = C/Λ, qui est par fois appelécourbe elliptique.

La surface de RiemannEq étant compacte, on dispose de la suite exacte :

1→ C∗→M (Eq)∗
divEq−→ Div0(Eq).

Le théor̀eme d’Abel-Jacobipermet de pŕeciser l’image de la fl̀eche de droite. Pour cela, il faut utiliser
la structure de groupe surEq. Nous noterons additivement cette structure, bien qu’elle soit (entre autres)
quotient de la structure de groupe surC∗ qui, elle, est́evidemment not́ee multiplicativement2. Nous aurons
donc deśegalit́es un peu d́esagŕeables du genre :

cd = c+d.

Pour tout diviseurD = ∑nx[x] surEq, on peut calculerevEq(D) = ∑nxx : puisque le groupeEq est ab́elien,
cette dernìere expression est bien définie. On obtient ainsi un morphisme de groupes :

evEq : Div0(Eq)→ Eq,

qui estévidemment surjectif, puisqueevEq([a]− [0]) = a. Le th́eor̀eme d’Abel-Jacobi s’énonce ainsi :

Théorème 6.1.28Le diviseur D ∈ Div(Eq) est principal (c’est le diviseur d’une fonction elliptique) si et
seulement si il est de degré 0 et son évaluation dans Eq est nulle. �

2Ce genre de d́eboire n’est pas totalementévitable, puisque la structure de groupe surEq provient également de celle surC.
Les professionnels de l’utilisation des courbes elliptiques en cryptographie considèrent parfois le morphisme de passage au quotient
c 7→ c = c (mod qZ) deC∗ surEq comme un (crypto-)logarithme.
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Corollaire 6.1.29 On a une suite exacte :

1→ C∗→M (Eq)∗
divEq−→ Div0(Eq)

evEq−→ Eq → 0.

�

Rappelons que l’on a introduit dans l’exercice 6.1.22 la fonction elliptiqueφc,d, de diviseur :

divEq(φc,d) = [1]− [c]− [d]+ [cd] = [0]− [γ]− [δ]+ [γ+δ], où γ = c et δ = d,

qui estévidemment de degré 0 et qui est bien d’évaluation 0 (comme le doit le diviseur d’une fonction
elliptique) puisque, dansEq, on a leśegalit́es :1 = 0 etcd = c+d.

Exercice 6.1.30Vérifier que les divEq(φc,d) , c,d ∈ C∗, engendrent le groupe des diviseurs de degré 0∈ Z
et d’évaluation 0∈ Eq.
Indication : c’est aussi bien valable pour tout groupe abélien à la place deEq : un tel diviseur “trivial”
peutêtre progressivement simplifié en remplaçant systématiquement chaque somme[γ]+[δ] par [0]+[γ+δ]
jusqu’à épuisement de ses points.

Lemme 6.1.31Les φc,d , c,d ∈ C∗, engendrent le groupe M (Eq)∗.

Preuve. - C’est une conśequence directe de la suite exacte du corollaire et de l’exercice ci-dessus.�

Proposition 6.1.32 Les φc,d , c,d ∈ C∗, engendrent le corps M (Eq). �

En fait, siA = K[lq,(e±1
c )c∈C∗ ], la lettreK désignant l’un de nos corps de coefficients habituels, on voit

que le corps des constantes deA est aussiM (Eq). On est donc encombré, dans tous les cas, d’un très gros
corps de constantes.

Remarque 6.1.33Cela semble signifier que la classification fera apparaitre des invariants dans ce trop
gros corps et non dansC, comme c’est le cas pour leséquations diff́erentielles. Cette difficulté aét́e ŕesolue
par van der Put et Singer dans [37] en remplaçant leseq,c par des symboles algébriquesec astreints aux
relationseced = ecd, et pour lesquels ondéfinit σq parσqec = cec. Les exercices qui suivent montrent que
c’est impossible pour de vraies fonctions, et pas seulement parce que nous aurions fait un choix maladroit.
Nous montrerons d’autre part au 7.1 que la classification avec invariants dansC reste possible dans ce cadre.

Exercice 6.1.34Soit ( fc)c∈C∗ une famille de solutions dansM (C∗) deséquationsσq fc = c fc. Démontrer
que les fc fd

fcd
engendrent une extension transcendante deC.

Indication : si l’on avait∀c,d ∈ C∗ , fc fd ∈ C∗ fcd, l’application c 7→ divEq( fc) serait un morphisme du
groupe divisibleC∗ dans le groupe ab́elien libre Div(Eq) : un tel morphisme est nécessairement trivial.
Mais par ailleurs, fc/eq,c est elliptique, donc son diviseur est de degré0 et d’évaluation0. Enfin, on connait
le diviseur de eq,c.

Exercice 6.1.35Démontrer que l’extension transcendante ci-dessus est de genre 0 ou 1.
Indication : cela d́ecoule de la formule de Riemann-Hurwitz.

J’ignore s’il est possible qu’elle soit de genre 0 (mais suis persuadé du contraire).

6.2 Résolution locale

Résolution “locale” (en 0) signifie ici :̀a l’aide des fonctionśelémentaires introduites préćedemmment,
et de śeries convergentes.
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6.2.1 Syst̀emesà coefficients constants

Notre but est d’exhiber une solution fondamentale canonique du système σqX = AX lorsqueA ∈
GLn(C). La méthode, d́ejà entrevue au chapitre 3, fait appelà la décomposition de Dunford multiplica-
tivedeA (voir [7]) :

A = AsAu , As semi-simple,Au unipotent , AsAu = AuAs.

Cas de la composante semi-simple

Exercice 6.2.1Soit D ∈Mn(k) une matricèa coefficients dans le corps commutatifk et qui se diagonalise
de deux manìeres :

P diag(c1, . . . ,cn) P−1 = Q diag(d1, . . . ,dn) Q−1.

Soit φ est une application quelconque deSp(D) = {c1, . . . ,cn} = {d1, . . . ,dn} dans unek-algèbre commu-
tativeR. Alors :

P diag(φ(c1), . . . ,φ(cn)) P−1 = Q diag(φ(d1), . . . ,φ(dn)) Q−1 ∈Mn(R).

De plus, cette matrice, que l’on peut noterφ(D), est polynomiale enD (à coefficients dansR).

En prenant pourk le corpsC, pour R la sousC-algèbre deM (C∗) engendŕee par lesec et pourφ
l’applicationc 7→ eq,c, on d́efinit eq,As = φ(As) : donc, siAs = P diag(c1, . . . ,cn) P−1, on a :

eq,As = P diag(eq,c1, . . . ,eq,cn) P−1.

Proposition 6.2.2 (i) eq,As ∈GLn(M (C∗)) et son lieu singulier 3 est :

S(eq,As) = qZ ∪
[

c∈Sp(As)

cqZ .

(ii) σqeq,As = Aseq,As = eq,AsAs.
(iii) eq,As ∈M (C∗)[As].

Preuve. - Tout d́ecoule de l’exercice (et de l’étude pŕealable desq-caract̀eres). �

Cas de la composante unipotente

Exercice 6.2.3SoitU = In +N ∈Mn(k) une matrice unipotentèa coefficients dans le corps commutatifk
suppośe de caract́eristique nulle (doncN est nilpotente). SoitR unek-algèbre commutative. Posons, pour
tout λ ∈ R :

Uλ = ∑
j≥0

(
λ
j

)
N j , où

(
λ
j

)
=

1
j!

j−1

∏
i=0

(λ− i).

Alors Uλ ∈GLn(R), est polynomiale enU (à coefficients dansR) et, pourλ,µ∈ R :

Uλ+µ = UλUµ.

On peut prendre pourk le corpsC, pour R la sousC-algèbre deM (C∗) engendŕee parlq et poser

eq,Au = A
lq
u . On a donc :

eq,Au = ∑
j≥0

l ( j)
q (Au− In) j , où l ( j)

q =
(

lq
j

)
.

3Voir la définition 5.2.17.
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Proposition 6.2.4 (i) eq,Au ∈GLn(M (C∗)) et son lieu singulier est :

S(eq,Au) = qZ , ou bien /0 si Au = In.

(ii) σqeq,Au = Aueq,Au = eq,AuAu.
(iii) eq,Au ∈M (C∗)[Au].

Preuve. - Tout d́ecoule de l’exercice (et de l’étude pŕealable duq-logarithme). �

Exercice 6.2.5Vérifier queσql ( j)
q = l ( j)

q + l ( j−1)
q et en d́eduire une nouvelle justification de la définition de

eq,Au.

Synthèse : la solution canonique

On pose maintenant :
eq,A = eq,Aseq,Au.

Proposition 6.2.6 (i) eq,A ∈GLn(M (C∗)) et son lieu singulier est :

S(eq,A) = qZ ∪
[

c∈Sp(A)

cqZ .

(ii) σqeq,A = Aeq,A = eq,AA.
(iii) eq,A = eq,Aseq,Au = eq,Aueq,As est la décomposition de Dunford multiplicative de eq,A.

Preuve. - Tout d́ecoule de ce qui préc̀ede. �

Exercice 6.2.7Vérifier que, pourP,A∈GLn(C) :

eq,PAP−1 = P eq,A P−1.

6.2.2 Syst̀emes fuchsiens non ŕesonnants

Nous prendrons comme définition d’un syst̀eme fuchsien celle de Birkhoff dans [6], sans chercherà
la justifier ; voir cependant [13] et [48]. On peut au moins dire qu’il s’agit des systèmes pour lesquels la
méthode de ŕesolution de Fuchs-Frobenius (celle que nous avons utilisée au chapitre 3) marche.

Définition 6.2.8 (i) Le syst̀eme auxq-diff érencesσqX = AX est ditfuchsien en0 si A est d́efinie et inver-
sible en 0 :

A(0) ∈GLn(C).

(ii) Les exposantsdu syst̀eme fuchsien de matriceA sont les valeurs propres deA(0).
(iii) Le syst̀eme auxq-diff érencesσqX = AX suppośe fuchsien en 0 est ditnon ŕesonnantsi, deux exposants
distincts (qui sont donćeléments deC∗) ne sont jamais congrus modulo le sous-groupeqZ deC∗ :

Sp(A(0))∩qN∗Sp(A(0)) = /0.

Proposition 6.2.9 Soit A∈GLn(K), où K est l’un des corps C(z), C({z}), M (C). On suppose le système
σqX = AX fuchsien non résonnant en 0. Il existe alors une unique transformation de Birkhoff formelle :

F = In +zF1 + · · ·

telle que F [A(0)] = A, et cette transformation converge.
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Preuve. - La méthode est entièrement similairèa celle utiliśee pour les systèmes diff́erentiels au chapitre 3,
proposition 3.3.7, dont nous reprenons les notations. OnécritA= A0+zA1+ · · · . On chercheF de la forme
indiquée et telle que(σqF)A0 = AF. On doit pour cela ŕesoudre les relations de récurrence :{

F0 = In
∀k≥ 1 , qkFkA0 = ∑i+ j=k AiFj

.

La deuxìeme relatiońequivaut̀aqkFkA0−A0Fk = ∑k−1
j=0 Ak− jFj . Il découle de l’hypoth̀ese de non-résonnance

que l’on a alors :

Fk = Φ−1
qkA0,A0

(
k−1

∑
j=0

Ak− jFj

)
.

La preuve de convergence fait appel au même type de majoration que dansloc. cit.. �

Corollaire 6.2.10 On suppose que le corps K est C(z) ou M (C). La transformation de jauge F admet alors
un unique prolongement méromorphe à C et S(F) = qN∗S(A).

Preuve. - La relation(σqF)A0 = AF entraine :

F(qz) = A(z)F(z)A−1
0 ,

qui permet d’́etendre de proche en proche le disque de définition deF (en multipliant chaque fois son rayon
par|q|> 1) et montre que le pointz∈ C∗ est singulier pourF si et seulement siz/q l’est pourA ouF :

S(F)∩
◦
D(0, |q|k+1r) = q

(
(S(A)∪S(F))∩

◦
D(0, |q|kr)

)
.

Comme il exister > 0 tel que(S(A)∪S(F))∩
◦
D(0, |q|kr) = /0, la conclusion s’ensuit. �

6.2.3 Syst̀emes singuliers ŕeguliers

On se restreint maintenant aux systèmes̀a coefficients rationnels :K = C(z) etA∈GLn(C(z)).

Proposition 6.2.11 On peut éliminer les résonnances d’un système fuchsien de la même manière que dans
la proposition 3.3.3 du chapitre 3.

Preuve. - Nous n’expliciterons que les (maigres) différences avec la preuve et l’algorithme deloc. cit.. Tout
d’abord, un paquets d’exposants résonnants d’amplitudems’écrit ici : {λqk0, . . . ,λqkr} avec 0= k0 < · · ·<
kr = m. Il existeP∈GLn(C) telle que

PA(0)P−1 =
(

a0 0
0 d0

)
,

où a0 est un bloc triangulaire supérieur de tailleµ∈ N∗ et admet pour seule valeur propreλqm et òu d0

est un bloc triangulaire supérieur de tailleν ∈ N∗ et admet pour valeurs propres toutes les autres valeurs
propres deA(0). Ainsi B = P[A] = (σqP)AP−1 = PAP−1 s’écrit comme matrice de blocs :

B =
(

a b
c d

)
,

aveca(0) = a0, b(0) = 0, c(0) = 0 etd(0) = d0. On prend encore comme matrice de shearing :

S=
(

z−1Iµ 0
0 Iν

)
,
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et l’on trouve :

C = S[B] =
(

q−1a q−1z−1b
zc d

)
,

de sorte que :

C(0) =
(

q−1a0 ∗
0 d0

)
.

On a doncSp(C(0)) = Sp(A(0))\{λqm}, et la fin de la preuve est la m̂eme que dansloc. cit.. �

Définition 6.2.12 Un syst̀eme auxq-diff érences lińeaire rationnel est ditsingulier ŕegulier en 0 s’il est
rationnellement́equivalent̀a un syst̀eme fuchsien en 0.

Théorème 6.2.13(i) Tout système σqX = AX rationnel fuchsien non résonnant en 0 admet une unique so-
lution fondamentale Feq,A(0) où F ∈GLn(C[[z]]) est tangentèa l’identité : F(0) = In ; la matrice F converge
et se prolonge en F ∈GLn(M (C)).
(ii) Tout système σqX = AX singulier régulier en 0 admet une solution fondamentale de la forme Feq,A(0)

avec F ∈GLn(M (C)) et A(0) ∈GLn(C).
(iii) Dans les deux cas, S(F)⊂ qN∗S(A).

Preuve. - On n’a fait que regrouper les résultats obtenus. �

Le même algorithme qui intervient dans la proposition 6.2.11 permet en fait de ramener tous les expo-
sants dans la couronne fondamentale :

K (1, |q|) = {z∈ C / 1≤ |z|< |q|}.

Définition 6.2.14 On appelle solutionnormaliśeed’un syst̀eme singulier ŕegulier en 0 une solution fonda-
mentale de la formeX (0) = Feq,A(0) avecF ∈GLn(M (C)) etA(0) ∈GLn(C) telle que :

Sp(A(0))⊂K (1, |q|).

Lemme 6.2.15Tout système fuchsien est rationnellement équivalent à un système dont tous les exposants
sont dans K (1, |q|).

Preuve. - C’est imḿediat avec l’algorithme de la proposition 6.2.11. �

Proposition 6.2.16 Tout système singulier régulier en 0 admet une solution fondamentale normalisée. De
plus, Feq,A(0) et Geq,B(0) sont solutions fondamentales normalisées d’un même système, si et seulement s’il
existe une matrice C∈GLn(C) telle que B(0) = CA(0)C−1 et GC= F .

Preuve. - L’existence d’une solution normalisée est conśequence du lemme (et du théor̀eme pŕećedent).
Si deux solutions normalisées sont líees par la relation indiquée, on aFeq,A(0) = Geq,B(0)C car eq,B(0) =
eq,CA(0)C−1 = Ceq,A(0)C−1. Supposons réciproquement queFeq,A(0) et Geq,B(0) sont solutions fondamentales

normaliśees d’un m̂eme syst̀eme et posonsC = G−1F ∈ GLn(M (C)). Si A est la matrice du système
concerńe, F [A(0)] = G[B(0)] = A, d’où C[A(0)] = B(0). On d́eveloppeC en śerie : C = ∑zkCk, et l’on
voit que qkCkA(0) = B(0)Ck pour toutk. Mais, gr̂aceà la condition de normalisation, on a, pourk 6= 0,
Sp(qkA(0))∩Sp(B(0)) = /0, d’où Ck = 0. On a doncC∈GLn(C) et le reste s’ensuit. �
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Chapitre 7

Classification, confluence et
monodromie

7.1 Classification

Heuristique : la méthode de Birkhoff

Comme on l’a vu dans la première partie de ce cours, le prolongement analytique est un outil puissant
dans l’́etude des fonctions spéciales solutions d’équations diff́erentielles. On n’a pas pleinement dévelopṕe
ici le point de vue ǵeoḿetrique de Riemann, mais on a pu se convaincre de sa capacité à remplacer les
calculs par des id́ees(Hilbert). Comme en th́eorie de Galois,l’ambiguitéde la d́etermination des fonctions
multiformes est un avantage plutôt qu’un inconv́enient1.

Dans cette seconde partie, on a constaté que les solutions d’équations auxq-diff érences admettent au-
tomatiquement un prolongement uniforme au plan complexe (à la sph̀ere de Riemann). On pourrait donc
penser que nous avons aggravé la situation en attribuant auxéquationśelémentaires des solutions uniformes
au lieu des solutions multiformes pronées par Adams, Carmichael, Birkhoff .... En réalit́e, cela n’aurait pas
vraiment chanǵe grand chose. En effet, les solutions des anciens ne sont ramifiées qu’en 0 et∞, leur groupe
de monodromie est donc une représentation deπ1(C∗) = Z, donc tr̀es simple. Une telle représentation ne
peut en aucune façon rendre compte de la complexité des relations entre les solutions de l’équation hy-
perǵeoḿetrique basique, par exemple.

Dans [6], Birkhoff a propośe l’extension de la d́emarche de Riemann (que nous appelons maintenant
correspondance de Riemann-Hilbert) au cas deśequations auxq-diff érences, et aux différences. Le prolon-
gement analytique le long des chemins, avec ses ’formules de connexion”, y est remplacé par une notion
originale de matrice de connexion. Ce chapitre contient une version remise au gout du jour des résultats de
Birkhoff. Commençons par en donner une description qualitative rapide. Birkhoff part d’uneéquation glo-
bale sur la sph̀ere de Riemann, de matriceA(z) ∈GLn(M (S)) = GLn(C(z)), suppośee singulìere ŕegulìere
en 0 et en∞.

Exercice 7.1.1On suppose queσqX = AX et l’on poseY(w) = X(z), avecw = 1/z. De quelleéquationY
est-elle solution ? D́efinir la notion de système singulier ŕegulier et de système fuchsien en∞.

Exercice 7.1.2Démontrer qu’un système singulier ŕegulier en 0 et en∞ est rationnellement́equivalentà
un syst̀eme fuchsien en 0 et en∞.
Indication : voir la preuve dans [47], 2.1, p. 1040.

1Pour de passionnantes réflexions sur cette question, le lecteur est vivement encouragé à lire [40].
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Selon les ŕesultats de la section 6.2, on peut donc définir des solutions fondamentales matricielles
X (0),X (∞) ∈GLn(M (C∗)) ; nous les consid́erons intuitivement comme les solutions “au voisinage” de 0 et
de∞, bien qu’elles soient analytiquement de même nature : toutes deux méromorphes surC∗ et toutes deux
sauvages en 0 et en∞.

Définition 7.1.3 La matrice de connexion de Birkhoffest :

P =
(

X (∞)
)−1

X (0).

Naturellement, l’article “la” est abusif, sauf siA est fuchsienne non-résonnante en 0 et∞ , puisque les
solutions fondamentalesX (0) et X (∞) ne sont d́efinies sans ambiguité que dans ce dernier cas. Il est clair
queP∈GLn(M (C∗)), et l’on vérifie facilement queσqP = P, autrement dit,P est elliptique :

P∈GLn(M (Eq)).

Notons qu’avec les d́efinitions des anciens, la matriceP ne serait pas tout̀a fait elliptique. Du fait que
X (0) etX (∞) sont solutions d’une m̂emeéquation auxq-diff érences, on aurait encoreσqP= P ; mais, du fait
qu’elles ne sont pas uniformes,P(ze2ıπ) serait líe àP(z) par unfacteur d’automorphie non trivial.

Exercice 7.1.4Décrire ce facteur dans le cas où l’on n’a pas de composantes logarithmiques.

Ce d́etail misà part, Birkhoff proc̀ede maintenant, comme nous l’avons fait dans 4.2.3,à un comptage
des constantes. Du côté de l’́equation, il semble y en avoir une infinité (coefficients de fractions ration-
nelles), mais en fait, on doit considérer la matriceA à équivalence rationnelle près. Du ĉoté de la matrice
de connexion,P est cod́ee parn2 fonctions elliptiques lesquelles sont (presque) détemińees par leurs divi-
seurs. Pour̂etre complet, il faut́egalement prendre en compte lesconstantes localesen 0 et∞, qui sont,
comme dans le cas deséquations diff́erentielles, des invariants linéaires des matricesA(0) et A(∞). Au
bout du compte, Birkhoff constate que le compte est bon : le nombre de paramètres ind́ependants présents
dans les classes d’équivalence de systèmes fuchsiens estégalà celui ńecessaire pour coder les invariants
de connexion et locaux. Il pose alors leproblème inverse: peut-on reconstituerA (au moinsà équivalence
près)à partir de la matriceP (ou des invariants qui codent celle-ci) et des invariants locaux ?

Il r épond positivement dans ce qu’il appelle “le cas géńeral”, mais que nous appellerions plutôt de nos
jours “le cas ǵeńerique”, celui òu les valeursA(0) et A(∞) sont bien d́efinies et semi-simples. Bien sûr,
l’id ée est que les constantes qui codentP forment un syst̀eme complet d’invariants du système pour la clas-
sification rationnelle ; cependant, conformément au style de l’époque (pŕe-Bourbaki), on ne voit ni bijection
ni même application clairement définie d’un ensemble dans un autre.

L’id ée qui sous-tend encore plus profondément cette id́ee est queP tient lieu de repŕesentation de mo-
nodromie : c’est un analogue des formules de connexion de la théorie deśequations diff́erentielles ; on
esp̀ere donc en tirer une approche plus géoḿetrique. Comme cependantP n’est pas̀a coefficients constants,
il devrait y avoir quelques complications instructives ... Ce point de vue, prôné dans [39], est̀a l’origine de
la renaissance de la théorie depuis les années 1990, au moins en ce qui concerne ses aspects “transcendants”.

Dans ce chapitre, nous reprendrons la démarche de Birkhoff selon les standards modernes :

1. Pour tous les cas (pas seulement le cas géńerique),

2. avec une vraie bijection entre ensembles de classes d’équivalence,

3. et m̂eme fonctoriellement2.

Il faut cependant dire nettement quetoutes les id́ees essentielles viennent de Birkhoff ([6]).

2Cela a d’ailleurs d́ejà ét́e fait par M. van der Put et M. Singer dans [37], mais ces auteursévitent largement le point de vue “théorie
des fonctions”.
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7.1.1 Trois cat́egories

Définition 7.1.5 La cat́egorieE deséquations auxq-diff érences fuchsiennes surS est ainsi d́efinie :

1. Ses objets sont les matricesA(z) ∈GLn(C(z)) (n∈ N∗) qui sont ŕegulìeres singulìeres en 0 et en∞.

2. Les morphismes de l’objetA∈GLn(C(z)) vers l’objetB∈GLp(C(z)) sont les matricesF ∈Mp,n(C(z))
telles que(σqF)A = BF.

3. Le morphisme identité de l’objetA ∈ GLn(C(z)) est la matrice identité In. Le compośe des mor-
phismesF : A→ B etG : B→C est le morphismeGF : A→C (produit matriciel).

Proposition 7.1.6 La catégorie E s’identifie à une sous-catégorie pleine de la catégorie des modules aux
q-différences Di f f Mod(K,σq) (avec ici K = C(z)).

Preuve. - Soit A un objet deE . Reprenant les notations de la section 5.3.1 :ΦA(X) = A−1σqX, nous lui
associons un module auxq-diff érencesMA = (C(z)n,ΦA). Soit B un autre objet deE . Un morphisme de
MA dansMB est en particulier un morphisme deC(z)n dansC(z)p, donc une matriceF ∈Mp,n(C(z)). Pour
que cette matriceF soit bien un morphisme dansDi f f Mod(K,σq), il faut, et il suffit, queF ◦ΦA = ΦB◦F .
Un petit calcul convaincra le lecteur que ceciéquivautà (σqF)A = BF, qui est la condition pour queF soit
un morphisme dansE . Ainsi, en associant̀a l’objet A l’objet MA et au morphismeF dansE le morphisme
F dansDi f f Mod(K,σq), on obtient un foncteur pleinement fidèle. Cela revient̀a dire queE s’identifie à
une sous-catégorie pleine deDi f f Mod(K,σq). �

Définition 7.1.7 La cat́egorieT des “triplets de connection” de Birkhoff est ainsi définie :

1. Ses objets sont les triplets(A0,P,A∞)∈GLn(C)×GLn(M (Eq))×GLn(C) (n∈N∗), avecSp(A0),Sp(A∞)⊂
K (1, |q|) (la couronne fondamentale{z∈ C / 1≤ |z|< |q|}).

2. Les morphismes du triplet(A0,P,A∞)∈GLn(C)×GLn(M (Eq))×GLn(C) vers le triplet(B0,Q,B∞)∈
GLp(C)×GLp(M (Eq))×GLp(C) sont les couples(C0,C∞) ∈Mp,n(C)×Mp,n(C) tels queC0A0 =
B0C0, C∞A∞ = B∞C∞ etQC0 = C∞P.

3. Le morphisme identité de l’objet(A0,P,A∞)∈GLn(C)×GLn(M (Eq))×GLn(C) est le couple(In, In).
Le compośe des morphismes(C0,C∞) et (D0,D∞) est le morphisme(D0C0,D∞C∞).

On pourrait rel̂acher la condition de “normalisation”Sp(A0),Sp(A∞)⊂K (1, |q|), au prix d’une descrip-
tion un peu moins simple des morphismes. C’est effectivement ce que l’on fait pour la théorie de Galois,
car les constructions tensorielles ne sont pas compatibles avec cette condition (la couronne fondamentale
n’étant pas un sous-groupe deC∗).

Notre but est de prouver l’équivalence des catégoriesE et T : c’est la version fonctorielle promise du
théor̀eme de Birkhoff. A cause de la non canonicité de la construction des solutions d’un système fuch-
sien, il n’est toutefois pas très facile de d́efinir directement un foncteur deE dansT (ou l’inverse) : si
l’on part d’un syst̀eme fuchsien de matriceA quelconque, on ne sait pas en géńeral lui associer un triplet
(A0,P,A∞) bien d́efini, sauf dans le cas très particulier òu les matricesA(0) etA(∞) sont d́efinies, ŕegulìeres
et non ŕesonnantes. Ŕeciproquement, on verra que le choix d’une matriceA parmi celles donnant un triplet
(A0,P,A∞) n’est pas univoque.

Nous aurons donc l’usage d’une troisième cat́egorieS , équivalente aux deux premières gr̂aceà des
foncteurs explicites deS versE et deS versT . Le lecteur devra alors admettre que cela entraine bien
l’ équivalence d́esiŕee. La (petite) difficult́e est qu’un foncteur entre des catégories n’est pas exactement une
application entre des ensembles et qu’uneéquivalence de catégories n’est pas une bijection. Il y a moyen
de d́efinir une sorte de réciproque d’unéequivalence, mais ce n’est pas très simple, voir par exemple [29],
chap. IV, §4.

L’id ée sous-jacentèa la d́efinition deS est que l’objet le plus complet, qui permet de reconstituer
tous les autres (matrice du système, matrice de connexion ...) est la donnée des deux solutions avec leurs
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décompositionsX0 = F0eq,A0 etX∞ = F∞ eq,A∞ . Bien ŝur, il faut imposer une condition qui exprime queX (0)

et X (∞) sont bien solutions d’un m̂eme syst̀eme auxq-diff érences ; c’est la conditionF0[A0] = F∞[A∞] de la
définition qui suivra.

Exercice 7.1.8Si X0 = F0eq,A0 et X∞ = F∞ eq,A∞ , vérifier que l’́egalit́e F0[A0] = F∞[A∞] estéquivalentèa
(σqX0)X−1

0 = (σqX∞)X−1
∞ . (En fait,(σqX0)X−1

0 = F0[A0] et (σqX∞)X−1
∞ = F∞[A∞].)

Définition 7.1.9 La cat́egorieS des “(quadruplets de) solutions” est ainsi définie :

1. Ses objets sont les quadruplets(F0,A0,F∞,A∞) ∈GLn(M (C))×GLn(C)×GLn(M (C∞))×GLn(C),
avecSp(A0),Sp(A∞)⊂K (1, |q|) et tels queF0[A0] = F∞[A∞]. Rappelons queC∞ = S\{0}.

2. Les morphismes du quadruplet(F0,A0,F∞,A∞) ∈GLn(M (C))×GLn(C)×GLn(M (C∞))×GLn(C)
vers le quadruplet(G0,B0,G∞,B∞) ∈ GLp(M (C))×GLp(C)×GLp(M (C∞))×GLp(C) sont les
triplets(C0,F,C∞) ∈Mp,n(C)×Mp,n(C(z))×Mp,n(C) tels queC0A0 = B0C0, G0C0 = FF0, C∞A∞ =
B∞C∞ etG∞C∞ = FF∞.

3. Les morphismes identités et les composés de morphismes sont alors définis de manìere naturelle.

Exercice 7.1.10Compĺeter le dernier point de cette définition.

Exercice 7.1.11Vérifier que, selon la d́efinition d’un morphisme dansS , on a automatiquement(σqF)A=
BF, où l’on a pośeA = F0[A0] = F∞[A∞] etB = G0[B0] = G∞[B∞].

Exercice 7.1.12Dans les trois d́efinitions ci-dessus, on est supposé vérifier que les identit́es et les composés
de morphismes sont bien des morphismes. Le lecteur est encouragé à le faire.

7.1.2 Deux foncteurs

Premier foncteur

Lemme 7.1.13Soit M ∈GLn(M (C)). Alors on peut écrire M =CRavec C∈GLn(C(z)) et R∈GLn(M (C)),
la matrice R étant de plus régulìere en 0, c’est-à-dire telle que R(0) ∈GLn(C).

Preuve. - La preuve est un algorithme de type “pivot de Gauss”, d’ailleurs valable sur tout anneau de va-
luation discr̀ete. On va multiplierM à gauche par des matrices rationnelles inversibles jusqu’à obtenir une
matrice ŕegulìere en 0. On commence par multiplierM par zk pour la rendre holomorphe en 0 : on peut
donc supposerM ∈ Mn(C{z}), detM ∈ C{z} \ {0} et det(M(0)) = (detM)(0) = 0. Les oṕerations sui-
vantes visent̀a faire diminuerv0(detM), ordre d’annulation en 0 du déterminant. Lorsquev0(detM) = 0,
on a une matrice régulìere en 0.

Tant quev0(detM) > 0, M(0) est non inversible, et il existeβ ∈ Cn non nul tel queβM(0) = 0. Soit
k un indice tel queβk 6= 0 et soitLk,β la matriceégaleà In sauf en ce qui concerne sakeligne, que l’on a
remplaćee parβ :

Lk,β =


1 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
β1 β2 . . . βk . . . βn

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 . . . 1

 .

On multiplieM à gauche parLk,β, ce qui ne change pasv0(detM). On peut donc dorénavant supposer que
la keligne deM s’annule en 0, donc està coefficients danszC{z}. On multiplieà gaucheM par la matrice
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égaleà In sauf en ce qui concerne sonkecoefficient diagonal, que l’on a remplacé parz−1 :
1 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . z−1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 . . . 1

 ,

ce qui diminuev0(detM) de 1 sans changer les autres conditions. �

Proposition 7.1.14 Soit (F0,A0,F∞,A∞) un objet de S . Soit A = F0[A0] = F∞[A∞] (cf la définition de S ).
Alors A∈GLn(C(z)) et A est singulière régulière en 0 et en ∞.

Preuve. - La matriceA estévidemment inversible. Elle est méromorphe surC (carégaleàF0[A0]) et surC∞
(car égaleà F∞[A∞]), donc ḿeromorphe surS, donc rationelle :A ∈ GLn(C(z)). Pour prouver qu’elle est
singulìere ŕegulìere en 0, on applique le lemmeà F0 = C0R0 : on voit queR0[A0] est une matrice régulìere
en 0, donc fuchsienne. Ainsi,A = C0 [R0[A0]] est singulìere ŕegulìere en 0. On proc̀ede de m̂eme en∞ avec
la variablew = 1/z. �

Définition 7.1.15 Le foncteurSEdeS dansE est d́efini comme suit :

1. A tout objet(F0,A0,F∞,A∞) deS , il associeA = F0[A0] = F∞[A∞].

2. A tout morphisme(C0,F,C∞) dansS , il associeF (c’est bien un morphisme dansE d’apr̀es l’exercice
7.1.11).

Exercice 7.1.16Vérifier queSEest bien un foncteur deS dansE .

Deuxième foncteur

Lemme 7.1.17Soit (F0,A0,F∞,A∞) un objet de S et soient X0 = F0eq,A0 et X∞ = F∞ eq,A∞ . Alors (X∞)−1 X0∈
GLn(M (Eq)).

Preuve. - Il est évident que(X∞)−1 X0 ∈GLn(M (C∗)), il suffit donc de prouver saσq-invariance. Utilisant
leségalit́esσqeq,A0 = A0eq,A0 et (σqF0)A0 = AF0, on calcule :

σqX0 = (σqF0)A0eq,A0 = AF0eq,A0 = AX0.

On montre de m̂eme queσqX∞ = AX∞, d’0ù :

σq

(
(X∞)−1 X0

)
= (σqX∞)−1 (σqX0) = (AX∞)−1AX0 = (X∞)−1 X0.

�

Définition 7.1.18 Le foncteurST deS dansT est d́efini comme suit :

1. A tout objet(F0,A0,F∞,A∞) de S , il associe(A0,P,A∞), où l’on a pośe P = (X∞)−1 X0, avecX0 =
F0eq,A0 et X∞ = F∞ eq,A∞ .

2. A tout morphisme(C0,F,C∞) dansS , il associe(C0,C∞).

Exercice 7.1.19Vérifier queST est bien un foncteur deS dansT . (Il faut démontrer les commutation de
diagrammes qui font partie de la définition deT .)

101



7.1.3 Equivalences de catégories

Théorème 7.1.20Le foncteur SEest une équivalence de catégories.

Preuve. - Il est essentiellement surjectif d’après les ŕesultats de la section 6.2. Soient(F0,A0,F∞,A∞) et
(G0,B0,G∞,B∞) deux objets deS et soientA et B leurs images parSE (donc, des objets deE). Soit F un
morphisme deA dansB dansE . Nous voulons lui trouver un unique antéćedent parSE dansS . On pose
H = G−1

0 FF0. Comme compośe des morphismes :

A0
F0−→ A

F−→ B
G−1

0−→ B0,

c’est un morphisme deA0 dansB0. Par construction, il est ḿeromorphe surC. On le d́eveloppe en śerie de
Laurent :H = ∑Hpzp. De la relation(σqH)A0 = B0H, on tire, pour toutp : qpHpA0 = B0Hp. Pourp 6= 0,
les spectres deA0 et B0 sont disjoints (normalisation) et, d’après le lemme habituel,Hp = 0. On a donc
prouv́e queG−1

0 FF0 ∈ GLn(C) et on le noteC0. On prouve de m̂eme queC∞ = G−1
∞ FF∞ ∈ GLn(C). Le

triplet (C0,F,C∞) est l’unique ant́ećedent deF . �

Exercice 7.1.21Vérifier les ńecessaires commutations de diagrammes de la définition des morphismes
dansS .

Théorème 7.1.22Le foncteur ST est une équivalence de catégories.

Preuve. -
Essentielle surjectivit́e. - Soit (A0,P,A∞) un objet deT . NotonsM = eq,A∞P(eq,A0)

−1 ∈ GLn(M (C∗)).
D’après le lemme de factorisation de Birkhoff, (qui est le seul point profond de toute cette histoire), on a
une factorisation :M = (F∞)−1F0, avecF0 ∈ GLn(M (C)) et F∞ ∈ GLn(M (C∞)). NotonsX0 = F0eq,A0 et
X∞ = F∞ eq,A∞ . On a donc :

(X∞)−1 X0 = (eq,A∞)−1 (F∞)−1F0eq,A0 = (eq,A∞)−1M eq,A0 = P∈GLn(M (Eq)).

De la σq-invariance de(X∞)−1 X0, on d́eduit l’égalit́e : (σqX∞)(X∞)−1 = (σqX0)(X0)
−1, puis, de cette

dernìere :F0[A0] = F∞[A∞]. L’objet (F0,A0,F∞,A∞) deS est donc un antéćedent de(A0,P,A∞) parST dans
S .

Pleine fidélité. - Soient(F0,A0,F∞,A∞) et (G0,B0,G∞,B∞) deux objets deS et soient(A0,P,A∞) et
(B0,Q,B∞) leurs images parST (donc, des objets deT ). Soit (C0,C∞) un morphisme de(A0,P,A∞) dans
(B0,Q,B∞) dansT . Nous voulons lui trouver un unique antéćedent parST dansS . On v́erifie d’abord
que G0C0F−1

0 = G∞C∞F−1
∞ ; c’est donc unélément deGLn(M (C)) ∩GLn(M (C∞)) = GLn(M (S)) =

GLn(C(z)). Notons leF . Le triplet(C0,F,C∞) est l’unique ant́ećedent de(C0,C∞). �

Exercice 7.1.23Compĺeter les (petits) trous de cette démonstration.

Corollaire 7.1.24 On a une bijection entre :
– L’ensemble des classes d’équivalence rationnelle de systèmes fuchsiens en 0 et en ∞, d’une part, et
– l’ensemble des classes d’équivalence de triplets (A0,P,A∞)∈GLn(C)×GLn(M (Eq))×GLn(C), avec

Sp(A0),Sp(A∞)⊂K (1, |q|) d’autre part, la relation d’équivalence étant ainsi définie :

(A0,P,A∞)∼ (B0,Q,B∞) ⇐⇒ ∃(C0,C∞) ∈GLn(C)×GLn(C) :


B0 = C0A0C

−1
0 ,

B∞ = C∞A∞C−1
∞ ,

Q = C∞PC−1
0 .

Preuve. - Le premier ensemble est l’ensemble des classes d’isomorphie dans la catégorieE , le deuxìeme
ensemble est l’ensemble des classes d’isomorphie dans la catégorieT . �
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Exercice 7.1.25(i) Démontrer que la relation d’isomorphie entre objets d’une catégorieC est une relation
d’équivalence.
(ii) Soit F un foncteur deC dansD. Vérifier qu’il induit une application de l’ensemble des classes d’iso-
morphie d’ objets deC dans l’ensemble des classes d’isomorphie d’ objets deD.
(iii) D émontrer que, siF est unéequivalence de catégories, l’application ci-dessus est une bijection.

Remarque 7.1.26ATTENTION ! Les classes d’isomorphie d’ objets d’une catégorie ne forment pas nécessairement
un ensemble : par exemple, cela ne marche pas avec la catégorie desC-espaces vectoriels. Mais cela marche
avectoutesles cat́egories rencontrées dans ce cours : par exemple celle desC-espaces vectoriels de dimen-
sion finie.

7.2 Confluence et monodromie

Cette section n’a fait l’objet ni d’un cours en bonne et due forme ni d’une rédaction. L’expośe oral
a consist́e en une description sans preuve du phénom̀ene de laconfluencelorsqueq→ 1 d’un syst̀eme
auxq-diff érences fuchsien non résonnant, avec l’interprétation de la limite de la matrice de connexion de
Birkhoff. Il s’agit de la deuxìeme partie du contenu de [47]. En guise de documentécrit, les auditeurs ont
reçu la version pŕeliminaire deloc. cit. (rédiǵee de manìere moins canonique, mais comportant plus de
détails) parue sous porme de prépublication [46].

7.3 Théorie de Galois

Où est donc la vue ǵeoḿetrique promise ? Quel groupe remplacera le groupe de monodromie de la
théorie deśequations diff́erentielles ? Autrement dit, la catégorieE est-elleéquivalentèa la cat́egorie des
repŕesentations d’un groupe, et peut-on voir dans celui-ci une sorte de groupe fondamental d’un espace dont
la géoḿetrie serait celle qui nous intéresse ?

Le sujet n’a m̂eme paśet́e effleuŕe dans le cours. Une réponse tr̀es alǵebrique est donńee dans le livre
de ŕeférence de M. van der Put et M. Singer, [37]. Malheureusement, les méthodes purement algébriques ne
permettent de construire “que” l’analogue dugroupe de Galois diff́erentiel(c’est d́ejà quelque chose). On a
tent́e de transmettre ici l’id́ee que la th́eorie des fonctionśetait un outil irremplaçable. Cette approche de la
théorie de Galois deśequations auxq-diff érences est exposée dans [13], [39] et [49].
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Chapitre 8

Expośes par lesétudiants

8.1 Preuve du lemme de Birkhoff

La rédaction est duèa Jean Ĺecureux.

Théorème 8.1.1Soient C1, . . . ,Cr r courbes fermées simples analytiques dans S. Soient A1(z), . . . ,Ar(z)
des matrices de fonctions définies sur C1, . . . ,Cr respectivement, qui sont C ∞ et analytiques sauf en un
nombre fini de points, et de déterminant non nul. On suppose, de plus, qu’à chaque point d’intersection de
Cj et Ck, toutes les dérivées de A jAk−AkA j sont nulles.Alors il existe une matrice de fonctions Φ(z) ayant
les propriétés suivantes :

– Φ est analytique, sauf sur C1, . . . ,Cr et en un pôle éventuel α ∈ S arbitraire.
– Φ est C ∞ le long de Ck, de chaque côté de Ck, et analytique, sauf aux points d’intersection des courbes

et aux points où Ak n’est pas analytique.
– Si l’on choisit un côté + et un côté − de Ck, alors :

∀zk ∈Ck , lim
z→z+k

Φ(z) =

(
lim

z→z−k

Φ(z)

)
Ak(zk),

la notation z→ z+
k (resp. z→ z−k ) signifiant que z tend vers zk du côté + (resp. du côté −) de Ck.

– Certainement une condition d’inversibilit é ...

Preuve. - La démonstration se fait par récurrence sur le nombrer de courbes. Commençons donc par le
cas òu il n’y a qu’une seule courbeC. On peut supposer queC est contenue dans le planC, l’infini ne jouant
pas de r̂ole particulier. Pŕecisons tout d’abord les hypothèses. QueC soit une courbe “analytique” signifie
qu’elle est donńee par une fonction analytique d’un paramètre, que l’on peut prendre sur le cercle unité.
Mais, puisqu’elle est analytique, on peutélargir le domaine de d́efinition de cette fonctioǹa une couronne
autour du cercle unité. On d́efinit ainsi une fonctionτ, holomorphe et d́efinissant une bijection d’une cou-
ronne autour du cecle unité vers un espace compris entre deux courbesC1 etC2 respectivement̀a l’intérieur
et à l’extérieur deC (voir figure).

Avant de montrer deśegalit́es sur des matrices, nous aurons besoin de voir ce qui se passe avec de
simples fonctions. Supposons donc que l’on ait une fonctiona(z) définie surC, qui soitC ∞ et analytique
sauf en un nombre fini de points. Ces hypothèses impliquent quea se prolonge analytiquement en une
fonction d́efinie entre des courbesD1 et D2 à l’intérieur età l’extérieur deC, tangentes̀aC aux points òu a
n’est pas analytique. On peutégalement prolongera continument entreC1 etC2 de façonà ce que l’on ait

des ińegalit́es de la forme|a(z)| ≤ K et
∣∣∣a(z)−a(z′)

z−z′

∣∣∣≤ K.

Figure
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FIG. 8.1 – La legende.

Dans toute la suite, on utilisera la convention suivante : l’exposant+ serviraà d́esigner des fonctions
définies et analytiques̀a l’intérieur deC, ayant une limite continue surC. De la m̂eme façon, l’exposant−

serviraà d́esigner des fonctions définies et analytiques̀a l’extérieur deC, ayant une limite continue surC.
Pour une telle fonctiong+ quelconque, considérons l’int́egrale :

f (z) =
1

2ıπ

Z
C

τp(t)g+(t)a(t)
t−z

dt.

Si z est entreC et C2, d’apr̀es la formule des résidus, on a 1
2ıπ

R
C1

τp(t)g+(t)
t−z dt = 1

2ıπ
R
C

τp(t)g+(t)
t−z dt. Par

conśequent, on a :

(8.1.1.1) f−(z) =
1

2ıπ

Z
C

τp(t)g+(t)
a(t)−a(z)

t−z
dt+

a(z)
2ıπ

Z
C

τp(t)g+(t)
t−z

dt.

L’in égalit́e
∣∣∣a(z)−a(z′)

z−z′

∣∣∣ ≤ K montre que la première int́egrale a une limite continue quandz tend versC.

Comme il en est́evidemment de m̂eme de la deuxième, f a une limite continue quandz s’approche de la
courbe depuis l’int́erieur ; ceci justifie l’utilisation de l’exposant−. On montre de la m̂eme façon que, pour
z entreC etC1, on a :

f +(z) = τp(z)g+(z)a(z)+
1

2ıπ

Z
C

τp(t)g+(t)
a(t)−a(z)

t−z
dt+

a(z)
2ıπ

Z
C

τp(t)g+(t)
t−z

dt,

puisqu’il y a cette fois-ci un ŕesidu. On voit donc que l’on a surC l’ équationf +(z)− f−(z)= τp(z)g+(z)a(z).

On auraégalement besoin par la suite de considérer le maximum de la fonction| f−|. Comme celle-ci
est nulleà l’infini, ce maximum est atteint surC. SoitL le maximum de|g+|, il est également atteint surC.
Si l’on intègre surD1 au lieu deC dans l’́egalit́e 8.1.1.1, on obtient, en utilisant les inégalit́es portant sura,
que : ∣∣ f−(z)

∣∣≤ KL
2π

(Z
D1

|τp(t)| dt+
Z

C1

∣∣∣∣τp(t)
t−z

∣∣∣∣ dt

)
.

Or, à l’intérieur deC, |τ| ≤ 1, doncτp tend uniforḿement vers 0, tandis que|t− z| reste fini quandt reste
surC1. Les points òu D1 est tangent̀a C, étant en nombre fini, ne posent pas problème pour affirmer que
max| f−| ≤ εmax|g+| le long deC, pourp suffisamment grand.

De la m̂eme façon, on peut considérer f (z) = 1
2ıπ

R
C

τ−p(t)g−(t)a(t)
t−z dt. On a alors comme préćedemment,

surC, f +(z)− f−(z) = τ−p(z)g−(z)a(z), et également, pourp assez grand, max| f +| ≤max|g−|.

Il est temps maintenant de passerà deśequations matricielles. Considérons le syst̀eme d́efini surC :{
F+−F− = τp(z)G+(z)A(z)
G−−G+ = τ−p(z)F−(z)A−1(z)− I

,

A étant une matrice v́erifiant les m̂emes hypoth̀eses que lesAi de l’énonće du th́eor̀eme. Pour le ŕesoudre,
on va proćeder par approximations successives. Posons doncF±

0 = G−
0 = 0 etG+

0 = I et ŕesolvons, pourk
entier, les systèmes : {

F+
k+1−F−

k+1 = τp(z)G+
k (z)A(z)

G−
k+1−G+

k+1 = τ−p(z)F−
k (z)A−1(z)

.
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PosonsP±0 = Q+
0 = 0 etQ−

0 = I , puisP±m = F±
m −F±

m−1 etQ±
m = G±

m−G±
m−1. Le syst̀eme ci-dessus se réécrit

alors : {
P+

m+1−P−m+1 = τp(z)Q+
m(z)A(z)

Q−
k+1−Q+

m+1 = τ−p(z)P−m(z)A−1(z)− I
.

Mais ceśequations sont, coefficient par coefficient, de la forme :

p+
i, j,m− p−i, j,m = τp(z)

n

∑
k=1

q+
i,k,m−1ak, j ,

où p+
i, j,m désigne le coefficient de laieligne el la jecolonne deP+

m , et ainsi de suite. Le travail fait auparavant
nous permet de trouver des solutionsà ceśequations.

De plus, siLm = max(
∣∣∣p−i, j,m∣∣∣ , ∣∣∣q+

i, j,m

∣∣∣, le maximumétant pris sur tous lesi et j, leségalit́es d́ejà obtenues

sur les maxima montrent que l’on aLm≤ nεLm−1 pour p assez grand.

Par conśequent, pourp assez grand, les sériesF−(z) = ∑
m≥0

P−m(z) et G+(z) = ∑
m≥0

Q+
m(z) sont conver-

gentes. Posons doncF−
M (z) =

M
∑

m=0
P−m(z) et G+

M(z) =
M
∑

m=0
Q+

m(z). On peut poser, pourz sur C, F+
M (z) =

τpG+
M−1(z)A(z)+F−

M (z), et d́efinir ensuite, pourz à l’intérieur deC, F+
M (z) =

R
C

F+
M (t)

2ıπ(t−z) dt. On peut alors

en prendre la limite quandM tend vers l’infini et d́efinir ainsiF+(z) et, de la m̂eme façon,G−(z). Il n’est
pas difficile de se convaincre que ces fonctions sont bien solutions du système de d́epart.

Mais en additionnant la première ligne de ce système avec la seconde multipliée à droite par−τpA,
on voit que l’on aF+ = τp (I +G−)A. Remarquons tout d’abord que, puisqueG− est nulleà l’infini, le
déterminant deI +G− et deF+ n’est pas identiquement nul.

Soit maintenantc à l’intérieur deC. Posons, pourz à l’intérieur deC, φ(z) = logτ(z)− log(z−c). C’est
bien une fonction monovaluée. On peut trouverθ+ et θ− telles que l’on aitθ+−θ− = logτ(z)− log(z−c)
(avecp = 0, g = 1, a = φ).

Alors, en posantΦ = e−pθ+
F+ et Ψ = (z−c)e−pθ−(I +G−), on v́erifie que l’on a bienΦ = ΨA surC.

De plus, ce sont des fonctions de déterminant non identiquement nul. Remarquonségalement queΨ a un
pôle d’ordrep à l’infini. (L’infini joue le rôle du pointα du th́eor̀eme ; pour arriver̀a unα arbitraire, il suffit
de faire le changement de coordonnées ad́equat.)

Il reste à montrer que l’on peut faire en sorte queΦ et Ψ vérifient les propríet́es annonćees par le
théor̀eme, c’est-̀a-dire queΦ etΨ sontC ∞ le long deC de chaque ĉoté deC, analytiques aux points où A et
analytique et, de plus, de déterminant partout non nul.

Tout d’abord, en chaque point deC où A est analytique, on peut prolongerΦ etΨ analytiquement (Φ se
prolonge enΨA, par exemple). Par conséquent,Φ etΨ y sontégalement analytiques. Montrons maintenant
qu’elles sontC ∞ ; pour cela,́ecrivons :

A(t) = A(y)+(t−y)
d
dy

A(y)+ · · ·+ (t−y)k

k!
dk

dyk A(y)+(t−y)kB(t,y).

D’autre part, on a, pourz à l’intérieur deC :

dk−1Φ(z)
dzk−1 =

(−1)k−1(k−1)!
2ıπ

Z
C

Ψ(t)A(t)
(t−z)k dt.
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Il nous faut prouver que, pour toutk, cette expression a une limite quandz tend vers un point deC.
RemplaçantA par l’expression ci-dessus, on obtient tout d’abord,à constante près, des termes de la forme
dl A(y)

dyl

R
C

(t−y)l Ψ(t)
(t−z)k dt pour k < l . Cette int́egrale pouvant̂etre calcuĺee surC2 au lieu deC, lorsquez s’ap-

proche deC, elle tend bien vers une limite continue enz et eny.

Il resteégalement un terme de la forme :
R
C

( t−y
t−z

)k Ψ(t)B(t,y) dt. Supposons quez tende vers un point
z0 deC. Faisons maintenant variery : prenons le comméetant le pied de la normale issue dez surC. On

voit qu’alors
( t−y

t−z

)k
tend vers 1 uniforḿement, sauf pour unt dans un voisinage arbitrairement petit dez0,

pour lequel elle reste finie. Par conséquent,
R
C

( t−y
t−z

)k Ψ(t)B(t,y) dt a une limite finie. On montre bien ainsi
queΦ estC ∞ le long deC. Le même raisonnement s’applique pourΨ.

Il nous reste maintenantà montrer que l’on peut choisirΦ et Ψ tels que leur d́eterminant ne s’annule
jamais.

Supposons donc que detΦ(c) = 0 pour un sertainc. Il existe une matriceM de d́eterminant non nul
telle que les coefficients de la première ligne deMΦ(c) s’annulent tous. On remarque qu’alorsΦ = MΦ

z−c

et Ψ = MΨ
z−c fournissent́egalement une solutioǹa notre probl̀eme. On peut ainsi diminuer la multiplicité du

zéro c de detΦ. On peut recommencer cette opération. Les seule points où l’on n’est pas ŝur de s’arr̂eter
sont les points òu Φ n’est pas analytique, c’est-à-dire les points deC où A n’est pas analytique. Mais en
fait, il ne peut y avoir de źero de multiplicit́e infinie. En effet, consid́erons les fonctions̃Φ et Ψ̃ solutions de
Φ̃(z) = A−1(z)Ψ̃(z). En comparant avecΦ = AΨ, il vient detΦdetΦ̃ = detΨdetΨ̃. La fonction detΦdetΦ̃
est donc analytiquèa l’intérieur et̀a l’extérieur deC, donc surC tout entier. Elle áegalement un p̂ole d’ordre
p à l’infini : c’est donc un polyn̂ome. Par conśequent, detΦ a un źero de multiplicit́e finie.

Ceci ach̀eve la d́emonstration dans le cas d’une seule courbe. Il reste maintenantà faire la ŕecurrence.
On se donne des courbesC1, . . . ,Ck+1 et des matricesA1, . . . ,Ak+1 vérifiant les hypoth̀eses du th́eor̀eme. On
suppose que l’on a déjà trouv́e Φk solution du probl̀eme pour les courbesC1, . . . ,Ck. CherchonsΦk+1 de la
formeΦk+1 = UΦk. Alors :

– U est analytique sauf surC1, . . . ,Ck, a un p̂ole enα et est de d́eterminant partout non nul.
– U admet une limite de chaque côté deCi , qui estC ∞ et analytique, sauf̀a l’intersection des courbes

et aux points òu Ai n’est pas analytique.
– On a :

∀i ≤ k , lim
z→z+i

U(z) = lim
z→z−i

U(z)

et

lim
z→z+k+1

U(z)Φk(z) =

(
lim

z→z−k+1

U(z)Φk(z)

)
Ak+1(zk+1).

Ces conditions impliquent d’une part queU est analytique sauf surCk+1, et que l’on a :

lim
z→z+k+1

U(z) =

(
lim

z→z−k+1

U(z)

)
Φk(zk+1)Ak+1(zk+1)Φ−1

k (zk+1).

Il nous suffit donc de v́erifier que l’on a bien les hypothèses du th́eor̀eme pourC =Ck+1 etA= ΦkAk+1Φ−1
k .

Mais A est bien analytique sauf en un nombre fini de points et de déterminant non nul. La seule difficulté
réside en montrer queA est bienC ∞ aux points d’intersection des courbes. Supposons que l’on ait une
intersection entreCi etCk+1. Quand on passe du côté+ au ĉoté− deCi , Φk devientΦkAi . Par conśequent,
A devientΦkAiAk+1A−1

i Φ−1
k . Or, la condition sur les d́erivées desAi montre pŕeciśement que les d́erivées

de cette matrice sont les dérivées deA au point d’intersection, donc que les dérivées se raccordent bien. On
peut donc appliquer le théor̀eme d́ejà d́emontŕe pour une seule courbe pour trouverU , doncΦk+1, et ainsi
achever la ŕecurrence. �
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8.2 Equations aux diff́erences I

Ce chapitre sera rédiǵe apr̀es l’expośe de Landry Salle.

8.3 Equations aux diff́erences II

Ce chapitre sera rédiǵe apr̀es l’expośe de Julien Roques.

8.4 Sur un article de Praagman

Ce chapitre sera rédiǵe apr̀es l’expośe d’Anne Granier.

8.5 Algorithmes alǵebriques

Ce chapitre sera rédiǵe apr̀es l’expośe d’Olivier Moioli.
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Chapitre 9

Examen de fin d’anńee

Les temps attribúes aux trois parties de l’examenétaient respectivement : 1 heure, 1 heure 15 et 1 heure
30 (avec ramassage des copies et pause d’un quart d’heure entre deux parties).

9.1 Premìere partie : trois exercices sur leśequations différentielles

Les questions en italiques sont plus difficiles.

Exercice 1. -

On se propose d’étudier l’́equation diff́erentielle lińeaire rationnelle d’ordre 1 :

(9.1.0.1) f ′(z) = a(z) f (z) où a(z) ∈ C(z).

Afin de fixer les notations, on appelleraz1, . . . ,zm les p̂oles dea(z) et l’on écrira :

a(z) = P(z)+
m

∑
j=1

µj

∑
k=1

a j,k

(z−zj)k avecP(z) ∈ C[z] , m≥ 1 , µ1, . . . ,µm≥ 1 , a1,µ1, . . . ,am,µm 6= 0.

1) Décrirea priori (à l’aide des th́eor̀emes ǵeńeraux) et sans justification ce que l’on sait des solutions
surC (existence, monodromie ...). Pourquoi peut-on ici parlerdugroupe de monodromie sans précision ?

2) On fixez0 ∈C point ŕegulier de l’́equation 9.1.0.1. Donner explicitement la solution fondamentalef0
au voisinage dez0 telle quef0(z0) = 1. On pŕecisera un disque ouvert de définition.
Indication : on pourraécrire a= b+c et obtenir en conśequence f0 = g0h0, où b admet une primitive et g0

est uniforme, et òu c et h0 sont aussi simples que possible.

3) Décrire le groupe de monodromie de l’équation 9.1.0.1 relativementà la basef0. En d́eduire quef0
est uniforme si et seulement si lesa j,1 , j = 1, . . . ,msont entiers.

4) Que dire des solutions de 9.1.0.1 sur la sphère de RiemannS?

5) Montrer que f0 est alǵebrique seulement si les aj,1 , j = 1, . . . ,m sont rationnels. Formuler une
condition ńecessaire et suffisante.
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Exercice 2. -

Soit A(z) ∈Mn(C(z)) et soitz0 ∈ C\{ pôles deA}. Le th́eor̀eme de Cauchy garantit l’existence d’une
unique solutionX (z) du syst̀emeX′(z) = A(z)X(z) développable en série entìere au voisinage dez0 sous la
forme :

X (z) = In +X1(z−z0)+X2(z−z0)2 + · · · les Xi ∈Mn(C).

Donner un minorant du rayon de convergence de cette série.

Exercice 3 -

Lors de la preuve de la proposition 3.3.7 du cours, on a obtenu la situation suivante :

1. On a une śerie entìere matricielle :

A(z) = A0 +A1z+A2z2 + · · · les Ai ∈Mn(C).

2. On a construit une suite de matricesFk ∈Mn(C) telles queF0 = In et :

∀k≥ 1 , ||Fk|| ≤
C
k

k−1

∑
j=0
||Ak− j || ||Fj ||.

Ici, C > 0 désigne un ŕeel fixé et l’on note||− || une norme d’alg̀ebre quelconque surMn(C).

Démontrer que la śerie entìere matricielle∑Fkzk converge. Attention, l’indication donnée dans le cours
n’est pas fiable ! ! !

9.2 Corrigé succinct de la premìere partie

Corrig é de l’exercice 1. -

1) SoitΣ = {z1, . . . ,zm}. Alors, pour tout ouvert connexeV ⊂ C \Σ, l’espaceSol(V) des solutions de
9.1.0.1 surV est de dimension≤ 1. SiV est simplement connexe,Sol(V) est de dimension 1. Le prolonge-
ment analytique le long d’un cheminγ qui relie un point de l’ouvert simplement connexeV1 à un point de
l’ouvert simplement connexeV2 induit un isomorphismeSol(V1)→ Sol(V2) et cet isomorphisme ne dépend
que de la classe d’homotopie du cheminγ dansC\Σ.

En principe, “le” groupe de monodromie n’est détermińe qu’̀a conjugaison près dansGLn(C) (il dépend
du choix d’un point base et d’une solution fondamentale). Ici,n = 1 etGLn(C) = C∗ est ab́elien : le groupe
de monodromie est donc un sous-groupe parfaitement défini deC∗.

2) Prenonsc = ∑m
j=1

a j,1
z−zj

etb = a−c. On prendg0 = eB, où B est la primitive deb qui s’annule enz0 :

B(z) =
Z z

z0

P(x) dx−
m

∑
j=1

µj

∑
k=2

(
a j,k

(k−1)(z−zj)k−1 −
a j,k

(k−1)(z0−zj)k−1

)
.

g0 est d́efinie surC\Σ. On prendh0 = ∏m
j=1

(
z−zj
z0−zj

)a j,1
, qui est d́efinie sur

◦
D(z0,dist(z0,Σ)).
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3) Le groupe de monodromie est le sous-groupe deC∗ engendŕe par lese2ıπa j,1 , j = 1, . . . ,m. La fonc-
tion f0 est uniforme si et seulement si ce groupe est trivial, c’est-à dire si lesa j,1 sont entiers.

4) ∞ ∈ Sest ŕegulier⇔ w−2a(w−1) est d́efini enw = 0⇔ P = 0 et∑m
j=1a j,1 = 0. Dans le cas contraire,

le résidu en∞ esta∞,1 =−∑m
j=1a j,1 et la monodromie locale este2ıπa∞,1.

5) Si f0 est alǵebrique, elle n’a qu’un nombre fini de conjugués et le groupe de monodromie est fini,
donc lesa j,1 rationnels. Pour une CNS, il faut de plus “tuer” les facteurs exponentiels, c’est-à-dire demander
queb = 0 (notation de la question 2).

Corrig é de l’exercice 2. -

On sait qu’une śerie entìere a un rayon de convergence≥ R si et seulement si la fonction holomorphe

qu’elle d́efinit admet un prolongement analytiqueà
◦
D(0,R). D’après le th́eor̀eme de Cauchy, le minorant

demand́e est donc la distance dez0 au plus proche p̂ole deA.

Corrig é de l’exercice 3. -

Puisque la śerieA(z) converge, il existeD,R> 0 tels que∀i ≥ 0 , ||Ai || ≤ DR−i . Posonsf j = ||Fj || et
g j = f jRj . On ag0 = 1 et :

∀k≥ 1 , gk ≤
CD
k

k−1

∑
j=0

g j .

En distinguant les casCD≤ 1 etCD≥ 1, on prouve par ŕecurrence que∀k≥ 0 , gk ≤ max(1,CD)k d’où

||Fk|| ≤
(
R−1max(1,CD)

)k
. La conclusion est imḿediate.

9.3 Deuxìeme partie : trois exercices sur leśequations auxq-diff érences

On suppose, dans ces exercices, que|q|> 1.

Les questions en italiques sont plus difficiles.

Exercice 1. -

SoitA∈GLn(C). On d́efinit la śerie de Laurent matricielle :

θq,A(z) = ∑
k∈Z

(−1)kq−k(k−1)/2zkAk.

1) Montrer queθq,A est holomorphe surC∗ et queθq,A(qz) = (−qz)Aθq,A(z) = (−qz)θq,A(z)A. En
déduire une solution fondamentale méromorpheEq,A du syst̀emeσqX = AX.
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2) Vérifier que, siP ∈ GLn(C), on aθq,PAP−1 = P θq,A P−1. Calculerθq,A lorsqueA est semi-simple.
Quelles sont (dans tous les cas) les singularités deθq,A ?

3) Calculerθq,A lorsque A est quelconque et n= 2. Sugǵerer une formule ǵeńerale.

Exercice 2. -

On consid̀ere l’équation auxq-diff érences lińeaire d’ordre 2 :

(9.3.0.2) a(z) f (q2z)+b(z) f (qz)+c(z) f (z) = 0 , où a(z),b(z),c(z) ∈ C{z} eta(z)c(z) 6= 0.

On écriraa = a0 +a1z+ · · · , b = b0 +b1z+ · · · , c = c0 +c1z+ · · · et l’on supposera de plus quea0, b0, c0

ne sont pas tous les trois nuls. Il est clair que l’on peut toujours mettre uneéquation analytique d’ordre 2
sous cette forme. On noteraP(r) = a0r2 +b0r +c0 (polynôme de l’́equation caractéristique).

1) Montrer que, si l’on substituef = f0 + f1z+ · · · dans l’́equation 9.3.0.2, on obtient des relations
de ŕecurrence de la forme :P(1) f0 = 0 et, pourk ≥ 1 : P(qk) fk = combinaison lińeaire def0, . . . , fk−1.
En d́eduire qu’une conditionnécessairepour que 9.3.0.2 admette une solution série avecf0 = 1 est que
P(1) = 0 ; puis qu’une conditionsuffisantepour avoir l’existence et l’unicit́e est que de plus∀k ≥ 1,
P(qk) 6= 0.

2) On suppose dorénavant ces conditions vérifiées et l’on notef la solution correspondante. Etudier la
convergence de la série f si a = 1, b =−1, c = z. Même question sia = z, b = 1, c =−1.

3) On suppose de plus que a0 6= 0. Montrer que f converge (lemme d’Adams).

Exercice 3 -

1) On notep = q−1. Soitu∈ C. En consid́erant l’́equation auxq-diff érences d’ordre 1 satisfaite par le
membre gauche de l’égalit́e, d́emontrer lethéor̀eme q-binomial:

(uz; p)∞

(z; p)∞
=

∞

∑
n=0

(u; p)n

(p; p)n
zn.

Pour quelles valeurs des paramètres la fonction hyperǵeoḿetrique basique est-elléegaleà (uz;p)∞
(z;p)∞

?

2) Résoudre la m̂emeéquationà l’infini selon la ḿethode du cours et préciser la matrice de connexion
(ici de rang 1).

3) Que donne le th́eor̀eme q-binomial lorsque l’on fait tendre q vers1 avec u= pα, α étant fix́e ?
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9.4 Corrigé succinct de la deuxìeme partie

Corrig é de l’exercice 1. -

1) La śerie est normalement convergente sur tout compact deC∗. Le calcul qui suit est le m̂eme que pour
θq : θq,A(qz) = ∑k∈Z(−1)k+1q−k(k+1)/2qk+1zk+1Ak+1 =−qzA∑k∈Z(−1)kq−k(k−1)/2zkAk =−qzAθq,A(z), et
l’on peut aussi bien “sortir” leA à droite. On peut alors poser (au plus simple)Eq,A = 1

θq
θq,A.

2) L’ égalit́e θq,PAP−1 = Pθq,AP−1 est imḿediate (vraie pour tout polynôme de Laurent, puis continuité).
LorsqueA = P diag(c1, . . . ,cn) P−1, on en d́eduit θq,A(z) = P diag(θq(c1z), . . . ,θq(cnz)) P−1. En ǵeńeral,
en trigonalisantA, on voit que les singularités deθq,A (i.e. les p̂oles deθ−1

q,A) sont simples et surSp(A−1) qZ .

3) SiA est semi-simple, le calcul a déjà ét́e fait. Sinon :

A = P c

(
1 1
0 1

)
P−1 ⇒ Ak = P ck

(
1 k
0 1

)
P−1 ⇒ θq,A(z) = P

(
θq(cz) czθ′q(cz)

0 θq(cz)

)
P−1.

Donc, en posantA = D + N (Dunford additif), on trouve :θq,A = θq,D + z(θq,D)′N. Une formule ǵeńerale
s’obtient et en appliquant la formule de Taylorà la fonctiont 7→ θq,D+tN ; l’exercice est laisśe au lecteur ...
Notons que des formules analogues valent pour toute série de Laurent (̀a la place deθq).

Corrig é de l’exercice 2. -

1) NotonsPi(r) = air2 +bir +ci . Le coefficient dezk dansa(z) f (q2z)+b(z) f (qz)+c(z) f (z) est alors
∑i+ j=k Pi(q j) f j . CommeP = P0, toute la question s’ensuit.

2) Poura = 1, b = −1, c = z, on trouveq2k fk− qk fk + fk−1 = 0, d’où fk/ fk−1 = −1/(q2k− qk). Le
rayon de convergence def est donc infini. Poura = z, b = 1, c =−1, on trouveq2k−2 fk−1 +qk fk− fk = 0,
d’où fk/ fk−1 =−q2k−2/(qk−1). Le rayon de convergence def est donc nul.

3) D’apr̀es le calcul de la question 1,fk =−∑k
i=1 fiPi(qk−i)/P0(qk), avec degPi ≤ 2 et degP0 = 2. Avec

un peu d’efforts, on en d́eduit que le rayon de convergence est> 0.

Corrig é de l’exercice 3. -

1) Le membre gauche est analytique, vaut 1 en 0 et satisfait l’équation :(1−qz) f (qz) = (1−uqz) f (z).
Ses coefficients v́erifient donc les relations :f0 = 1 et(qk−1) fk = (qk−uq) fk−1, d’où l’ égalit́e. On retrouve
Φ(a,b,c;q,z) poura = u etb = c oub = u eta = c.

2) Posantw= 1/zetg(w) = f (1/w), on au(1−w/u)g(qw) = (1−w)g(w), d’où la solution canonique :
f (z) = g(w) = eq,1/u(w)(pw; p)∞/(pw/u; p)∞ et la “matrice” de connexion (quiP est bienq-invariante) :

P(z) =
(uz; p)∞(p/uz; p)∞

(z; p)∞(p/z; p)∞

θq(u/z)
θq(1/z)

=
θq(uz)θq(u/z)
θq(z)θq(1/z)

= u
θq(uz)θq(z/u)

θq(z)2 car θq(
1
z
) =

−1
z

θq(z).

3) Pour les coefficients, on a(u;p)n
(p;p)n

→ (−1)n

(
−α
n

)
. Sous de bonnes hypothèses,(uz;p)∞

(z;p)∞
→ (1−z)−α,

mais ce n’est nullement́evident ! Cela d́ecoule (par exemple) de la théorie ǵeńerale de la confluence. On
obtient donc̀a la limite le th́eor̀eme binomial .
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9.5 Troisième partie : un problème sur leśequations différentielles

Les questions en italiques sont plus difficiles.

Rappels sur l’équation hyperǵeométrique, notations et conventions en vigueur dans le problème. -

Il s’agit de l’équation diff́erentielle :

(Eα,β,γ) f ′′(z)+
(

γ
z
+

1− γ+α+β
z−1

)
f ′(z)+

αβ
z(z−1)

f (z) = 0.

On supposera que l’on est dans le cas “géńerique” (semi-simple non résonnant) en chacune des singularités
0,1,∞, autrement dit,γ 6∈ Z, α−β 6∈ Z et γ−α−β 6∈ Z. Pour simplifier, ońecriraD = d/dzet :

D2 + pD+q = D2 +
(

γ
z
+

1− γ+α+β
z−1

)
D+

αβ
z(z−1)

.

Définition. - Un oṕerateur diff́erentielP(D)∈C(z) < D > sera ditréductibles’il s’ écritP(D) = Q(D)R(D),
où Q(D) etR(D) sont des oṕerateurs diff́erentiels de degré≥ 1 enD (et irr éductibledans le cas contraire).

Le disqueΩ =
◦
D(1/2,1/2) est un ouvert simplement connexe qui ne rencontre pas le lieu singulier de

(Eα,β,γ). Le C-espace vectorielV = Sol(Ω) des solutions de(Eα,β,γ) surΩ est donc de dimension 2. Pour
décrire la monodromie, nous choisissons comme point-basep= 1/2 et comme ǵeńerateurs libres du groupe
fondamentalπ1(C\{0,1}, p) = π1(S\{0,1,∞}, p) les classes d’homotopie des deux lacetsγ0 et γ1 définis
par les formules :γ0(t) = 1

2e2ıπt et γ1(t) = 1− 1
2e2ıπt , et nous posonsγ∞ = (γ0.γ1)−1.

La repŕesentation de monodromie associée est ainsi d́efinie : pour tout lacetγ dansC \ {0,1}, de base
p, pour toutφ ∈ V, le prolongement analytique deφ le long deγ donne une fonctionψ ∈ V et l’applica-
tion φ 7→ ψ est un automorphisme duC-espace vectorielV. Cet automorphisme ne dépend que de la classe
d’homotopieγ ∈ π1(C\{0,1}, p) et nous le noteronsM(γ).

Nous obtenons ainsi une applicationM deπ1(C\{0,1}, p) dansAutC(V) qui est une antireprésentation,
autrement dit :M(γγ′) = M(γ′)M(γ). On parlera cependant de ”représentation de monodromie”, soit par abus
de langage, soit en faisant référencèa la repŕesentation du groupe opposé (ce qui ne changera rien dans la
pratique).

Définition. - Une repŕesentation (ou une antireprésentation) lińeaireG→ GL(V) sera diteréductibles’il
existe un sous-espaceW deV,W 6=V , {0} et stable sous l’action deG (et irr éductibledans le cas contraire).

Problème. -

A. Une implication. -

On suppose que la représentation de monodromie est réductible.

1) Démontrer qu’il existef ∈V \{0} qui est simultańement vecteur propre deM(γ0), M(γ1) et M(γ∞)
(on ne dit rien des valeurs propres).
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2) Démontrer quef ′/ f admet un prolongement uniformer(z) àC\{0,1}.

3) Par consid́eration de son type de croissance aux voisinages de 0,1,∞, montrer que la fonctionr(z)
est rationnelle.

4) En d́eduire que l’on peut factoriser l’opérateur diff́erentielD2 + pD+q sous la forme :

D2 + pD+q = (D−s)(D− r),

avecs∈ C(z).

B. La r éciproque. -

On suppose que l’oṕerateur diff́erentielD2 + pD+q est ŕeductible.

1) Montrer qu’il peut s’́ecrire sous la forme(D−s)(D− r), avecr,s∈ C(z) et r ′+ r2 + pr +q = 0.

2) Montrer qu’en tout p̂olea der dansC\{0,1}, on peut́ecrire :r = 1
z−a+ une fonction holomorphe en

a. En d́eduire quer = r1+ r ′2
r2

, où r1 est une fraction rationnelle qui n’a pas de pôle surΩ et r2 un polyn̂ome.

3) Montrer que l’́equationD f1 = r1 f1 admet une solution non triviale holomorphe dansΩ qui est vec-
teur propre de tous les automorphismes de monodromie et quef = r2 f1 est solution deD2 + pD+q.

4) Montrer que la représentation de monodromie est réductible.

C. Synthèse. -

1) Formuler un th́eor̀eme d’́equivalence entre irréductibilit́e d’une repŕesentation et irŕeductibilit́e d’un
opérateur diff́erentiel.

2) Proposer une ǵeńeralisation de cettéequivalence et en esquisser une preuve.

9.6 Corrigé succinct de la troisìeme partie

A. Une implication. -

1) La repŕesentation de monodromie est ici de dimension 2. Dire qu’elle est réductible, c’est dire qu’il
y a une droite stable, c’est-à-dire un vecteur propre communà tous les automorphismes de monodromie.

2) La d́erivation commute au prolongement analytique ; siM(γa)( f ) = λa f pour a ∈ {0,1,∞}, alors
M(γa)( f ′) = λa f ′ et f ′/ f est invariant par lesM(γa), donc admet un prolongement uniformer àC\{0,1}.
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3) Comme f est vecteur propre deM(γ0) c’est une solution associéeà l’un des exposants :f = zλg,
où g est holomorphe inversible en 0 (en fait, ici :λ ∈ {0,1− γ} et la valeur propre este2ıπλ). Alors
r = f ′/ f = (λ/z) + (g′/g) qui a une croissance modéŕee pr̀es de 0. On fait le m̂eme raisonnement en 1
et ∞ : r étant uniformèa croissance modéŕee partout, elle est ḿeromorphe surS, c’est-̀a-dire rationnelle.

4) On a(D−s)(D− r) = D2− (r +s)D+(rs− r ′). On cherche doncs tel ques+ r =−p et rs− r ′ = q,
d’où s=−p− r et l’on veutr ′+ r(p+ r)+q = 0, avecr = f ′/ f , c’est-̀a-dire f ′′+ p f ′+q f = 0.

B. La r éciproque. -

1) D2 + pD+q réductible⇒ ses facteurs sont de degré 1 enD ⇒ D2 + pD+q = (s0D−s1)(r0D− r1).
Alors s0r0 = 1⇒ D2 + pD+q = (D− (s1r0−s0r ′0))(D− r1s0), La formule concernantr a ét́e vue en A.4.

2) Si r a un p̂ole d’ordrek > 0 ena, r ′ y a un p̂ole d’ordrek+1 et r2 un p̂ole d’ordre 2k. Commep,q
sont holomorphes ena, l’ égalit́e r ′+ r2 = −pr−q implique d’abordk = 1 et ensuite la forme demandée.

La partie polaire der sur Ω est donc une somme (finie) de termes de la forme1
z−a, donc s’́ecrit

r ′2
r2

, avec
r2 = ∏(z−a) ∈ C[z] (où a parcourt l’ensemble des pôles der dansΩ).

3) L’espaceW1 des solutions deD f1− r1 f1 = 0 dansΩ est une droite (Cauchy) stable par la mono-
dromie, car le prolongement analytique préserve les relations différentielles̀a coefficients uniformes. On a
alorsD f/ f = D f1/ f1 +Dr2/r2, d’où (D− r) f = 0, d’où (D−s)(D− r) f = 0.

4) La droiteW = r2W1 engendŕee parf est contenue dansV et elle est stable par la monodromie carr2

est uniforme. La représentation de monodromie est donc réductible.

C. Synthèse. -

1) Les propríet́es suivantes sont́equivalentes : (i) la représentation de monodromie de(Eα,β,γ) est
irréductible ; (ii) L’oṕerateurD2 + pD+q est irŕeductible dansC(z) < D >.

2) L’opérateurP(D) est irŕeductible si et seulement si la représentation de monodromie associée l’est.

Si P(D) = Q(D)R(D), on raisonne comme pour la réciproque ci-dessus, avecW = Ker(R(D)).

Si la repŕesentation est réductible, soitW un sous-espace stable de basef1, . . . , fk. Soit X la matrice
wronskienne de cette base. La matriceA = X ′X−1 est uniforme car, quandX se prolonge enXC, C ∈
GLk(C) (stabilit́e deW), X ′ se prolonge enX ′C. DoncX ′ = AX ; commeX est une matrice wronskienne, on
vérifie sans peine queA est la matrice d’un système provenant d’unéequation (cette partie du raisonnement
est proche de la preuve de la proposition 3.1.18 du cours). Lesfi sont donc solutions deR(D) f = 0, où R(D)
est de degŕe k. La division euclidienneP(D) = Q(D)R(D)+S(D) montre que tous lesfi sont solutions de
S(D), ce qui fait une dimension trop grande, sauf siS(D) = 0, ce qui donne la factorisation voulue.
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