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Résune

Ce résuné reproduit (sans les erreurs) la @sentation du cours telle gu’elle figurait dans le syllabus. Je @tepids
pas que ce (vaste) programme sd@alisable.

On piesentera de magrie unifee quelques aspects de ladhnie de€quations diférentielles (resp. aux défences, resp.
auxg-differences) analytiques Baires sur la sgite de Riemann, selon un paradigme introduit par G. D. Birkhoff en
1913, mais en tenant compte des modernisations apparues deps.a&pir introduit les outils aéhriques et trans-
cendants de base/{-modules, fonctions fziales, regsentation de monodromie) étudiera certainsaleloppements
récents de la #orie dequations aux-differences. On se limitera aux systes fuchsiens.

1. Ouitils alggbriques. Uneéquation lirgaire d’ordren ou un systme de rang peuvengtre interpetes
comme un modulé gauche de longueur finie sur une&ige deOre D. On étudiera les algo-
rithmes de division et du vecteur cycliquegduivalence de syisines, le lien entre suites exactes
de D-modules et factorisation d'@pateurs.

2. Fonctions spciales et esolution explicite. Apres avoir caraéfrise leséquations et les sy@ines
fuchsiens, oretendra la rathode de Frobenius pour Iéguations direntielles auequations aux
difféerences et aug-différences I'aide des fonctions Gamma et Theta. On comparera les corps des
constantes des troisébries.

3. Classification. L.a correspondance de Riemann-Hilbert permet de classifier l&ssysdiferentiels
fuchsiens sur la sgite de Riemann par leurs régentations de monodromie. Ometéndra aux
équations aux diffrences et aug-différences I'aide de la matrice de connexion de Birkhoff.

4. Confluence et #orie de Galois. La matrice de connexion de Birkhoff d’'urequation auxg-
differences permet de retrouver, lorsque- 1, la repésentation de monodromie d’'uiguation
différentielle. Cela donne un sensagretriquea de nombreuseganalogies classiques &tde mo-
dernes proldmes dey-déformation. La matrice de connexion perraégtlement deé&trire le groupe
de Galois, éfini a la Picard-Vessiot ou en termes tannakiens.

5. CompEments. Si le temps le permet, on abordera I'application de Bhige homologique aux calculs
d’indices, la formulation fonctorielle de la correspondance de Riemann-Hilbert et laé&dtzadita-
kienne.
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Chapitre O

Introduction

Origines

Riemann a moné& que I'on pouvait dcrire les fonctions analytiques par leur comportement local au
voisinage de chaque singul&riét des consitrations qualitatives @pnetriques ou topologiques) sur leur
lieu régulier : il a pu en dduire leur comportement global lors du prolongement analytique sur I'ouvert
X =S\ Z de la splre de Riemani$, ou Z désigne I'ensemble (fini) des singul@st Ce prolongement
analytique fait apparaitre le phonene deamification autrement dit les fonctions sont multiformes et ont
des branches. Le prolongement analytique le long d’un chemirependl que de la classe d’homotopie
dansX de ce chemin : c’est lineoreme de monodromie Par exemple, si I'on conside les lacets bas en
un pointxo € X fixé, on en éduit que le groupe fondamental ou premier groupe d’homotopig€X, xo),
constitie des classes d’homotopie de tels lacetgresur 'ensemble desterminations au voisinage de
Xo. Le groupe de monodromig@n devrait pludt dire polydromie!) est le quotient du groupe fondamental
par le noyau de cette action. En termes modernes, la fonction multiforme &t gilfinie (et uniforme)
sur un reetementX’ deX et les branches (oleterminations) correspondemtles feuillets du rédtement ;
le groupe fondamental agit sur ceux-ci et le groupe de monodromie s’iatermme un groupe d’'auto-
morphismes du rédtement. Les exemples les pludabres sont les fonctions d@griques, pour lesquelles
Riemann a invert en 1851 dans [42] les surfaces qui portent son nom. Dans ce cas, le groupe de mono-
dromie est fini et s'intergte comme le groupe de Galois d’'une extension finie du d@(psdes fractions
rationnelles suc : outre I'approche gonetrique et topologique de I'analyse pampar Riemann, il y a
donc une approche a@grique, dans I'esprit de Galois.

Dans le cas desolutions déquations diffrentielles lirgaires homognes considré des 1854 par Rie-
mann dans [43], le groupe fondamentakoplireairement sur I'espace vectoriel des solutions sur tout petit
domaine simplement connexe, mettons un disque. On obtient ainséprésentation ligaire du groupe
fondamentaf, la représentation de monodromiBans ce cas, le groupe de monodromie s’identifie donc
un groupe de matrices. larrespondance de Riemadavient icicorrespondance de Riemann-Hilbdre
XIX eme sicle I'a aborée pour lepoints singuliers eguliers(méthode de Fuchs-Frobenius) [26], [2]. Le
probleme fondamental est celui-ci : cette correspondance biunivoque ? Dermphis ouverte : comment
décrire les deux@tés de cette correspondance pour qu’elle le soit ?

Birkhoff a ensuite moné en 1913, dans [6], que I'on pouvait formuler un analogue de cegrabdans
le cadre degéquations aux diffrencestesp.auxg-différences, et que I'on pouvaésoudre le prokime dans
les trois cas en parale.

1Les connaissances d’analyse complexe requises pour ce cours &star@ement) contenues dans [1] dont le chapitre 8 est une
introduction ickalea notre sujet; voir aussi les grands classiques : [9] et [44].

2Les rudiments acessaires sur le groupe fondamental peudtattroues (par exemple) dans [17] ou encore [32].

3Un peu devocabulairede la teorie des refsentations nous suffira largement : voir [4] ou [50].



Citons maintenant certaines daslutions de ce probme au X>eme sécle :

1. Theorie de Galois diffrentielle : peut-on (comme pour les fonctionssigques) retrouver I'ogration
du groupe de monodromie par des voieshligues ? Voia ce sujet, par exemple, [38].

2. Méthodes “intringéques” issues de laegnetrie differentielle : fibés vectoriels holomorphes sur des
surfaces de Riemann munis de connexions. ¥ae sujet, par exemple, [11] et [45].

3. Singulariés iréguliéres. Voira ce sujet, par exemple, [40].
4. Riemann-Hilber& plusieurs variables. Voi ce sujet, par exemple, [30] et [31].

Enfin, sous I'impulsion d’'un programme forng&upar Jean-Pierre Ramis [39] et aussi pour des raisons
exogenes, la teorie desquations aux-différences a connu un regain d’actvuis d'inteét au cours de
la dernére decennie : voira dessus [13]; pour leésquations aux diffrences, voir pldit [37].

Organisation de ce cours

Ce cours s'inscrit dans la droite ligne de Birkhoff [6] et, pour sa deme partie, de Ramis, [39], [40],
voir également [13].

Nous avons pris le parti de ne recouriaucun formalisme global ou intridggue sansétessk vitale. La
seule surface de Riemann qui apparait est l&spbe RiemanB (et bien $ir des tores complexes pour les
équations aug-différences). Nous ne parlons jamais (sauf allusion “culturelle”) de fonctions uniformes sur
des re@tements, seulement des fonctions sur des ouvef8sideus employons des fonctions multiformes,
pourtant prohikes en France au X¥ine sécle ! En effet, les conditions de croissance &1éd des solu-
tions dans les secteurs qui ca&@ent les sysimes singuliersaguliers sont tout de @me plus commodes
a exprimer pour des fonctions multiformes au voisinage d’un point singulier, donc dans un &isgue.
Nous introduisons donc celles-ci au 3.1.2, dans I'esprit de Weierstrass (comme le fait Ahlfors dans [1]).

Nous ne manipulons ni fibs, ni connexions : seulement des eysés et deéquations sur des ouverts
deS. Enfin, I'equivalence entre syshes locaux et repsentations du groupe fondamental (qui estaiape
cruciale, si triviale, dans la correspondance de Riemann-Hilbert) est@aaria main, dans notre contexte
restreint, donc sans grandesngralites sur les faisceaux. Les seul&qquis sont donc un peu d’'analyse
complexe et d’algbre lireaireélementaire et quelques notions sur le groupe fondamental. @necgpe le
savoir-faire artisanal ainsi acquis est une motivation pour investir dans des langages et outils plus puissants.

Pour des raisonsgolagogiques, on commence parégsations difrentielles ordinaires, suivies par les
g-différences : dans chaque cas, on explicite la correspondance de Riemann-Hilbert dans le cas singulier
régulier. L'outil le plus sophisticgi est la famille des #premes de factorisation de type Birkhoff- Grothen-
dieck. Pour lequations auxj-difféerences, une rapide description diepbnene deconfluencerers les
équations diftrentielles &te piesenge. Cela permet de donner un segs pécis auxg-analogiesjui sont
I'un des inteéts majeurs de la &worie.

Puis, sans ordonnancemenggifini, des expass par legtudiants sur :

. La preuve du teoreme de factorisation de Birkhoff,

. un peu d'algbre non commutative et diffentielle,

. une introductiora la correspondance de Riemann-Hilbert pouélgsations aux diffrences,

A W DN R

. l'usage des filirs vectoriels holomorphes pouatire les solutions @quations aux-différences et
aux differences.

Les treoemes d’origine exrieure sonévoqles avec uneaference bibliographique @cise et fiable.



Quelques conventions et notations

Espaces

On noteC le corps des complexes 8= CU {«} la sptere de Riemann. Le demi-plan de Poiricast
H ={zeC/Im(z) > 0}.

Pour toutzg € CetR >0, on notef)(zo, R) le disque ouvert de centrg et de rayorR, D(z, R) le disque
fermé de centrgy et de rayorR etdD(z, R) le cercle de centrs, et de rayorR.

De manere gerérale, pour toute partiédeS, on noteA son inérieur,A son adiérence edA sa frontere.

Fonctions

C[[Z]] désigne I'anneau de€ses formelles sur le corfs des complexes. C’'est un anneategre dont
le corps des fractions e€X(z)) = C[[Z][z 1] (stries de Laurent formelles).

C{z} désigne 'anneau des®ses entres,i.e. des &ries formelles dont le rayon de convergence est
strictement positif. Lanneau deéries enteres est un anneau @gre dont le corps des fractions est le corps
C({z}) = C{z}[z!] des &ries de Laurent convergentes.

Si Q est un ouvert dé& (ou d'une surface de Riemann quelconqu@)Q)) désigne laC-algebre des
fonctions holomorphes si ; si Q est connexe, cette afre est irggre etM (Q), son corps des fractions,
est le corps des fonctionsaromorphes suR.

Typographie

Un commentaire sur l'usage (pegéitre abusif) des “guillemets” et dé@aliquespour souligner certains
mots ou expressions s'impose. Les modalinsi exprirges sont les suivantes. L'usage des guillemets est,
je crois, canonique : expressions indag, citations, prise de recul, encapsulation de membres de phrase ...
L'usage des italiques estsene a I'emphase (mise en valeur d'un point important), aux expressions latines
eta l'introduction d'une terminologie officielle, ou classique, ou que nasrdns stabiliser.

Dette

Je cedie ave@&motion ce coura la memoire de Yannis Varouchas, professaditJniversite de Nancy,
qui nous a quits il y a trois ans maintenant.

Yannis m'a ai@ a lire Rudin il y a bien longtempsa uneépoque @ je comprenais encore moins
ce gu’est une fonction que maintenant. Mais surtout, Yannis aiagpeter (plus ecemment) que les
cours d’'analyse de noti&poque ne contiennent pratiquement jamais de “vraies fonctions” ; il y a parfois
I'exponentielle, mais, enéaréral, seulement etg ...



Premiere partie

Equations differentielles



Chapitre 1

Prolongement analytique

Ce premier chapitre du cours se veut une introductisfagogique aux &ks de Riemann sur les fonc-
tions analytiques. Son contenu eststiproche du chapitre 8 de [1], dont on recommande smesves la
lecture : cela signifie, comme on va le voir, que c’est@le point de vue de Weierstrass quéta adopé.

Les matle@maticiens du XIXéme sécle ont obse®de nombreux exemples de fonctions don@éfirdtion
esta priori locale et dont les possibles prolongements analytiquEseptent le pgnonene de ramification :
apparition de plusieurs branches. Riemann a inauguarpoint de vue gonetrique et topologiqueal des-
sus, d’abordx propos des fonctions a@friques, puigs propos deéquations difrentielles. Le pbnonene
obsene est toujours le @me. Il y a un certain domaine C C, plus geréralementX C S(la spiere de Rie-
mann) ai I'on peuta priori résoudre unéquation fonctionnelle (typiqguement alyrique ou diférentielle,
avec pour coefficients des fonctions rationnelles).

On obtient tout d’abord une solution locale de ce peoi. Une rathode standard est de la chercher
sous forme deé&rie entere. On a alord'unicité de I'extension de cette solution aux ouverts connexes
de X : cela est @ au principe d’'unici& du prolongement analytique (ou parfois plus simplengedes
consicerations de continud{ comme dans le cas des fonctionsehlggues). Bien &, on ne peut esger
aucune esgce d’unicie silI'on se place sur des ouverts non connexes,dar leurs composantes connexes
sont des ouverts dewxdeux disjoints sur lesquels les restrictions des fonctions red@escont totalement
indépendantes les unes des autres.

Pour obtenif’existencede solutions sur un ouvert connedeC X, on tente de recoller des solutions
locales, qui sont&finies sur de “petits” ouverts, par exemple des disques.éBergl, cela marchera bien
si X est simplement connexe mais pas autrement : on obtient une fonutibiforme qui a desranches
La solution de Riemann consiste al@arsemplaceX par ce que I'on appelle (depuis le X¥e sicle) un
revetementX’ de X, sur lequel la fonction devient uniforme : les branches de la fonction multiforme de
départ correspondeatdesfeuilletsde ce regétement; on dit aussi que chacune de ces branches “vit” sur un
tel feuillet.

Dans tout ce cours, les fonctions vivront sur des ouver&eateous ne passeroj@naisa un re@tement.
L'aspect topologique du prolongement analytique et de la ramification sera @oegnéing travers I'action
des classes d’homotopie de chemins sur le faisceau des solutions déequation fonctionnelle, dont on
verra que c'est un sy&ne local, ainsi que de la réggentation de monodromie qui lui est aséecfces
termes sont &finis plus loin). On reconnaitlla cEfinition par Weierstrass dédéments analytiquesin
anctre de la teorie des faisceaux.

Cette @marchetvite d’introduire un lourd formalisme @liminaire : la dose @cessaire de &orie des
faisceaux est hoaopathique, et nous supposons le lecteur familier avec le groupe fondamental, ici vu



comme groupe de classes d’homotopie de laceisulliant ambitieux egvidemment encour&a acqérir
en parakle les connaissances de topologiechligue (regtements et faisceaux) qui permetteréldigir
le cadre du cours.

Afin d’acquérir un peu de feeling (et de savoir-faire artisarfafjour ces questions, on va traiter de
mankre concéte et dans leé@tail trois exemples. Le premier et le tr@isie exemple introduisent de plus des
fonctions fondamentales dont nous aurons besoin par la suite (avec toutes leuitggdgrramification).
Le deuxeme exemple visa appliquer le premied I'étude d’une fonction akghrique, puisque nous n'en
verrons plus par la suite.

1.1 Les“carackres”"?,acC

Notre but est ici de @finir une fonctionz+— z* raisonnable su€, lorsque I'exposani lui-méme est
complexe.

1.1.1 Cas d’'un exposant rationnel

Sia € Z, la définition est commtement triviale et fournit directement une fonction holomorphe sur
C ou C* selon le signe de. Supposons done € Q\ Z. On I'écrita = g, avecpe Z, g € N premiers
entre eux (dong > 2). Mettons de oté la cefinition en 0, qui @pend uniquement du signe geOn sait
definir xP/9 pourx € R*. de manéreélementaire, en invoquant la monotonie et la contdiés fonctions
puissances et la con@ilde deR. Le principe d’unicié du prolongement analytique (qui est en fait un co-
rollaire du tleoeme des &ros isobs) entraine que I'extension rechezeta un ouvert connexe quelconque
deC* devra \erifier : (zp/q)q =27P.

Nousdéfinironsdonc la fonctionf (z) = z°/9 surX = C* de mangre axiomatique par les conditions :
(f(2)¥=2° (equation fonctionnelle)
f(1)=1 (condition initiale)
Ici, I' équation fonctionnelle est urggjuation algbrique.

Exercice 1.1.1La condition initiale ponctuelle choisie gararitielle seule I'unicié d’une solutiorcontinue
sur tout ouvert connexe décontenant 1.

Indication : si f et g sont deux telles solutions/gfest bien éfini eta valeurs dans I'ensemble, jdes
racines qemes de I'uné, lequel est discret.

Exercice 1.1.21l n’y a aucunesolution continue suX tout entier.
Indication : la fonction t— f(€?™) e~2TP/d seraita valeurs dans 4 la fonction f(€?™) estl-périodique,
mais pas la fonction?tP/a,

On va cependantaderminerf localement, puis la prolonger.

1Le DEA (ou Mastere 2) de matmatiques pures 2004/2085% Universite Paul Sabatier comporte au premier semestre un module
“Corps de classes”. On ese que legtudiants les plus imaginatifs verront I'analogie entre fonctions analytiques édastpoints
de vue : groupe d’homotopie agissant sur des fonctions vivant sur une pagiesdeoupe fondamental comme groupe des automor-
phismes d’'un redtement) et nombres a@friques (dualé des points de vue : groupe des classesdiikvs groupe de Galois des
extensions alliennes).

2|l me semble que ce savoir-faire s’acquieéatement lors d’une pparatiors I'agrégation, ce qui est uness bonne raison pour
pousser legtudiantsa en passer paalavant le DEA et la thse. Malheureusement, la pretatique du prolongement analytique
(aspects globaux) est raremenégenée aux agrgatifs.

10



Premiere méthode : via le theoreme des fonctions implicites

Cette nethode se gréralisea toutes les fonctions apriques et nous serviganouveau en 1.2. Dans
le cas @réral, on considreP(z,w) € C(2)[w], i.e. Pest un poly®me enw dont les coefficients sont des
fonctions rationnelles en; on peut de plus supposer ce pdiynew unitaire. Légalie P(z,w) = 0 définit la
fonction implicitew(z) qui est, par éfinition, une fonction algbrique dez. Plus pécisment, on part d’un
couple(zy,wp) tel queP(zy,wp) = 0. Ce couple est dit singulier si de plg%oP(zo,wo) = 0. Les valeursy
qui apparaissent ainsi sont lesras du ésultant Reg(P, %VP), autrement dit du discriminant DigP, qui
est un poly®me enz. Appelons lieu singulier et notorisle lieu des &ros de DisgP. Pour toutzg £ 2 et
pour toutwy tel queP(zp,wp) = 0, il existe, au voisinage de&p,wp), une unique fonction holomorplvg z)
telle quew(zy) = wp etP(z, w(z)) = 0 identiquement dans ce voisinagegleme des fonctions implicites).
Nous prenon®(z,w) = wd — z° et trouvons (sauf erreur ...) Dige = q9z°@Y, d’ot = = {0}. La méthode
s’applique donc au voisinage d&,wp) = (1,1) : il existe bien, dans un voisinage assez petit ded",
une fonction unique®/A.

Deuxieéme nethode : via le theoreme d’inversion locale

Cette nethode nous servira nouveau pour &finir localement le logarithme en 1.3. L'application de
C dans lui némew — w4 est surjective puisqu€ est al@briquement clos. Saédvée estgws1 qui ne
s'annule qu’en 0. D’agrs le tleoeme d’inversion locale, il existe donc, pour tagte C* et pour tout
an€ecdentwy dezy, une fonction eciproque telle qui envois enwg. Prenan{zg, wg) = (1,1), on obtient
ainsi la fonctionz!/9; il est alors facile de @finir F (z) = z°/9.

1.1.2 Cas d’'un exposant quelconque

Il 'y a dans ce cas pas deégralisation naturelle des @thodes prcedentes. C’est I'occasion d’'en
inaugurer une nouvelle.

Troisieme methode :étude locale et globale d’unéquation différentielle

C’est cette rathode que nous comptonérgraliser et sy&matiser par la suite. On caradse la fonc-
tion f(z) = 2 axiomatiguement par les conditions :
zf(z) =af(z) (équation fonctionnelle)
f(1)=1 (condition initiale)
Cette fois, lequation fonctionnelle est ugguation dif€rentielle. Elle est imp&e par le principe d’unici
du prolongement analytique : en effet, il est naturel de supposeif st une extension de la fonction
g(x) = x@ = e1°9% définie surR*. par voieélementaire. Cette degie \erifie notreéquation diférentielle

xg = ag, autrement dit, on sait que la restriction i — af a R’ est identiquement nulle ; la fonction
zf'—af doit doncétre nulle sur tout ouvert connexe qui rencorie

Exercice 1.1.3Si a ¢ Z, I'équation diferentielle n'admet aucune solution non triviale qui soit uaees
quelque soit I'espace déses considré : C{z}, C[[Z], C({z}) ouC((2)).
Indication : le \erifier par identification des coefficients.

Exercice 1.1.4Sia ¢ Z, I'équation diferentielle n’'admet aucune solution non triviale qui soit holomorphe
sur un disquépoing de centre 0.

Indication : invoquer le ttoreme desé&sidus (utiliser la version doe dans [1] ou [9] : celle de [44] est
trop faible).
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Puisque la condition initiale est do@@ en 1, on va commencer pé&soudre Equation diferentielle
par ceveloppement erésie entére au voisinage de 1; on pose :

f@ =3 fa(z-D"

n>0

L’ équatiorequivaut alors :
Yn>0, (n+1)f1=(a—n)fy,

et la condition initiale dit qudy = 1. On introduit la notation :

(a) _a(a—1)---(a—n+1)

n/ n!

pour les coefficients binomiauegéralis€s. La relation degcurrence ci-dessus donne alors :

vn>0, fn<f‘]>.

L a L e , . : . )
La triey >o n (z—1)" est donc l'unique@rie formelle satisfaisantdguation diferentielle avec condi-
tion initiale (on reconnait en elle Endme de Newtonégéralisé) ; cette €rie a pour rayon de convergence 1

et céfinit donc une fonction holomorphe sDf1,1). Notons la, temporairementy(z). Il résulte d’ailleurs
du calcul peccdent que les solutions deetjuation diferentielle (sans la condition initiale) qui sont ho-
lomorphes au voisinage de 1, c'éstire ceveloppables enésie entere au voisinage de 1, forment un
C-espace vectoriel engeridpar fy.C'est évidemment un cas particulier duéit'eme de Cauchy sur les
solutions déquations diferentielles ligaires.

On constate d’abord que, quelque soit I'ouvert conrgxée C*, I'espace vectoriel des solutions de
notre équation diférentielle holomorphes sl est de dimensiomu plusl (c’est un cas particulier du
lemme du wronskiegue I'on prouvera plus tard en touténgralite).

Exercice 1.1.5Le demontrer en remarquant que,fsj O etg sont solutions, alor&g/f)’ = 0.

On peut en faittonstruiredes solutions au voisinage d'un poimt € C* quelconque. On &montre
facilement que I'espace vectoriel de ces solutions est engeradfy (z/2), et que les solutions sont donc
holomorphes sub(z, |z|).

Exercice 1.1.6Le demontrer par éveloppement erésie entere au voisinage ds (comme ci-dessus).

Exercice 1.1.7 Le démontrer en remarquant que, pour tagtC*, la fonctiong(z) est solution de Bquation
différentielle si et seulement si la fonctigaz) I'est.

Extension aux disques voisins

Soit, plus @réralementy C IS(ZQ, |z0|) un ouvert connexe non vide. D'a le principe d’unicé du

prolongement analytique, I'application qéig € Sol(D(2,|%|)) associe sa restrictiogy, € Sol(V) aV
est injective. Comme I'espace dépmhrt est de dimension 1 et que I'espace d’égiest de dimension 1,
c’est en fait un isomorphismeEette propréte est tés importante et sera sgshati€e plus loinPour I'ap-

pliquer au prol®me du prolongement analytique, on supposeljus, |2|) N'D(1,1) # 0. Celaéquivauta

2y ¢ R_ (faire un petit dessin). Notons temporairemBret D’ ces deux disques et soiedol(D), Sol(D’)

les espaces vectoriels de solutions holomorphes sur ces disques (qui sont donc de dimension 1). Les appli-
cations de restriction d8ol(D) et deSol(D’) surSol(DND’) sont des isomorphismes. On obtient ainsi un
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isomorphisme biené&fini deSol(D) surSol(D’).

En particulier, la fonctionfy introduite plus haut ('uniquéléement deSoI(E)(l, 1)) tel quef(1) =1)

admet un unique prolongement analytiqu®(zo, |zo|), qui est solution de &quation diférentielle. Les
solutions ainsi trou&esne sont pas toutes compatibles entre ellsisen effet elles Btaient, on pourrait les
recoller sur

U IS(zo, |z0]) = C* (vérifier cetteggali® par un petit dessin)
2¢R-
Or, on sait @ja qu'il n’existe pas de solutionafinie surC*.

Cependant, sig etz sont dans le demi-plan ouvert droit (leurs partieslies sont> 0), I'intersection
triple D(zo,|20|) ND(z1,|21]) N D(1,1) est non-vide (petit dessin ...) et les solutions obtenues par prolonge-

ment analytique dé, aIS(zo, |20]) etéIOD(zl, |z1|) sont compatibles entre elles. On peut donc proloriger
a:

U [O)(zo, |z0|) = C\R_ (vérifier cettetgali® par un petit dessin)
0(z9)>0

d'ou :

Proposition 1.1.8 Il existe une unique solution de I’équation différentielle avec condition initiale :
zf(z) =af(z) (équation fonctionnelle)
f(1)=1 (condition initiale)

holomorphe sur I’ouvert simplement connexe C\ R_ de C*. Pour tout ouvert connexe U de C\ R_, I’es-
pace Sol(U) des solutions est de dimension 1 et engendré par la restriction de cette solution 4 U. De plus,
I’application de restriction de Sol(C\ R_) dans Sol(U) est alors un isomorphisme. O

Nous noterong® cette solution : c’est ldétermination principalele la fonction puissance.

Corollaire 1.1.9 Pour [Im(w)| < Tt ona:
(eW)O( — gha.
en particulier, 1° = @™/2 et (—1)® = g"'™/2,

Preuve. - La fonctionw — ()" e"" est cEfinie et a une @rivée nulle dans I'ouvert connexe corsig, et
elle vaut 1 en 0. Par ailleurs= ™2 et —1 = e '/2, O

Corollaire 1.1.10 On a les formules classiques : 2228 = 28, 2 =1, (2)"* = z79. De plus, si o = p/q,
Z* coincide avec la fonction déja définie.

Preuve. - Chaque fois, les deux membres degialie sont caraétrises par unéquation fonctionnelle et une
condition initiale qui garantissent I'uniét O

Corollaire 1.1.11 L’équation différentielle z ' (z) = a f (z) admet une unique solution holomorphe sur I’ou-
vert simplement connexe C\ R, de C* et telle que —1+— 1. Pour tout ouvert connexe U de C\ R, I’espace
Sol(U) des solutions est de dimension 1 et engendré par la restriction de cette solution 4 U. De plus, I’ap-
plication de restriction de Sol(C \ R..) dans Sol(U) est alors un isomorphisme.
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Preuve. - C'est, bien r, la fonction(—2z). O

Corollaire 1.1.12 La fonction % est définie et localement constante sur I’ouvert H U (—H) de C ; elle
vaut €™ sur H ete "™ sur —H.

Preuve. - Le domaine de &finition est(C\R_)N(C\R;) =C\R = H U(—H). Lafonction y est holo-
morphe de drivée nulle, donc constante sur les composantes contiéxs- 7 ; les valeurs sont doees
par le corollaire 1. O

Exercice 1.1.13Soita € C*. Déterminer le lieu de &finition et d’holomorphie de la fonctioe@?‘zﬁi et la
calculer.
Indication : sa @rivée est nulle.

Application : la promenade
On veut analyser I'effet du prolongement analytique le long du lacét &ad. :

_{[0;1]_>c*

t— eZIkTII

(pour la cfinition du prolongement analytique le long d’'un chemin, voir [1], chap. 8, §1). Pour cela, on

introduit les disque®y = IS(y(k/4), 1), k=0,1,2,3 et I'on noteVkx = Sol(D) les espaces vectoriels de
solutions correspondants (ils sont donc de dimension 1).

Les ouverts connexdd, et D, ont une intersection non vide si et seulemefktedil sont congcutifs mo-
dulo 4. On a alors des isomorphismes de restrictiovias deV; avecSol(DxN D), donc un isomorphisme
bien c&fini entreVi etV,. Cela nous fournit une chaine d'isomorphismes :

Vo5V S5 Vo 5V 5\,
Leur compog est un automorphisme biegfahi deVy : celui du prolongement analytique le long e
Pour I'expliciter, on va conskter 'image de la base (consti® d’'un seuklement)fy = Zﬁ)o deVy :
1. L'image defy dansv; estzf‘Dl qui, d’apes le corollaire 4 ci-dessus, &galeae™ (—z)f‘Dl.
2. L'image de ce dernier daivs este™ (*Z)?Dz-
3. Limage de ce dernier dang este™ (—z)f‘D3 qui, d’apes le corollaire 4 ci-dessus, esgalea
ITIX
A L
4. L'image de ce dernier daivg =\ este?™ zf‘DO =T,

Cela nerite bien un

Théoreme 1.1.14L effet du prolongement analytique le Iong de y est I’automorphisme f — €™ f de V.
(I

Remarquons que le choix des disques qui entourent le lacet imaggeadésiblement pas d’'importance.
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1.1.3 Laction du groupe fondamental @ la lourdingue)

Soientxp,x; des points deX = C* et soientVp,V; les C-espaces vectoriels de solutions degliation
différentiellezf’ = af au voisinage deg,x; (c’esta-dire sur n'importe quels voisinages connexes assez
petits dexp,x; dansC*, par exemple des disques de rayons assez petits)

Pour tout cheminy; : [0;1] — X de xp & x1, le prolongement analytique le long dge (cf. loc. cit)
réalise un isomorphisme dé dansVi. De plus, d’'apés leprincipe de monodromi€1], chap. 8, §1.6,
th. 2, p. 295), cet isomorphismé&pend seulement de la classe d’homotopig:d@ points de base fés).
Notonsy; € M1(X;Xo,X1) cette classe, dt.y, 'image d’unélément def € Vi dansVi par ce prolongement
analytique.

Exercice 1.1.15Prendrexp = 1, x; = —1 et les chemins dey a x; définis part — '™, et appliquer les
consicerations ci-dessus.
Indication : c’est ndché dans la promenade.

Soient maintenant, € X, V, le C-espace vectoriel des solutions it = o f au voisinage de; ety
un chemin dan¥ dex; axp. Sil'on prolongef € Vo eng = f.y; € V4 puis ce dernier eh = g.y, € Vs, il
est clair que I'on obtient le Bme Esultat que si I'on avait proloiggf le long du chemin compésy.y.. On
a donc la formule (voitoc. cit) :

(V) Vo= f.(\-Vo)-

On \€rifie aussi que les chemins triviaux (constants, ou homotapkss chemins constants) agissent tri-
vialement. On dit (si I'on veut) que le groduijole d’homotopie agi droite sur le sysime local des solutions.

Prenons maintenamp = x; = x. |l résulte de toute cet abstract nonsense que le groupe fondamental
(X, Xo) opére lirkairement droite sulV : le fait que I'operation esté droite est impds par Iecriture
y1.y2 pour le compog de deux chemin& En tout cas, I'existence de cetteévationa droite signifie que
I'on a unantihomomorphisme de groupes :

™ (X, %) — Autc(Vo),

ou encore un morphisme de groupes :

(X, %0)° — Autc (Vo),

partant cette fois dgroupe opposau groupe fondamental.

Exercice 1.1.16 Démontrer que tout group® est isomorphe& son oppos et que I'on peut donc obtenir
une oferationa gauche et un morphisme normal.
Indication : remplacex € G parx—L.

La repésentation liaire der (X, xp)° dansvp ainsi obtenue est la reggentation de monodromie. On
verra plus loin en quoi elle@bend du choix du point bagg.

Prenons maintenamy = 1. Le groupe d’homotopigy (X,Xg) est monogne infini et la classe du lacet
dejaétudi yo(t) = €™ en est un grérateur. Plus [ciment, tout lacef bas en 1 est homotopyf, ol
n est I'indice dey en 0 (le nombre de tours qu'il fait autour de 0). §idésigne la puissanaeéme deyg
au sens de la composition des chenfinMais par ailleurs, il s'agit ici de lacess valeurs dans le groupe
topologiqueC* et, dans ce cas, ce compdteré est homotope au ladet- (yp(t))" (voir [17], chap. V, 85),

3Chagque telle solution est congiée sur un tel voisinage, sans qu'il soit besoin de fixer celui-ci : on céresigh fait le germe. On
en verra plus tard la&finition.

4Par exemple, [11] donnedtriture oppo&e pour la loi de composition dans(X, Xg), mais nous nous en abstiendrons.

5La composition des chemins n’est pas associative : elle ne I'eathprotopie prs. On ne peut donc pas vraimekfidir les
puissances dont on parle ici, mais leal@sses d’homotopigont bien éfinies
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c'est-a-dire au lacet — e?™,

En tout cas, la re@sentation de monodromie est tout ergi “cocee” par I'image du grérateuryp
dem(X,Xo), qui n’est autre que I'automorphisnfe— ™ de Vp. Modulo I'identification canonique de
Autc (Vo) avecC*, cet automorphisme s’identifiee®™ < C*.

Exercice 1.1.17Donner une condition écessaire et suffisante surpour quez* soit uniforme surC*,
autrement dit, pour gu’elle y admette un prolongement analytique.

Indication : il faut et il suffit que la reg¥sentation de monodromie agisse trivialement suétsghent ; cela
conduita une condition sua.

Exercice 1.1.18Donner une conditionécessaire et suffisante supour quez* n’ait qu’'un nombre fini de
transforngées par I'action de monodromiegyifier que cela se produit si et seulemerd®sést une fonction
algébrique. On pourra utilement comparer cel@?2] eta [1], chap. 8, §2; voir aussi [27].

Posons, pour tout ouvedt de X :
SolU)={f e o(U) / zf' = af}.

On obtient ainsi urfaisceau deC-espaces vectoriels sur I'espace topologiqueBssentiellement (une
définition pécise sera dorée plus loin), cela signifie que I'on peut restreindreé@ément deSolU) en
un élement deSol(V) lorsqueV C U, et que, si(Uj)ici est un recouvrement dé, toit f € Sol(U) est
détermiré par ses restrictions allk, auxquelles on demande seulemendtidd compatibles deuxdeux sur
lesU; NUj : on dit qu’'une section d8olsurU s’obtient par recollemerit partir de ses restrictions.

Par ailleurs, le faisceabol est localement constant ; on dit aussi que c’est uresystocal deC-espaces
vectoriels. Cela signifie que I'espace topologiguest recouvert par des ouveldsels que la restriction du
faisceauSolaU est un faisceau constant. Il y a uréfidition gerérale de cette notion, mais, dans notre cas,
on peut la formuler de la magieéquivalente suivante : ¥/ C V sont deux ouverts connexes non vides de
U, la restrictionSol(V) — Sol(W) est un isomorphisme.

Exercice 1.1.19Démontrer soigneusement g8el est bien un sysime local.
Indication : on prendra pour recouvrement d'ouverts@ecelui forme deC\ R_ et deC\ R..

Exercice 1.1.20Veérifier que, pour tout ouvert simplement connkida restriction du faisceaBolaU est
un faisceau constant (au sens q@t@adonré ci-dessus). €rifier également que I'on obtient un tel ouvert
en oferant une coupure de @ dansC : on choisit un chemin simplg de 0a « dansS, et I'on pose

U = S\ imag€y).

1.1.4 Solutions au voisinage de € S

Pourétudier uneequation diferentielle au voisinage de € S, on change de carte : on se restreint
'ouvert C,, = S\ {0} deS, sur lequel on utilise la carte = 1/z

Pratiquement, le plus simple est de poser 1/zetg(w) = f(z) = f(1/w), d'ouw?g (w) = —f/(1/w).
L' équation diferentiellez f'(z) = a f (z) équivaut don@ I'équation diférentiellewg (w) = —ag(w) (calcul
facile). Cette derrire est &guliére en tout pointv # 0, c’esta-dire surC* c C, : c’est compatible avec
I' étude qui pecede !

La mémeétude montre que, si € Z, il n'y a pas de solution uniforme s@*. Le lacet fondamental

w = €™ induit 'automorphisme de monodromie de rapperf™. Mais c’est bien normal, parce qu'il
s'agit en fait du Iaceval! La topologie deSimposait que la singulaéten 0 soit compeie enw.
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1.2 Un exemple de fonction algbrique : \/z++v/1—2

Premiére méthode : via le theoreme des fonctions implicites

Elle s’appliquerait I'identique (avec toutefois des calculs plus comp@sja toute fonction de la forme
£+ (1-2)P, aveca,B € Q.

Exercice 1.2.1Le polyrdme minimal de,/z+ /1 —z surC(2) estP(w,z) = w* — 2w? 4 (42% — 4z+ 1).
Son discriminant est (sauf erreuf(2— 22)2(1 - 22)2.

Les singulariés surC, c’esta-dire les points @ I'on ne peut pas appliquer leébeme des fonctions
implicites, sont 0, 1 et 12.

Exercice 1.2.2Vérifier quew € S estégalement une singulagit

A priori, on devrait donc prendr® = C\ {0,1,1/2}. En fait, il decoule de Etude peccdente que 12
est unesingularitt apparentequi n'a pas d’effet sur la monodromie : le prolongement analytique le long
d’un petit lacet autour de/2 ne modifie ni/zni v/1—z

Le groupe fondamentat; (X,Xp) est librement engenémar trois grérateurs. Prenons, par exemple,
Xo = I. On introduit trois lacetspo, y1/2 ety: de base, chaquey, ayant pour indice 1 par rappata et
0 par rapport aux deux autres singulgsit(par exemple, on peut prendeerectiligne jusque tout @s de
a, puis parcourant un petit cercle de cergnene fois dans le sens direct, puis revenant le long du segment
de cepart). Alorsmy (X, Xo) admet pour grérateursyo, Y1 /» ety: et ceux-ci ne satisfont aucune relation non
triviale.

La fonction/z+ /1 —z est bien &finie surIS(l/Z, 1/2) (on pourra calculer uneésie entére qui y
converge) et admet quatre images distinctes par prolongement analytique : les fotigtipfis,/1—z Le
groupety (X,Xo) operea droite sur cet ensemble, m§is; est dans le noyau de cette action. C’est donc
le groupe quotient dey (X, Xo) par le sous-groupe distingiengends pary; , qui opere vraiment; il est
isomorphea T (C\ {0,1},%0) et librement engenérpar les classes d’homotopie des deux lagett y;.

On \erifie sans peine que les actionsygeet y; sont involutives, non triviales et commutent : le groupe de
monodromie est donc isomorpb& /27 x Z /27Z.

Exercice 1.2.3Décrire la surface de Riemann de cette fonction.
Indication : se Eferera [1], chap. 8,82 ou biena [27], chap. 4

Deuxieme nethode :étude locale et globale d’uneequation differentielle

On peut, pour le @me prix,&tudier plus gréralement la fonctior (z) = 2 + (1—2)P, aveca,B € C.
Sous cette forme, elle est bieéfthie pourz,21—z€ C\R_, soitze C\ (] — 0, 0[U]1;+00]).
Exercice 1.2.4En donner un éveloppement erésie entére au voisinage de/2. Pévoira priori le rayon
de convergence de celui-ci.

Comme toutes lesativees de la fonctiod® (resp. de la fonctiofl — z)®) appartiennent aG(z)-espace
vectoriel de dimension 1 de ba#e(resp. de basgl — 2)P), toutes les @rivées def appartiennent aG(z)-
espace vectoriel de dimension 2 de b@Se(1—2)P), et I'on saita priori que f est solution d’'uné&quation
différentielle d’ordre 2 coefficients rationnels.
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Exercice 1.2.5Déterminer cett&quation et ses singulasd.
Indication : &liminer 2 et (1— z)P du systme de relations :

flzg = Z+(1-2P

f(z) = %z“ - 1%2(1—2)B

2 2
a—a B-pB
f'(z) = p 1-2)P.

On peut trouver sans calcul I'action de monodromie (et donc tous les prolongements analytifjues de
Les seules singulaés dan<C de notreéquation diférentielle sont 0 et 1. On peut donc ici choisir comme
point-basexs = 1/2. Le groupermy(C \ {0,1},%0) et librement engendrpar les classes d’homotopie des
deux lacetgy ety; (attention! ce ne sont pas le€mes qu’auparavantgéinis par les formules :

Yo(t) = %ez'm
yit) = 1—%e2'm.

SoitD = 5(1/2, 1/2). SurD, les deux fonctiondy = Zﬁ) etgg = (1— z)‘BD sont cefinies et holomorphes et
forment une base deol(D). De plus, il cecoule de Etude faite en 1.1 que les prolongements analytiques
sont don@s par les formules suivantes :

fa .% - eZIm fu

fa i = fa

OsYo = O

Vi = € mBQB
Finalement, on écrit la repesentation de monodromie dg(C \ {0,1},X)° dansSol(D) en exprimant les

images des grérateursyy etys de(C\ {0,1},x0) = Zyo * Zyy dansAuic(Sol(D)) via leurs matrices
dans la baséfq,gg) : on a donc un anti-homomorphisme g C\ {0, 1},%0) dansGL,(C) défini par :

_ e o
Yo +— < 0 1>
_ 1 0
Y1 — <O e2ITl13)

Exercice 1.2.6 En céduire la structure du groupe de monodromie.
Indication : c’est le produit de deux groupes mogags ou cycliques (selon la rationnéliles exposants).

Exercice 1.2.7 Montrer que la ref@sentation de monodromie estici somme directe de deug&septations
de dimension 1.

1.3 Genese d'un keros : le logarithme

Le point de @part est la fonction exponentielle— € (voir le prologue de [44] pour I'essentiel sur
cette fonction). La fonction exponentielle @GedansC* est surjective et non injective ; on ne peut donc lui
trouver de éciproque (la formulg(e”) = w conduit imnédiatemeng une contradiction si on I'applique
aw-+ 21T, mais on peut egger lui trouver une section : en fait, la surjecévintraine I'existence d'une
applicationf : C* — C telle quevw e C* , efW) = w,
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Exercice 1.3.11l n’y a aucune section continue sGr.
Indication : si 'on supposait EY) = w, on aurait f(€?) — z constant par connexitdeC et discétude de
2ATZ.

On va donc reprendre la&charche : dfinition locale, puis prolongement analytique.

Premiére méthode : via le theoréme d’inversion locale

On obtient ainsi, sur tout disque assez petiCdeune fonction logarithme eriement dtermiree par
I'image du centre du disque (qui doit, bielirtre un arétcedent de ce centre par la fonction exponentielle).

Deuxieme nethode : par intégration

L égalié e’ ™ = w entraine facilement qu& = 1/w. On pose donc log= [{dt/t. Mais, pour calculer
cette inegrale, il faut choisir un chemin dedz dansC*. Le theoeme des &sidus de Cauchy garantit
que l'integrale @pend seulement de la classe d’homotopie (dzZnsta points base fixs) de ce chemin.
D’autre part, si I'on prend deux chemins non homotopes,&fnéssent un lacet ba€ en 1 dan€* et la
différence des deux iagrales ainsi calcéks vaut (toujours d’'aps le tleoeme desésidus) : 2rtindy(y).

Troisiéme méthode : par résolution d’'uneéquation différentielle

L équationzf'(z) = 1 satisfaite par le logarithme entraigé” + f’ = 0 qui a I'avantage d@tre ho-
mogene : ses solutions holomorphes sur un ouegt C* forment donc un espace vector&bl(U ).

Exercice 1.3.2Expliciter Sol(C*).

On cefinira le logarithme comme la solutidnde cetteequation dif€rentielle soumise aux conditions
initiales : f (1) =0, /(1) = 1.

Au voisinage de 1, oécrit f comme &rie entere :

f(z) = Z)fn(z— Hyn

L’ équation diferentielle se traduit par la relation :
\V/n 2 O ) (n+2) fn+2+ (n+ 1) fn+1 == O,

qui est une relation deecurrencex deux pas. L&-espace vectoriel degses formelles solution est donc
de dimension 2, et I'applicatioh+— (o, f1) = (f(1), (1)) est un isomorphisme av&?. On produit une
base comme suit :

1. Avec(fo, f1) = (1,0), on obtientfo = 1 etVne N* | f, =0, soit f(z) = 1 (rayon de convergence
infini).
2. Avec (fo, f1) = (0,1), on obtientfo = 0 etvn € N* , f, = (—1)"~1/n, soit une érie de rayon de
convergence 1 qui est l&&deloppement bien connu de [dg+ (z—1)).
Finalement, toutes les solutions formelles sont convergentes et I'on a un isomorghisnié(1), /(1))

de Sol(D(1,1)) avecC?; la solutiony -1 (—1)"~1(z— 1)"/n est celle qui satisfait aux conditions initiales
que nous avons impéss.

On remarque qué(z) est solution de Bquation diféerentielle si et seulement §{z/z) I'est, ce qui

permet détendre le&sultata tous les disqued(zp, |29|). Comme pour les caraaies, on prouve I'existence
d’un unique prolongement analytique §g.1(—1)""1(z— 1)"/n & 'ouvert simplement connex@\ R_ :
on le note logz), c’est ladétermination principale du logarithme

19



Exercice 1.3.3Pour|Im(w)| < 11, log(e") = w. En particulier, log+1) = +171/2.
Exercice 1.3.4SurC\ R_, on aZ* = %1092,

Exercice 1.3.5Soita € C*. Etudier logaz) —log(z).

Pour Esumer, Les espac&ol(C\ R_) et Sol(C\ R, ) ont respectivement pour basgslog(z)) et
(1,log(—2)) ; et, pour tout ouvert connexe non videinclus dan<C\ R_ (resp. dan€ \ R.), la restriction
de(1,log(2)) (resp. dg1,log(—2))) est une base dgol(U).

Exercice 1.3.6 Prouver cette toute degre affirmation.
Indication : c’est une famille libre parce que I'application de restriction est injective (Uaidit prolonge-
ment analytique). Le point&ticat est quelimc Sol(U) < 2: c’et un cas particulier du lemme du wronskien
qui sera émonté en 2.1.3. Ici, on peut choisir une famille libig, g) de So(U ) (par exemple, la restriction
de la base(1,logz), prendre une solution quelconquechO(U) de I'equation diférentielle zH +h = 0,
résoudre le sysme :

uf+vg=nh

uf +vg =n ’

et chercher enfi@ montrer que les fonctions u,v sont constantes.

1.3.1 Laction du groupe fondamental

On reprend les notation®y = IOD(eZk'"/“, 1), Vk = Sol(Dy) (pourk =0, 1,2,3). Comme pecédemment,
il y a des isomorphismes canoniques restriction-prolongement entre les espacessasdeaix disques
congcutifs. On consiére particulerement deux isomorphismes ; ce sont les copad, : Vo — Vi — Vs
etd_ :\Vp — Vs — Vs, de sorte que 'automorphisme de monodromie agsagilacey/(t) = €™ agit sur
Vo comme® = (®_) Lo d, e Aute(Vo). Pour decrired,, ®_ et ®, on va utiliser la basél, log(z)) de
Vo et la basg1,log(—2)) deV- (on devrait pludt écrire logp,, etc ..., mais Ecriture simplifée ne cge pas
d’ambigui€).

SoientM . etM_ les matrices respectives de_ et ded_ relativement ces bases : autrement diix,
envoie(1,log(z)) sur(1,log(—z))M et®_ envoie(1,log(z)) sur(1,log(—z))M_. Sil'on fait la promenade
deDg versD; en passant par le demi-plan guieur#, (1,log(z)) est se prolonge donc éf, log(—2z))M..
Si I'on fait la promenade d®; versDg par le demi-plan irérieur —#, (1,log(—2z))M_ se prolonge en
(1,l0g(2)), donc, par ligarie du prolongement analytiquél,log(—z)) se prolonge erf1,log(z))M~1,
donc, toujours par ligarie, (1,log(—z))M,. se prolonge erf1,log(z))M~—IM... Ainsi, ® est I'automor-
phisme qui envoie la bagd,log(z)) deVp sur la bas€1,log(z))M~M, , autrement dit, la matrice d&
dans cette base dgt=M "M,

Pour ceterminerM,. et M_, il faut comparer les deux basék log(z)) et (1,log(—2z)) de Sol(H), et
de méme pourSol(—#). Pour cela, les valeurs prises en un point (par exempjene suffisent plus car
une solution de Bquation diférentielle n'est pas&termiree par une condition initiale unique; il faut les
conditions initiales comgtes : valeurs de la fonction et de sidée. Onécrit donc :

(Llogz)() = (1,log(=2))(1) My
(1,log2)'() = (1,log(—2))"(1) M,

ce qui nous donne (en utilisant les valeurs dedag calcukes en exercice) :
1 m
w ().
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De méme :

(1,logz)(—1) = (1,log(—2))(—1)M_
(Llog2/(~1) = (Llog(~2)'(~)M_,

]

La matrice deb dans la basél,logz) est donc :

1 2m
w- (3 2.

Exercice 1.3.7 Décrire compétement I'action du groupe fondamental.

ce qui nous donne ;

Exercice 1.3.8 Retrouver I'action du groupe fondamental gtir
Indication : la relation # = %1997 est pesenée par prolongement analytique.

1.3.2 Ecriture sous forme de systme

Sil'on poseX = ( f,), on constate quef” + f/ = 0 équivaut au sysme :

f
, (0 1
o (8 L )x

En fait, pour bien des sy&mes qui nous igressent (ceux qui sont fuchsiens en 0, voir chap. 2), il est plus

commode d'introduire I'oprateur d’Euled = z d/dz On pose donc plét X = ( f

6f)' Notre équation

différentielle deviend?f = 0, qui donne lieu au syse :

X 0 1
53X =AX, OUA= (o o>'

Exercice 1.3.9Montrer que, pour les fonctions holomorpfeses deuxequations sont biedquivalentes.

Le theoeme de Cauchy (pour les sggies lirgaires) garantit que, pour tarte C*, il existe une unique
solution fondamentale matriciell& telle queX(z) = I,. Toute solution (vectorielle) au voisinage #de

g) aveca,b € C.

On prouve l'existence d& au voisinage dey = 1 par ceveloppement erésie entere. Onécrit :

s’écrit alorsX (

X(2)=la4(z—=1)X1+---, les X € My(C).
Le syséme donne :

VKZ 07 (k+1)xk+l+k)(k:Axka
ce qui donne :

VK> 0, X = %A(A— )+ (A— (k—1)Ip),

SEn fait, le passage @& f = 0 azf” + f/ = 0 comporte une division pa qui ne pose pas de pishe dans I'anneau iegre des
fonctions holomorphes sur un ouvert connexe. Mais, pour des soldisin$utions on n’obtiendrait pas du tout le@me espace de
solutions : voir par exemple [36].
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que I'on pourraitcrire X (z) = Z*! Plus prosaiquement, du fait q4€ = 0, on tire :

vk>1, X = (_1k)kflA,
dou:
X(2) = I+ log(2)A = (é '091(2)> .

Une base de solutions vectorielles est donc fgrdes colonnes d€(z), c'esta-dire (é) et <Iogl(z)> :

ce sont Ies(aff> , ou f parcourt la basél,log(z)) deVp.

Exercice 1.3.10Montrer que I'effet de la monodromie sur la bg$eg) mentionrée est écrit par la néme
matrice que son effet sur la famil{&f, dg) : multiplicationa droite paiM. Montrer que c’est aussi I'effet
surx(z).

1.3.3 Solutioneno S

On sait d’avance, par voie topologique, qu’il ne peut y avoir de solutéimig au voisinage de € S.
En effet, la seule singulaétserait alors 0 et le groupe de monodromie serait un quotient du groupe fonda-
mental deC., (ba en un point quelconque), lequel est trivial. On aurait donc un logarithme uniforme sur
Co SONc aussi suC*, ce qui n'est point.

Pourétudier I'equation diférentielle eno € S, on se place dans la cante= 1/z. Pratiquement, on
écrit la fonctionf sous la formef (z) = g(w) = g(1/2). L' équationz f” + f’ = 0 équivaut (calcul facilep
wg’+g = 0. Une base de solutions dans un disque qui approche l'infini (par exemple le gisgdp< 1)
est dond(1,logw). En fait, logw) = log(1/z) = —logz+ constante (la constant&plend de I'endroit ®
I'on se place) et legsultatetait pévisible.

Exercice 1.3.11Etudier I'action de monodromie s&

Exercice 1.3.12Comparer les ograteurs d’Euler d/dzetw d/dw.

Deux exercices plus substantiels
1.3.4 Equation d’ordre 1 sur S

PuisqueM (S) = C(z), I equation a la formé’ = af, avec @l f € C(z). Quelle est la forme dedquation
enco ? Quelles sont ses singul&@stsursS?

Dans le cas sgrial dia(z) = a(z— 2)¥, &crire I'equation enro. Veérifier que, sk # —1, il y a une seule
singularie surS (c’estzy ou «) et que le groupe de monodromie est alors trivial. Dans le 6&s-0—1, on
a un ple simple erg et un le simple erw et la monodromie est celle d'un caraut.

Dans le cas gréral, cecomposer la fraction rationnelgz) enélément simples et montrer que les sin-
gularites qui contribuerd la monodromie sont ledfesa residu non entier.
Indication : si a= b+ c, on trouve les solutions sous la forme=fgh, di g = bg et li = ch.

On sait que le groupe fondamental8leX (avecX une partie finie d&) est engendr par les classes de
lacets autour de chaque point Heavec pour seule relation : le produit de ces lacets él@nfient neutre ;
dit autrement, le lacet autour deest I'inverse du produit des autres. Cela secteftans la resentation
ci-dessus dice au tkoeme classique que la somme desidus d’'une forme diffrentielle neromorphe sur
une surface de Riemann compacte ggest nulle.
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1.3.5 Polylogarithmes

Il s’agit des fonctions :

8

z
K

In(2) =y =

n
ou k € N*. Pourk = 1, on reconnait-log(1 — z), dont le comportement seeduit de ce qui frazde. Le
but de cet exercice estatudier le cas gréral. A cefaut d'icee brillante (ce n’est pas facile!), on pourra
consulter avec profit [10], [35] ou [23].

1
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Chapitre 2

Equations et syseémes diferentiels

2.1 Le faisceau des solutions d’'unéquation ou d’'un syseme

2.1.1 Faisceaux de C-espaces vectoriels

Pour le formalisme gréral des faisceaux (dont nous n’avons d'ailleurs pas besoin), consulter [18].

Définition 2.1.1 Un faisceau¥ de C-espaces vectoriels sur un espace topologjuest constité des
donrees et des conditions suivantes :
— Pour tout ouverty deX, F(U) est unC-espace vectoriel.
— SiV c U sont deux ouverts dX, on se donne un morphisme d’espaces vectoggls 7 (U) —
F (V) ; ces morphismes sont appsinorphismes de restrictioOn note souvent, pour gger, fy, =
oY (1).
— Les morphismes de restrictions sont compatibles : quelqu&Jsqif est l'identi& de 7 (U) et, si
W CV C U sont trois ouverts dX, on apy, o py = p\y .
— On aune propéite d’existence et d’'unicit du recollement &éments locaux compatibles. Formelle-
ment, elle s’exprime comme suit : s@i )ic; un recouvrement ouvert dé C X. Soit

(fi)ier € IDT(Ui)
une famille compatible, c’esi-dire telle que :
vijel, pg:muj(fi) = Pgijmuj(fj)-
Alors, il existe un uniqud € F (U) qui est un recollement des, autrement dit, tel que :
Viel,pg(f)=fi.

On remarquera que cette condition a un sens, en ce que, si I'on pakt deU), la famille de ses
restrictionsf; = pﬂi (f) est bien compatible : celsedoule de I'axiome f@cadent sur les faisceaux.
Un sous-faisceatF’ de ¥ est alors un faisceafi’ de vectoriels tel que chagy€’(U) est un sous-espace
vectoriel de (U) et que les morphismes de restrictionesont induits par les morphismes de restriction

de F.

On c&finit de fagon analogue la structure moins riche de faisceau d’ensembles ((l8ssont des
ensembles et lgs; des applications); la structure plus riche de faisceaQ-adgebres (lesF (U) sont des
C-algebres et legy des morphismes dg-algébres); etc ... De Bme, sitruc est une structure, oréfinit
un sous-faisceau deucs: chaquef’(U) est un sous-truc dé¢ (U) et les morphismes de restriction sont
compatibles.
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Exercice 2.1.2 SoitX un espace topologique quelconque. On i@ ) la C-algebre des fonctions conti-
nues sur l'ouvert) de X & valeurs dan€ (par exemple) et, pouf € (x(U), p\‘f(f) la restriction de la
fonction f a I'ouvertV c U. Montrer que I'on obtient ainsi un faisceau @ealgebres.

Exercice 2.1.3Soit Q une surface de Riemann, par exemple un ouve$ da deC. On noteOq(U) la
C-algebre des fonctions holomorphes sur 'outgrde Q. Pourf € Oq(U), on notepy ( f) la restriction de
la fonction f & I'ouvertV c U. Montrer que I'on obtient ainsi un faisceau @ealgébres.

Exercice 2.1.40n prendQ comme ci-dessus. Sojf un faisceau quelconque s et soient(U;) les
composantes connexes de I'ouvdrtle Q. Vérifier qu’elles sont ouvertes et que ta{§ induisent un iso-
morphisme def (U) avec le produit deg (U;).

Faisceaux de solutions

Les deux exemples fondamentaux pour nous sont@opar les solutions @guations et de sy&ines
différentiels.

Exemple 2.1.5Soit Q un ouvert deS et soientay, . .., a, des fonctions holomorphes s Typiquement,
les g seront des fonctions @momorphes su§ (c'esta-dire, en fait, des fonctions rationnelles, puisque
M(S) = C(2)) et I'on prendra pouf2 leur domaine de &finition commun :Q = S\ { pdles des;}. On
consicere I'équation diferentielle :

(Ea) fW g f™-V .. ya,f=0.

Pour tout ouvert) deQ, on note,(U) le C-espace vectoriel des solutions(d@&) surU. En prenant pour
pV (f) la restriction de la fonctiorf & 'ouvertV c U, on obtient un sous-faisceau Geespaces vectoriels
du faisceawDq. Attention : ce n’est pas un sous-faisceaudelgebres !

Exemple 2.1.6 SoitQ un ouvert de&Set soitA(z) € My (0(Q)) une matrice caée de fonctions holomorphes
surQ. Typiquement, les coefficients j de A seront des fonctions @momorphes sus (donc des fonctions
rationnelles) et I'on prendra po@® leur domaine de &finition commun :Q = S\ { pbles des j}. On
consicere le systme diféerentiel :

(Sa) X' =AX.

Pour tout ouvertd deQ, on notefa(U) le C-espace vectoriel des solutions vectoriellegEg) surU. En
prenant poup! (X) la restriction de la fonction vectoriel & 'ouvertV C U, on obtient un sous-faisceau
de C-espaces vectoriels du faisce@y.

Bien que le systme(Sa) concerne des solutionsvectorielles, la relatiotk” = AX garde un sens pour
toute matricean lignes : elle signifie simplement que chaque colonn&dest une solution déS,). Dans
ce cas, quelque soit le vecteur colore C", la fonction vectorielleX = XC est encore une solution de
(Sa). Nous serons grialement irtresés par des solutions matriciellas carées (donc des fonctiorss
valeurs dan#,(C)).

Exercice 2.1.7 Démontrer soigneusement qéig et Fa sont bien des faisceaux d’espaces vectoriel€sur
Indication : prendre son temps.

Le lien entre les faisceauf, et #a (vectorisation des solutions&tjuations) sera expliétplus loin.
Pour leséquations comme pour les sysies, le thoeme fondamental,(da Cauchy, dit que, pour tous
les ouverts connexes non vidds‘assez petits” (cette expression seréagigee en 2.2), les espacég(U)
(resp.7a(U)) sont tous de dimension et que les morphismes de restriction entre ces espaces sont des
isomorphismes. L'exercice qui suit donne la nfofacile de cette deréie propréte.
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Exercice 2.1.80n prend pouff I'un des faisceaux0q, Fa, Fa définis ci-dessus. Montrer que,$iest un
ouvert connexe d@ et siV est un ouvert non vide dé, le morphismepy (X) est injectif.
Indication : c’est le principe d'unicé& du prolongement analytique.

Exercice 2.1.9Reprendre la question@gedente pour le faisceat.

2.1.2 Desquations aux sysmes

On sait, depuis le DEUG, vectoriser une solutiode I'équation(Ea) pour obtenir une solution vecto-
rielle X du sysemeS, ; on pose pour cela :

f
f/
Xt = . ;
f(n.fl)

et I'on vérifie sans peine qukest solution de Bquation(E,) si et seulement sX; est solution du systme
Sa de matrice :

0 1 0 ... 0O
0 0 1 0
A=A=1 ...
0 0 0 o1
—8n —ap-1 —ap-2 ... —A

Proposition 2.1.10 Pour tout ouvert U de Q, I’application f — Xs définit un isomorphisme Fa(U) —
FaU).

Preuve. - Le fait que I'application est bienédinie, lintaire et injective egtvident. SiX est une solution, il
découle de la forme Bme de la matricéy qu’elle est de la forms et quef est solution de BquationJ

Proposition 2.1.11 Les faisceaux ¥4 et Fa sont isomorphes.

Preuve. - Cela signifie simplement que les isomorphismes ci-dessus commutent aux morphismes de res-
triction, ce qui est clair. O

Consicerons maintenant la questiogciproque : la&solution d’un systme(Sa) peut-elle se ramener
celle d’'uneéquationE, ?

Exemple 2.1.120n part d’'un systme de rang 2&érique :
f\' (a b\ /[f
g/ \c d/\g)’

f'=af+hg
g =cf+dg

ce quiéquivaut au sysme déquations :

af

Supposons, par exemples# 0. Onécrit alorsg = f’g , Soit encore :

(o) (o oo) (5)

et le systmeéquivaut (sauf erreug I'équationf” 4 (—d —a—b'/b) '+ (abl /b—a —bc+ad) f = 0. Ainsi
les solutions dé&x sont de la forméXs ou F est explicite et a f est solution d'uné&quation d’ordre 2.
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Pour formaliser la transformation ci-dessus, nous introduisons la notidragiformation de jauge
X — FX qui transforme les solutions d’un sgste (Sa) en celles d’'un sysime(Sg). Il faut noter que
les calculs ont pu faire apparaitre deslgs suppgtmentaires (ici, leséros deb), d'ou la necessié d'une
définition qui englobe les transformatioasoefficients raromorphes.

Définition 2.1.13 Si F € GLy(M(Q)) (resp.F € GLn(0(Q))) est une matrice inversible de fonctions
méromorphes (resp. holomorphes), eAgist la matrice d’un sy8me, on not® = F[A] la matriceF’F ~1 +

FAF~1. LamatriceF est appedetransformation de jauget les systmes Sy) et(Sg) sont dits néromorphiquement
(resp. holomorphiquemengguivalents.

On montrera plus loin (2.2.3) gu’en fait tout syste estequivalenta un systme provenant d'une
équation.

Exercice 2.1.14Vérifier queF [A] = B est la matrice du sysine donty = FX est solution lorsqu& est
solution deSa. De plus, siF est une transformation de jauge holomorpheGules applicationX — FX
déefinissent un isomorphisme des faiscedipet 7.

Des Eciproques de ces assertions segg#lement dorees en 2.2.3.

Exercice 2.1.15Vérifier que I'on obtient ainsi une épationa gauche du groupe des transformations de
jauge sur le groupe des matrices, autrementld[A] = A etF[G[A]] = (FG)[A].

Remarque 2.1.16Si le syseme Sy admet pour solution matricielle une matrice inversible de fonctions
X, on voit queX[0] = A : si I'on autorisait des transformations de jauges quelconques (au lieu de les
vouloir méromorphes), il@sulterait du tkoreme de Cauchy (proéwen 2.2.2) que tous les sgaies seraient
essentiellemer&quivalents.

2.1.3 Lelemme du wronskien

Nous allons prouver la moéifacile de la partie du #oeme de Cauchy qui concerne les dimensions,
a savoir lamajorationde la dimension de I'espace des solutions sur un ouvert connexe. En fait, une fois
admis le fait quef’ = 0 = f constante, c’est une propte purement algbrique et elle sera proée dans
cet esprit en expa@s(voir 8.5) ; alors que &gali€ est un tboeme d’existence (il y a “assez” de solutions)
de nature analytique, que nous prouverons dans ce chapitre, en 2.2.

Proposition 2.1.17 Soit U un ouvert connexe de Q. Alors dimc Fa(U) < n.

Preuve. - Nous noterons, pold € N* et fq,..., fy € Og(U) :

f1 fj fN
W (f1,..., fn) = ff) fj<l> flsll) ;
FUUE T BP b

la matrice wronskiennet wy(f1,..., fn) = detWy(f1,..., fy) le déterminant wronskierfou wronskien
tout court) desfj. Il est clair que, sifp,...,f, € Fa(U), la dernere ligne de la matrice wronskienne
Wh+1(fo,..., fn) est combinaison ligaire des grédentes§ coefficients les;). La proposition écoule

alors du lemme ci-dessous. O
Lemme 2.1.18 (du wronskien). Soient f1, ..., fy des fonctions holomorphes sur I’ouvert connexe U. Alors
WN(f1,..., fn) = O'si et seulement si les f; sont liés sur C.
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Preuve. - Toute relation ligaire non triviale\1 f1 + - - - + Ay fy = 0 @ coefficients constanta\i,..., Ay € C

entraine une relation similaire entre leé&riféesi-emes ¥i >0, )xlfl(i) 4+ -+ AN f,E,i) =0; les colonnes de
la matrice wronskienn@f(fi, ..., fn) sont alors lees et le wronskien est nul.

Supposons donay (f1,..., fn) = 0. Soitk le plus grand entier tel qu'il existg,, ..., fj, de wronskien
non nul :w(fj,,..., fj ) # 0. On peut supposér> 1, carwy (f) = f (et si I'un desf; est nul, ils sont trivia-
lement lés surC). Quittea réindexer led; (ce qui ne fait que changer les signes detetminants), on sup-
posera donc que le sous-wronskie f1, . .., fx) n'est pas identiquement nul et que; 1 (fq,. .., fx, fj) =0
pour toutj > k; cette derréreégali€ est d'ailleurgalement vraie si £ j < k car elle concerne alors un
déterminant ayant deux colonnes identiques.

La relationwy1(f1,..., fx, f) = 0 estéquivalented uneéquation diférentielle d’ordrek :
f0 g fkb 4. paf=0

On le voit en @veloppant le @terminant par rappot la dernére colonne, puis en divisant par le coeffi-
cient def ¥, qui estwy(fs,. .., fx) (lesa; sont donc des fonctions@&romorphes). En reprenant les notations
anérieures, on a donk; = AaX; pour toute telle fonctiorf. Cela vaut en particulier pour toutes les fonc-
tions fq,..., fy. La matrice X dont les colonnes sont I@Sfj 1 < j < k vérifie donc la nhe relation :
X' = AaX ; mais cette matrice n’est autre que la matrice wronski&kés, ..., fy), laquelle est inversible
par hypotlese. Posons, pour simplifier les notatioks= X;, W = W(fy,..., fx) et A= Aq. On a donc

X' = AX, W = AW et X = WC pour un certain vecteur colonne de fonctionsromorphes. On en tire
WC = (WC) —W'C =X -WC=AX—-AWC=0, d'ou C € C" et I'on a cemonté que toute fonction

f e {f1,..., fn} est combinaison ligairea coefficients constants dg, ..., fk. O

Corollaire 2.1.19 Avec les notations du lemme, (f1,..., fx) est une base de Veck(fq,..., fn). Avec les
notations de la proposition, toute famille maximale de wronskien non nul dans F3(U) en est une base. [

Exercice 2.1.20Prouver I'analogue de la proposition pour les syses.

Exercice 2.1.21A quelle condition le wronskien s’annule-t'il dans le cas de fonctions de cla&sesur
un intervalle deR ?
Indication : regarder [8], chapitre V82, exercice 9.

2.2 Le theoreme de Cauchy

2.2.1 Solutions fondamentales

Dans les éfinitions et lenon@&s qui suivent, les conventions sont celles des exemples 2.1.5 et 2.1.6.
De plus, on ne conside que des ouverts connex¢s Q.

Définition 2.2.1 On appellebase fondamentale de solutioais I'équation(E;) sur un ouvert conneXg C
Q une familleC-libre (fq,..., fn) € Og(U)" de solutions holomorphes surde (E,).

Il découle du lemme du wronskien qu'une famielibre de solutions ne peut comporter plus e
élements et qu’une base de solutions fondamentsileie existeest une base db-espace vectorigh,; (U ).

Exercice 2.2.2Soit(fy,..., fn) € Oq(U)" une famille de solutions dg,) et soitw le wronskien de celles-
ci. Veérifier quew = —a;w et en déduire que, soitv est identiquement nul, soit il ne s’annule pas.
Indication : on peut (par exemple) poseft f = w(y(t)), ol y est un chemin continument @iféntiable d’un
point z € U ou w s’annulea un point z¢ U quelconque. On montre alors que :

W(2) = W(zo) & oY @ dt
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Proposition 2.2.3 Soit (f1,..., fn) € Oq(U)" une famille de solutions de (Ey) sur I’ouvert connexe U. Les
conditions suivantes sont équivalentes :
(i) C’est une base de solutions fondamentales.

(ii) L’évaluation en un point de U de la matrice wronskienne de (f1,..., fy) est une base de C".
(iii) L’évaluation en tout point de U de la matrice wronskienne de (f1,..., fn) est une base de C".
Preuve. - C'est une consguence facile de I'exerciceguédent. O

Définition 2.2.4 On appellesolution (matricielle) fondamentaléu syséme (Sa) sur un ouvert connexe
U C Q une matrice inversible € GL,(Oq(U)) de fonctions holomorphes sur qui est de plus solution
(matricielle) de(Sa).

S'il existe une solution (matricielle) fondamentafetoute solution vectoriellX € Oq (U )" peut sécrire
X = XC avecC € 0q(U)". Mais les relation’ = AX et X’ = AX entrainenC’' =C, d'o‘'u C € C". Au-
trement dit, les colonnes d& forment alors une base dg(U), etC — XC réalise un isomorphisme
C"— Fa(U).

Exercice 2.2.5Soit X € My(0q(U)) une solution matricielle déSa) et soitw son determinant. \érifier
quew = Tr(A)w et en éduire que, soiv est identiquement nul, soit il ne s'annule pas.

Proposition 2.2.6 Soit X € My(Oq(U)) une solution matricielle de (Sa) sur I’ouvert connexe U . Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) C’est une solution fondamentale.

(ii) Son évaluation en un point de U est un élément de GLy(C).

(iii) Son évaluation en tout point de U est un élément de GL,(C).

Preuve. - C'est une comsquence facile de I'exerciceguédent. O

2.2.2 Letheoreme de Cauchy

Le theoeme qui suit est un cas particulier dietieme complet de Cauchy, qui embrasse le cas des
équations diferentielles non ligaires ; pour une versioregerale, voir (par exemple) ldbéoremes d’exis-
tencedans [12].

Théoreme 2.2.7 (Cauchy).
(1) Tout g € Q admet un voisinage ouvert connexe U C Q sur lequel il existe une solution fondamentale X
telle que X (2p) = In. En particulier, les applications

AT (ST
X X(29) C— XxC

sont alors des isomorphismes réciproques I’'un de I’autre.
(ii) Tout g € Q admet un voisinage ouvert connexe U C Q sur lequel il existe une base fondamentale

(f1,..., fn) dont la matrice wronskienne évaluée en Zy est la matrice identité : W(fy,..., fq)(z0) = In. En
particulier, les applications

FaU) —C" et C"— Fa(U)

fios (F(20), '(20),..., {0 (z0)) (Moo h) = ST

sont alors des isomorphismes réciproques I’'un de I’autre.

Preuve. - La deuxeme assertion egvidemment une coéguence de la presmie, dont le seul point sub-
stantiel est I'existence d’une solution matricielle holomorphegtelle queX(z) = I,,; on peut ensuite
prendre poulJ un disque cené enzy sur lequel det ne s'annule pas. Cette existence &stblie dans le
lemme qui suit. d
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Lemme 2.2.8 Il existe une unique solution matricielle formelle de (Sa) :

X(2)= zoxk(z—zO)k (ot les Xi € My (C))
k>

telle que Xp = |n. Le rayon de convergence de cette série est > 0.

Preuve. - On écrit d’abord :

A(z) = %Ak(z— 70)%  (série entérea coefficients matriciels)
k>

Le syseme(Sy) équivaut alors :

VK> 0, (K+ 1) X1 = Aok + - - + AXo.

On c&finit donc lesXi par ecurrence :

x0:|n
{szo, X1 = g1 (PoXic+ -+ AXo).-

Celaétablit I'existence et I'unicé d’une solution formelle. Pour prouver la convergence, on va majorer la
taille des coefficients. On choisit donc 9dp(C) une norme subordogea une norme d€". PuisqueA

est holomorphe su®, la rie 3 ,-oA(z— 20)¥ a un rayon de convergenceO. Il existe doncC,R > 0 tels
quevk >0, ||Ac]| < CR™X. On peut de plus choisR (assez petit) tel qUER < 1. On a donc :

1 .
k+1 i+]z:k
et I'on voit (facilement) par&currence quek > 0, || X|| < R, O

Exercice 2.2.9 Démontrera posteriori(c'esta-dire apés avoir lu ce chapitre du cours) que le rayon de
convergence d& est au moinggala celui deA. Peut-ilétre strictement plus grand ?

Exercice 2.2.10Démontrer directement le &oeme de Cauchy pour urgguation d’ordren (cela a pour
but d’inspirer du respect pour tommaodié de I'ecriture matricielle).

2.2.3 Lelemme du vecteur cyclique

Avant de I'aborder, on va profiter de I'existence de solutions fondamentales pour justifier un peu mieux
la notion de transformation de jauge.

Proposition 2.2.11 Soient (Sy) et (Sg) deux systémes sur Q. Alors tout isomorphisme entre les faisceaux
Fa et Fg est de la forme X — FX, ou F est une transformation de jauge holomorphe de A dans B.

Preuve. - Commencgons par nous restreindraun ouvert connex® sur lequel les deux faisceaux sont
constants, ce qui reviert dire que les sy8tes(Sa) et (S5) y admettent des solutions fondamentales
respectivesty et9){;. Onadonc:

FaU) = xC"

FU) = 9 C"

Unisomorphism&" — C" est de la form€ — MC, avecM € GL,(C) ; unisomorphismegfa(U) — Fg(U)
est donc de la formai,C — 9{MC, c'esta-dire de la forme&X — Fy X, ol Fy = 90M(Xy) L. La relation
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FuXu = 90M entraine, par @rivation (et multiplicatiora droite par Xy ) ) queFRy [A] = B.

Les isomorphismega(V) — s(V) ouV est un ouvert connexe non vide desont recessairement de
la méme forme, avec une transformation de jafigegui est la restriction déy aV : cela, parce que les
restrictions defa et Fg aU sont des faisceaux constants. En particuliel)’sest un autre ouvert connexe
sur lequel les deux faisceaux sont constants, les restrictioRg deR;, aU NU’ coincident. Par recolle-
ment, on obtient I& désite. O

On va maintenangtablir un cas particulier du lemme vecteur cyclique qui s@mahté de margre
purement algbrique en expd@s(voir 8.5). En substance, cesultat remonta Birkhoff.

Théoreme 2.2.12Tout systéme a coefficients méromorphes sur I’ouvert connexe Q y est méromorphiquement
équivalent au systeme obtenu en vectorisant une équation.

Preuve. - On écrit F’ + FA = BF, ou B est de la forme), (lesa; étant inconnus). Soiefif, ..., F,_1 les
lignes deF. La relation ci-dessus dit qug; 1 = F'+ FApouri =0,...,n—2, plus une autre relation (four-
nie par l'egalie des derrires lignes) qui est de toutes fagons @quence de la condition que letdrminant
deFy,...,F 1 n'est pas nul. Le calcul un peu mgsieux qui va suivre est mogvpar le fait que la relation
de ecurrence ci-dessus ésjuivalente la relation(F.X)’ = F1.X si X est une solution fondamentale de
Sa, c'esta-dire une matrice inversible de fonctions telle dtfe= AX. Grace au tBoeme de Cauchy, on
choisit donc une telle solution fondamentale telle gife) = I 0U zp € Q est un pointéégulier deA. Soit

9 = X1 :onvoit quey(z) = I, et quey”’ = —YA.

On note maintenat= (1,z—z,...,(z—2)"*/(n—1)!). Posongy, = la troncature d€9" (mod (z—
20)") et, pouri =0,...,n—2,F1 =F/+FA. On rifie par écurrence que, =¥y (mod (z—2)"¥);
en particulier, pouk=0,...,n—1, K(2) est le(k+ 1)-eme vecteur de la base canoniqu&felLa matrice
F esta coefficients dans I&[Z-algebre engendse par les coefficients deet de ses@rivées et, en tout cas,
méromorphe ; par ailleurs(zy) = I, elle est donc inversible. O

En realite, le lemme du vecteur cyclique est de nature pureme@béltyue et ne@pend pas du #oreme
de Cauchy. Nous le retrouverons sous une forme @uosrgle dans I'expdscorrespondant (voir 8.5) , mais
en voici une approcha la main.

Exercice 2.2.13Sil'on poseXy = I, etX 1 = AX — X/, lamatriceX = Xk(z—zo)k/k! est une solution
fondamentale formelle. De@me, on peut pos&b = In, Vi1 =Y/ + YiAetd = o Y(—1)K(z—20)¥/K!.
En déduire une nouvelle&inition possible déy.

2.3 Congquences formelles du thoreme de Cauchy

2.3.1 Le syséme local des solutions

Nous allons donner de<finitions des notions de faisceau constant et localement constanéestapt
notre contexte. Pour les “vraiesefinitions gquivalentes aux notres dans le cas particulietétiai), voir,
par exemple [11] ou [45].

Définition 2.3.1 (sys&me local).

(i) Le faisceaug sur I'espace connexXe est dit constant si, quelque soit I'ouvert connexe non VideU,

le morphisme de restrictiog(U) — G (V) est un isomorphisme.

(i) Le faisceauF sur I'espaceX est dit localement constant Xi peut &étre recouvert par des ouverts
connexed) tels que les faisceaux restrictioftg ! sont constants.

(iii) Un systeme local sukX est un faisceau localement constantGdespaces vectoriels.

INaturellement, on appelle restrictigiy du faisceauf al'ouvertU deX le faisceau sud qui, a l'ouvertV C U, associef (V).
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Corollaire 2.3.2 (du théoréme de Cauchy). Les faisceaux F et Fa sont des systémes locaux.

Preuve. - Notons ¥ indifféremment le faisceaff, et le faisceaufa. SoitU un ouvert connexe tel qu’en
fournit le treome de Cauchy et soit C un ouvert connexe non vidg. On savait éja depuis 2.1 que le
morphisme de restriction est injectif et que @ii(V) < n; le theoeme de Cauchy nous assure de plus
que dinmt ¥ (U) = n, ce qui suffit pour conclure. O

On va maintenant se donner les moyens de parler de solutions sur un voisinage “assez patiidide
sanstre oblige de péciser ce voisinage.

Deéfinition 2.3.3 (sections et germes de sections). Join faisceau sur un espa¥eUn germe de section
de ¥ enz € X est une classe @guivalence de couplé$,U ), ouU est un voisinage ouvertdg, f € F(U)
une section du faisceai surU et ai deux tels couple§fi,Uq) et (f,,Uz) sont ceclaéséquivalents s'il
existe un voisinage ouvevtc U;NU, dez tel quep\Lfl( f1)= p\lfz(fz). On note#,, I'ensemble (l&C-espace
vectoriel, laC-algebre, le truc ...) des germes &n

Il'y a doncégalement des morphismes de restriction natyfgls) — 7, (U voisinage ouvert dap).

Exemple 2.3.4Les germes egy € Q du faisceauDg des fonctions holomorphes sur (les ouverts Qe)
forment laC-algebreOq 5, = C{z— 2} des &ries entgres erz— 7.

Exercice 2.3.5(i) Soit F I'un quelconque des faisceauk,, 7 et a; alors les morphismes de restriction
F(U) — F4 (U voisinage ouvertonnexale zp) sont injectifs.

(ii) Le morphisme de restrictiofo (U) — Oq 7, N'est jamais surjectif.

(iii) Discuter l'injectivité et la surjectivié du morphisme de restrictiath (U) — Ca,z-

Exercice 2.3.6 Soit F un syséme local suiX. Alors I'application deX dansN U {0} qui, &z € X, associe
dimc %, est localement constante ; en particulier, elle est constante sur chaque composante connexe.

Si le faisceauf est localement constant, les morphismes de restrici¢d) — 7, (ou U est un
voisinage ouvert connexessez petitle zg) sont de plus surjectifs. “Assez petit” signifie ici : inclus dans un
ouvert sur lequel la restriction dg est un faisceau constant.

Corollaire 2.3.7 (du théoréeme de Cauchy). Quelque soit 7o € Q, les espaces vectoriels Faz, et Faz, sont
de dimension n et les morphismes “conditions initiales en Zp” du théoréme de Cauchy induisent des isomor-
phismes de ces espaces sur C". O

2.3.2 Lareprésentation de monodromie

Soit ¥ un syséme local suQ et soity un chemin dan€) d’'origine zy et d’extémite z;. Le “pro-
longement analytique” le long dgpermet de #finir un isomorphisme dég, sur #;. Comme pour le
prolongement analytique usuel, la pedicire est la suivante :

1. Pour tout € [0;1], on choisit un voisinage ouvert connexeassez petit dg(t). Le segmen{0; 1]
étant compact et connexe, on peut supposer qu'ily ades e <t; <--- <ty_1 <ty = 1tels
que les;; recouvrent le chemin imagg[0; 1)) et que, pour 6<i < N—1,\4 rencontrey;, .

2. F étant un systme local, les morphismes de restriction fournissent des isomorphB(ties-
F (M) et leur compos fournit un isomorphisme dgz, sur 7. Si I'on remplace le recouvre-
ment des4, par un raffinement, on ne change pasgsultat, et I'on peut en&duire que le&sultat ne
dépend pas du choix d&.
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En fait, 'isomorphisme ainsi&fini ne cepend que de la classe d’homotopie (d@na extémites fixees)
dey. De plus, dans le cas d’'un sgste local, les isomorphismes aingifithis sont des isomorphismes de
C-espaces vectoriels.

Principe de monodromie.On définit ainsi des applications :
M1(Q;20,21) — Isome(Fzy, Fz,)-

Ces applications sont compatibles a la composition des chemins et des isomorphismes et la classe du che-
min constant Zg a pour image I’identit€ de .

La preuve dans le castreral d’'un systme local est errement analogua la preuve dans le cas
classique du éritable prolongement analytique (de fonctions) telle qu’elle est @emians [1] ; le forma-
lisme plus @réral est dans [11]. On peuksumer lEnoné& ci-dessus en terme d'emtion du groupiale
fondamental, mais nous nous en tiendranse formulation plus classique.

Proposition 2.3.8 On obtient ainsi un antthomomorphisme de Ty (Q; zp) dans Autc (Fz,). De maniére équivalente :
le groupe Ty (Q; zp) opeére linéairement a droite sur Fz,. O

Remarque 2.3.9De manere encoréquivalente : on a une reggentation lidaire du groupeppo®m (Q; 2)°
dansf,,. Réciproquement, on peut prouver en toubgagalitt que toute telle repsentation provient d’un
syséme local, voir [11] et surtout [45]. Nous montrerons dans le €¢eQ e- S\ { ensemble fini qu’elle
provient d’'un systme dif€rentiel liraire, don@&galement d’un sysie local.

Les exercices qui suivent doiveite regarés comme dessultats fondamentaux, dont la preuve est
laisste au lecteur consciencieux.

Exercice 2.3.10Démontrer que le€lements def,, qui sont fi¥es par I'action du groupe fondamental
sont exactement les germes de sections uniformes, & dse qui sont la restriction d’une section globale
feF(Q).

Exercice 2.3.11Démontrer que, pour tout voisinage ouvert simplement condetteQ, le morphisme de
restriction¥ (U) — 7, est un isomorphisme.

On peut donc caragtiser les germes de solutions uniformes (caskire qui admettent un prolon-
gement analytiqua& Q tout entier) comme ceux qui sont invariants par I'action de monodromie. Il faut
comparer ceeénoné& a celui qui dit que le€léements qui sont figs par I'action d’'un groupe de Galois
sont lestlements du corps de base. Dans le cas des fonctioabraiges, il s’agit d’ailleurs d’un peu plus
gue d’'une analogie : le corps des fonctions multiformes est alors une extension galoisienne du corps des
fonctions uniformes et son groupe de Galois est exactement le groupe de monodromie.

Choix non canoniques

Lorsque I'on parle de “la” ref@@sentation de monodromie attéeta un systme local¥ surQ, on a
implicitement choisi un point-basg € Q. Siz; est un autre point d, et siy est un chemin dey az, la
conjugaison pay définit un isomorphisme des groupes fondamentaux :

) {nl(Q,zo) —-m(Q,z1)
A= \Tl.X.v

Cetisomorphisme n’est pas canonigque &pédnd de la classe d’homotopieydeplus pEci€ment, soiy/ un
autre chemin dep a2, qui definit de némeq : Ty (Q,7) — ™ (Q,z1). On en @duit des lacetsg =Y.y !
bas€ enz etA; = y"l.y bas enz; et I'on voit que les automorphism(epé‘1 opdem(Q,z) et@ ot
dem(Q,z) sont des automorphismesénieurs induits par les classes dgetA; (i.e. A= )TO.X.)To_l et
N AL A respectivement).
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Exercice 2.3.12Ecrire les formules exactes.

Par ailleurs, le chemipinduit aussi un isomorphisme de prolongement analytigug;, — %, . Notant
Mo : Tu(Q,29) — Autc(F,) etM1 : Tu(Q,z1) — Aulc (4, ) les antihomomorphismes de monodromie, on a
la relation de conjugaison entre les regpentations :

VA € T0(Q,20) , WoMo(A) o2 = My (p(N)).

Pour le \erifier, prendref € 7, etécrire I'egalié des prolongements analytiques :

(fA).y=(fy).(y LAy).

En fait, seule la classe d’homotopie gie". Ay est bien éfinie, mais legalié ci-dessus est non ambigue.

Un autre choix intervient lorsque I'on veut donner une forme matricilla repésentation de mo-
nodromie : il faut tout d’abord chosir une base #g. L'antihomomorphismevig donne alors lieta un
morphisme de groupes dg(Q,2)° dansGL,(C) (en supposart F2, de dimension finien). Naturelle-
ment, ce morphismeé&pend du choix de la base.

Exercice 2.3.13Un peu d’algbre lirgaire! SoitV un C-espace vectoriel de dimensioret soient3, B’
deux bases d¥. La matrice de passage dka B’ est la matrice® € GL,(C) telle queBP = B'. Sige
Autc(V), les matrices derelativement aux base et B’ sont respectivement les matriddsM’ € GL»(C)
telles quep(‘B) = BM et@(B') = B'M’. On a dondV’ = P~IMP.

La repeésentation de monodromie sous forme matricitltes : ™ (Q,2)° — GL,(C) associeé A €

™ (Q,2) la matrice deMp(A) relativement la baseB. On a donc :
Mo’gl = |nt(P)_1 o MO,Q?»

ol I'on a no€ Int(P) 'automorphisme iréérieurM — PMP~! de GL,(C).

2.3.3 Culture : Corps de classes et surfaces de Riemann

On se contentera d’'une suggestion de lecture : les commentaires de Hilbert suesmnprdbtme,
par exemple dans [24], t.1, p. 19.

2En fait, la cefinition usuelle des sysines locaux suppose que fémes 7, sont de dimension finie.
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Chapitre 3

Etude locale des singulariés

Le but de la prengire partie du cours (chapitresal4) est letudeglobaledeséquations diérentielles
linéaires sur la sgire de Riemann. Nous avons néesu chapitre 2 8tudelocale au voisinage des points
réguliers, puis nous en avonsétides consquences globales. Dans ce chapitre, noesarons letude
locale au voisinage d’un certain type de points singuliers, dont nous tirerons au chapitre 4 égsenoss
globales.

3.1 Outils pour I'étude locale

3.1.1 Changements dEcriture de I'équation differentielle

De méme que I'on peut parler d’applicationséaires ou diftrentiables indpendamment d’un choix
de base ou de coordoaes, de rame, il est possible deggtelopper un formalisme intriegue (surfaces
de Riemann, fikks, connexions) dans lequeddriture de lequation dif€rentielle ne dpend ni de la coor-
donree locale ni de la&fivation de base choisies; voir [45], ou bien [2], [11] ou [52]. Faute d’avoir investi
dans de telles@réralites (ce n'est pas un regret), nous nous contenterons de quelques recettes de calcul.

Changement d’'origine

On peut rameneré&tude en un point quelconqage Sal'étude en & Spar un changement de variable.
Si l'on part dezy € C, il suffit d’'opérer la translationv = z— z; et les calculs sont triviaux. Si I'on part de
Zp = o0, on prendw = 1/z, et I'on calcule comme suit.

Lemme 3.1.111 existe des entiers naturels A , 0 <i <K, tels que, si I’on pose f(z) =g(1/z), on a les
relations :

vk>0, (—1)kf0(2) = _iki,kvﬁg(”(w

Pourk>1,onaAgx=0etAcx=1

Preuve. - Pourk =0, on akgp = 1. Pour le reste, on raisonne pacurrence ené&fivant la formuleéénonée,
ce qui donne :
vk>0,Vie {0, ok 1} s ANkl = )\ifl,k+ (i+ k)}\i,k,

avec la convention naturellg = 0 sii ¢ {0,...,k}. O

Proposition 3.1.2 L’équation différentielle (" (z) +ay(2) f (" (2) +- - -+ an(2) f (2) = 0 équivaut, lorsque
I’on pose f(z) = g(W) = g(1/2), a I'équation différentielle g™ (W) + by (W)g"Y (W) + - - - + b (W)g(w) = O,
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ou :
: j . :
Vje{0,...,n}, wbj(w) = %(—1)')\n_j’n_i Zai(2).
i=
Preuve. - On noteag = 1. D'apres le lemme, on pegcrire :

n

k
S a k(@2 = Oggkgn(—l)wan,k@i;xi,kwgww)

o
= i(iank(z)(_l)kw+k)\i,k> gV (w)
i= k=l
- (1)”\A/2"_ibni(W)g“)(W),

ou I'on a po®, pour 0< j < n:

j

bj(w) = I;}(*1)]"6114(1/W)W’_2j?\n—Ln—J+I

o . .
= W! S (=D)'Mojnei 2 &(2);
2,
on a bienbg = 1 et la formule voulue. O

Exercice 3.1.3Les translations et la transformatien= 1/z appartiennent au groupe des homographies
Aut(S) = PGLy(C). Ecrire directement I'effet sur ureguation diferentielle du changement de variable :

az+b
w=——.
cz+d
Indication : chercher dans un livre de taupe la formule de Faa di Bruno.

Remarque 3.1.4Nous n'avons consité que des changements de coodmnglobale, car ce sont les seuls
qui nous serviront pour&tude globale qui est notre objectif final ; mais des calculs similaires sont possibles
pour des changements de coordeaiocale, par exemple, en 0, des changements d’'uniformigézjte-
U]_Z+U222+"' S C{Z} , up #0.

Dorénavant, on se placeragn=0¢c S.

Changement de @rivation

On a vu dans Btude du logarithme qu'il pouvaittre commode de calculer avec kridationd = zd/dz
(opérateur d’Euler) au lieu de laédivationD = d/dz Ce sera encore plus juséfiors de |etude des
equations fuchsiennes, dans la suite de ce chapitre.

On part de lequation diferentiellef ™ (z) + a1 (2) f (™Y (2) +--- +an(2) f (2) = 0, que I'on peutcrire
P(D)(f) =0, ol I'on a no€ P(D) I'opérateur diferentielD" +a; D" + .- 4 a,. Dans Iecriture d'un tel
opérateur, chaque fonction holomorphe (ou fonctioeromorphe ouérie convergente ou formell@)est
identifieea I'opérateurf — af et le produitaD* désigne la composition des @gteurs. Celle-ci n’est pas
une loi commutative : les @ateursf — af commutent entre eux, les puissanBésommutent entre elles,
mais lesf — af ne commutent pas avec IB&. Le defaut de commutation est eatement “cod” dans les
commutateur$D, a] = DKa—aDX. La regle de base es@galié :

[Da a} = D(a)v

qui exprime simplement le fait qU2 est une @rivation, c'esta-dire queD(af) —aD(f) = D(a)f.
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Exercice 3.1.5Calculer[D¥, a]. En céduire la formule :

On prendra garde que dans cette formule, les coefficients dugpobf sont des fonctions de mais c’est
par rapport “I'ind étermirée” D que I'on ceriveP :

n!

(n—i)!

Indication : D¥a est dong par la regle de Leibnitz.

PO(D) = D" .. tilg.

Pour convertir lequation dif€rentielle ci-dessus en termes déogteur d’Euler, nous devons comparer
entre eux lepolyndmes non commutatifgB" +a;D" 1 + - - + a, etbed® +bydP 1 + - - + bp.

Lemme 3.1.6 Il existe des entiers 0lix € N, Bix € Z, 0<i < ktels que :

k . .
vk>0, 3= %Gi7k2D|

et

k
Vk207i(Dk= Bi kOi.
2

De plus, Yk >0, Okk = Bk,k =1

Preuve. - La deuxeme relation @coule de la prergre par ésolution d'un systme triangulaire. Pour prou-
ver la premére, on prend d'abordoo = 1, puisqued® = °D°. Pour la écurrence, on multiplié gauche
pard = zD et on remplace partoldZ parzD +iz 1, d'ou :

k _
5k+1 = zoai’kZDiDl
i=
= Z}ai,kz(szLiz'—l)D'
i=
_ Z)ai,k2+lDl+l+ Z)Gi,kiZIDI
i= i=
k+1

= zo(ﬂi—l,k +idix)ZD'

i=
On obtient donc la relation décurrence :
vk>0,Vie {07 ey k} y Ajkr1r =0j—1k+ iﬂi’k,
avec la convention naturellex; y = 0 pouri ¢ {0,...,k}. O

Proposition 3.1.7 (i) Soit R I'une des algébres C(z), C({z}), C((2)). Tout polynéme non commutatif uni-
taire Q(J) de degré k A coefficients dans R peut s’écrire (de maniére unique) sous la forme ZP(D), ot P(D)
est un polynéme non commutatif unitaire a coefficients dans R et de degré K , et réciproquement.

(ii) Soient P(D) = DX+ a1DK" 1 + .- +-ay et Q(8) = &+ by 81 +--- + by tels que ZP(D) = Q(d). Alors
les by sont holomorphes en O (i.e. n’y ont pas de pdle, dans le cas d’une série formelle) si et seulement si
les Ziai le sont.
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Preuve. - Notantal = Za;, il decoule du lemme quedyalié ZP(D) = Q(3) équivauta des relations du
type & = by + une combinaison ligairea coefficients entiers dég, j > i, et reciproquemenb; = a +
une combinaison ligairea coefficients entiers deg, j > i. La conclusion est imiédiate. O

Exercice 3.1.8 Donner des formules explicites de conversion.

Le but de ces calculs troubles est d'introduire desrafeurs diférentiels particurement importants.

Définition 3.1.9 Un opérateur diferentiel fuchsierest un o@rateur de la formaZP(D) = aQ(3), ol P et
Q sont comme ci-dessus @l a est unélement de I'algbre de base (d€ses ou de fonctions).

Exercice 3.1.10Retrouver lesé&gles de transformation &juations difrentielles par changement de va-
riablew = 1/z de la proposition 3.1.2 en remarquant qu#ydz= —w d/dw.

3.1.2 Fonctions multiformes

Fonctions multiformes dans un disqueepointé

On fixe ici un EelR > 0 et I'on noteD* le disqueépoiné IS(O, R) \ {0}. On veut @finir la notion de
fonction multiforme subD*, et de @terminations d’une telle fonction. On appellegtit un ouvert connexe
non vide qui est contenu dans un ouvert simplement conneke.den admet dans ces conventions le cas
(exttme!) au R est infini etD* = C*.

Définition 3.1.11 (i) Un élément analytiqusurD* est un couplé f ,U), ol f est une fonction holomorphe
sur le petit ouvert connexe non videC D*.

(ii) La relation deprolongement analytiquest la cloture transitive de la relation d’adjacence, qui est la
relation flexive synétrique \erifiee par(f,U) et(g,V) lorsqueU NV # 0 et fiy v = Gunv-

Autrement dit,(f,U) et(g,V) sont des prolongements analytiques I'un de I'autre s'il existe un chemin
y d'un pointa deU a un pointb deV tel que le prolongement analytique dde long dey définisse le
méme germe qug enb. On dira qu'unélément analytiqué¢f,U) estprolongeablea tout D" s'il peut étre
prolonge le long de tout chemin dar3* dont I'origine est dan$) ; dans ce cas, les domainésde ses
prolongements analytiques recouvr&it mais la Eciproque n’est pas vraie. Il serait donc plus correct de
dire que(f,U) est prolongeabla tout le reétement universel de*.

Définition 3.1.12 On appellegfonction multiformesurD* La classe d’urelement analytiquéf,U) prolon-
geablea toutD* dans le sens expliguci-dessus. Les @nents analytiquesf,U) qui appartiennera cette
classe sont appeddéterminationsle cette fonction multiforme.

Les ceterminations d'une fonction multiforme do®m sur un petit ouvert connexe non videc D*
forment donc une orbite sous I'action du groupe fondamemtd*, zy), pourzy € U. Soity un lacet dans
D* ba® enz et d’indice 1 par rappoi O : sa classe d’homotopie est donc @méagateur det (D*,z5). Si
f est une telle étermination, la dterminationf .y est parfois ndte f (ze™).

Le prolongement analytique “@serve les relations @griques et analytiques”, en particulier, il est
compatible avec I'addition, la multiplication et l&xvation : la @rivee de la fonctiorf (ze<™) est la fonc-
tion f/(z€¥™). Les fonctions multiformes forment donc uBealgebre diferentielleet les transformations
de monodromief (z) — f(z€¥™) sont des automorphismes @ifentiels.

Exemple 3.1.13(i) Toute fonctionf holomorphe sub* y définit une fonction multiformea savoir I'en-
semble de ses restrictiofi§y,U) : cette fontion multiforme esiniforme Elle est caraé@risee par le fait
gue le groupe fondamental & trivialement sur 'une quelconque de cégminations. De facon iméag,
on a lesegalies f (z) = f(zeM).
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(ii) Appelonscaracere d’exposantt la fonction multiforme su€C* qui est la classe dedlément analytique
(Z,C\R_). Les ceterminations de ce carace surC \ R_ sont les fonctiongze™)® = M A ke Z,
Attention! cette formule bien agable ne @coule pas d’unezgle de calcul mais de I&dinition du prolon-
gement analytique. C'eggalement vrai de la formule analogue dans I'exemple suivant.

(iii) Appelonslogarithmela fonction multiforme su€C* qui est la classe déog, C\ R_). Les ceterminations
du logarithme su€ \ R_ sont les fonctions lo@e™™) = logz+ 2k, k € Z.

La notion de fonction multiforme egtroitement lgea la notion de sysime local de la fagcon suivante.
Fixons une telle fonction multiforme sl* et notons temporairement, pour tout petit ouvert connexe non
videV C D*, A(V) I'ensemble de sesadlerminations sw. On c&finit alors un faisceatf surD* en posant,
pour tout ouvert non videl ¢ D* (quelconque) :

F(U)={feO() : pourtout petit ouvert connexe non visteC U , fy, € Vect(A(V))}.

On veérifie sans peine que c’est bien un gyse local, et un sous-faisceau du faisc@gu Réciproquement,
toute section d’'un syéme local suD* qui est un sous-faisceau du faisce@s: permet de dfinir une
fonction multiforme. Dans les exemples ci-dessus, on retombe sur knsydocal des solutions d’'une
équation diferentielle.

Exercice 3.1.14Une fonction multiforme sub* est essentiellement ladme chose qu’une fonction holo-
morphe sur le redtement universdd* de D*. Les petits ouverts connexes sont ceux sur lesquels I'applica-
tion de re@temenD* — D* admet une section holomorphe. Que Es@ntent alors leseterminations sur

de tels ouverts ?

Fonctions multiformes etéquations differentielles

Définition 3.1.15 Une fonction multiforme est ditde cetermination finiesi, pour tout petit ouvert connexe
non videU c D*, ses éterminations sud engendrent un sous-espace vectoriel de dimension finie de
Op-(U).

Exemple 3.1.16(i) Toute fonction uniforme est dedtermination finie.
(i) Les carackresz® sont de étermination finie.

(iii) Toute fonction algbrique est de@ermination finie.

(iv) Le logarithme est de&termination finie.

Les exemples qui suivent sont essentiels.

Exemple 3.1.17(i) Soit f une solution sur un petit ouvert connexe non vidle— D* d’'une équation

différentielle(Ea) dont les coefficients sont holomorphes 8r. Alors (U, f) définit une fonction mul-

tiforme surD*, dont tous le€léments sont des solutions (&;). Cette fonction est de&dermination finie.

(ii) Les coefficients d’une solution vectorielle d'un syste(Sa) régulier suD* définissengegalement des
fonctions de étermination finie.

La réciproque est vraie :

Proposition 3.1.18 Toute fonction de détermination finie est solution d’une équation différentielle réguliere
sur D*.

Preuve. - Soit (fy,..., f,) une base de I'espace vectoriel désatminations sud d’une telle fonction mul-
tiforme. Soitg I'automorphisme de monodromie (action d’'uargrateur du groupe fondamental). Alors
®(f1,..., fa) = (f1,..., fn)C pour une certaine matri€@ < GLn(C). Commep commutea la cerivation, on
ade nemeq(fl, ... 1) = (t) ... £)C pour 0<i < n—1, d'oll (W) =WC, ol W est la matrice
wronskienne deg$;. Pour la néme raisong(W’) = W'C.
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Comme ledfj ne sont paséis,W estinversible et il existe donc une matrisolomorphe sud telle que
W’ = AW. A priori, A est, comm&V etW’ une matrice de fonctions multiformes. Des relatigt&/) =WC
et@W’) =W'C on tire@A) = A, autrement ditA se prolonge en une matrice holomorphe (uniforme) sur
D* et les colonnes d¢/ sont solutions du sy8ineS, qui est Egulier surD*. Cela implique en particulier
la conclusion. O

Exercice 3.1.19(i) Les fonctions de étermination finie forment une agre suro(D*).

Indication : si les @terminations de f (resp. de g) engendrenClespace vectoriel V (resp. W), alors
celles de fg (resp. de fg) sont dans¥W (resp. dans WV).

(i) L'inverse du logarithme n’est pas de&tkrmination finie.

Indication : si les a sont des complexes deaxdeux distincts, les fonctio% sont linkairement
indépendantes SUE.

3.1.3 Conditions de croissance maée dans les secteurs

Pourétudier maintenant la croissance dans les secteurs, il nous faut d’adford I classe de crois-
sance la plus importante (en ce qui concerne leggryss singuliersaguliers). Comme la&finition semble
un peu contourge, il faut la justifier en montrant comment unifidition trop simple ne marcherait pas.
Pour cela, on conséde la “vraie” fonction logarithme, qui est multiforme au voisinage de 0. Cela signi-
fie que I'on devra distingudpgarithmez) delogaritmeze'™). Conctement, on peut calculer avec cette
fonction en posant :
logarithmere") = Inr +1t, (r,t) € R% xR.

Dans cette formule, on n'identifie past avecre méme sit’ =t (mod 2m).

Exercice 3.1.20Interpiéter tout cela de magie rigoureusa l'aide du reetement universel dé*.

Avec ces conventions, sest autorigéa varier librement, il n’est pas possible de borhegarithmegz)| =
(Inr)2 412 en fonction delzl = r. Mais on peut le faire g est bor@, autrement dit, st varie dans un
secteur angulaire

On ne consifrera que des secteurs angulaires stricts, @afte nonégauxa D* : un tel secteur est
simplement connexe. On notera donc, pour deux argunaghits R tels que O< b—a < 2m:

Swp={re" J0<r <Reta<t<b}.

L'amplitude du secteu®,, est le Eelb—a.

Définition 3.1.21 On dit gu’une fonction multiforme sub* esta croissance magée (ou polynomiale)
dans les secteurs, pour tout secteus, ,, et pour toute dterminationf de cette fonction sur ce secteur, on
a:

f(2) = O(2") lorsquez — 0,

I'entier N pouvant d'ailleursttre regatif ; il suffit evidemment de &rifier cette condition sur des secteurs
qui recouvrenD*.

On dit également, dans ce cas, que &eatminationf (qui définit sans ambigugt la fonction multi-
forme) est elle-ramea croissance ma@ée. Notons que I'entieN dépend en principe du secteur et de
la détermination conce#fs; cependant, dans le cas de fonctions &erdhination finie €.g, solutions
d’équations difrentielles), il existe uiN valable pour tout le monde. En effet, il suffit d’en trouver un
gui convient pour deux bases detdrminations sur deux secteurs qui recouvEEntet ils valent pour tous,
puisque la monodromie @pe par multiplication de ces bases par des matrices constantes.

Exemple 3.1.22Toute fonction néromorphe esi croissance manée.
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Les fonctionsa croissance ma€e formentévidemment uneC-algebre, en particulier uC-espace
vectoriel. Par corejuent, sunebase fondamentale d’urguation(E,) (resp.unesolution fondamentale
d’'un syseme(Sa)) esta croissance mdoée dans les secteurs, altositesles bases fondamentales (resp.
toutesles solutions fondamentales) le sont. Des exemples essentiels seroes éorth2.3.

Proposition 3.1.23 Une fonction uniforme sur D* et a croissance modérée dans les secteurs est méromorphe
enO.

Preuve. - La fonctionz N f est alors holomorphe bage surD*, donc se prolonge en une fonction holo-

morphe surE)(O, R) : c'est essentiellement héoreme des singulaiés inexistantede Riemann, voir par
exemple [1], chap. 4, 83.1,&beme 7, p. 124 ; [9], chap. I, 84.4, prop. 4.1, p.88; [44], chap. 1&pikme
10.21, p. 204. O

Exercice 3.1.24Les fonctionse'/Z, e/Zlog(z) ne sont pas croissance mdée dans les secteurs.

Les fonctionsa croissance ma@ée forment en fait une sous-algredifférentielle autrement dit, stable
par cérivations, de la&C-algebre des fonctions multiformes. Powrdontrer cette prof#té (qui nous sera
tres utile dans Btude, en 3.3, desquations singudires egulieres), nous aurons besoin (enfin) d’un peu
d’analyse.

Lemme 3.1.25Soit f € O(Q) une fonction holomorphe sur I’ouvert Q de C. On suppose f bornée et ’on
note M = || f||q sa borne supérieure (en module). Alors, pour tout point Zy de Q :

, M
[f'(z0)] < m

Preuve. - On fait appel awestimations (ou iegalitts) de Cauchy si f est holomorphe et majee en

module paM dans le disque ouveEOl(zo, r), alors|f("(z)| < Mn! /r" pour tout entier natured; voir [1],
chap. 4, 82.3, p. 122 ou bien [9], chap. 3, §1.1, p. 81, ou encore [44], chap&b@&rnte 10.25, p. 206.
Faisant tendre vers la distance dg a la frontere deQ, on obtient la conclusion voulue. O

Proposition 3.1.26 Soit f une fonction a croissance modérée dans D*. Alors f’ est également a croissance
modérée.

Preuve. - On commence par prouver quefsest holomorphe et boée dans un secte@p, alorsdf est
borrée dans tout secte@ |y tel quea < & < b’ < b. En effet, c’est un exercice dégrétrie élementaire
de prouver que I'on a une minoration :

d(20,0S:p) > C |79

pour un certain&elC > 0 et pour toutry € Sy iy tel que|zo| < R/2. Combirée avec le lemme, cette minora-
tion permet de conclure. Pour le casgral, on utilise le fait qué(z N f) = z~N(8f —Nf). On obtient ainsi
I'affirmation plus pécise que, sf(z) = O(ZV) lorsquez — 0 dansS, p, alorsdf vérifie la méme propite
dansSy . Enfin, il est possible de recouvid* par des secteu§y y C Syp choisis comme ci-dessus.

O

3.2 Sysémes fuchsiens standards e

C’est le cas le plus simple &5 le cas &gulier. Il s’agit de systmes! qui, écrits avec I'ograteur

d’Euler, sonta coefficients constants :
dX
z— =AX, Ac My(C).
dz » A€ Mn(C)

lls servironta construire lesolutions canoniques de Fuchs

1Attention : la terminologie “Sysimes fuchsiens standards” n’est pas standard !
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3.2.1 Resolution

Sil'on écarte le cas trivigh = 0, la seule singula@du systmez dX/dz= AXsurCest0. Eno € S, le
changement de carte= 1/zdonne lieu au systmewdY/dw= —AY (avecY (w) = X(z)) qui est singulier
enw =0 les singularis surS sont donc 0 et et I'on prendraQ = S\ {0,0} = C*. On va donc obtenir
un syseme local suf), et nous comptons en expliciter des solutions fondamentales.

Premiére méthode : ceveloppement en &rie

On cherche un@veloppement au voisinage de 1 :

= —1)k
X(2) k;Xk(Z )

En un point arbitrairezy € C*, on pourra alors utilisei( (z/z). La méthode @rérale de 2.2 donne ici
Xo=Inetvk>0, kXgx + (k+ 1) Xx = AXk. On adonc :

vk>0, X = k—llA(A— In) - (A= (k=21)lp,
, o A
gue I'on peut tes bien note(k).

Exercice 3.2.1Démontrer que laérie obtenue est de rayon de convergence 1.
Indication : encadrer la norme déﬁ) par des expressions de la forr<é|A| L+ C) .

La solution fondamentale ainsi obtenue admet un (unique) prolongement analy@quR_, que I'on
noteraz® et que I'on appellerdétermination principale

Deuxieme nethode : avec le logarithme

On voit immédiatement que la fonction matricielle holomorpfé9% sur C \ R_ vérifie les némes
propriétes quez” et lui est donégale. Cela utilise les projtes classiques de I'exponentielle de matrice et
I' étude ar@rieure du logarithme complexe.

Troisiéme nethode : via le theoreme de Dunford

L'intérét de cette rathode est qu’elle nous servitanouveau pour legquations auxy-différences et
aux differences. Orécrit A= S+ N, ou S est semi-simpleN est nilpotente et ces deux matrices com-
mutent :[S N] = 0 (le crochet danM,(C) est c&fini par[P, Q] = PQ— QP). Cette @&composition (appék
décomposition de Dunford ou de Jordan) est unique ; voir [7], chap. VII, 85, no 9, p. 42.

On résoud d'abor@X’ = SX. Pour cela, orécrit S= P diag(ds, ..., d,) P~1. On erifie que la matrice
P diagizt,. .., Z) P~1 est une solution fondamentale Uik R, qui ne dpend pas du choix de la matrice
de passagP. De plus, on peut I'exprimer polynomialement &rOn la note temporairemesg.

On résoud ensuitgX’ = NX. Pour cela, on cherché sous la formezIkNk (c’est une somme finie,
puisqueN est nilpotente), et I'on identifie brutalement les coefficientslénon trouvezl,  , = I etzly = 0.
On \érifie que ledy = (logz)¥/k! conviennent et qug N¥(logz)*/k! est une solution fondamentale sur
C\ R_. De plus, on peut I'exprimer polynomialement nOn la note temporairemeay.

Commees et ey sont respectivement polynomiales 8et N qui commutent, elles commutent et il est

facile de \erifier queesey est la solution cherd@e. En fait,es et ey forment la &composition de Dunford
multiplicative dez®.
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Exercice 3.2.2 Vérifier toutes les assertions gdmaillent ces constructions, en particulier que I'on obtient
trois fois la néme chose.

3.2.2 Monodromie

On retrouve la @marche maintenagprouee.

Corollaire 3.2.3 La solution fondamentale qui vaut |, en zy est (z/2o)". En particulier, la fonction matri-
cielle (—2)” est I'unique solution fondamentale telle que —1+ I, et elle se prolonge 4 C\ R_. O

Corollaire 3.2.4 Si |[Im(w)| < Tt (e¥)A = &¥A. En particulier, A = (VA et (—1)A = g (WA, O

Lemme 3.2.5 L’effet du prolongement analytique sur Z* le long du chemin y(t) = €™ est la multiplication
par @™,

Preuve. - On pro@de comme dans la “promenade”. Oa"a= (—2)C, ol C est holomorphe sut \ R et
localement constante puisqa®et (—2)* sont solutions fondamentales d@&me systme. La valeur d€
sur# (resp.—H) este™ (resp.e”'™) d’apres les corollaires ci-dessus. O

Théoreme 3.2.6La représentation de monodromie en 1 déduite du systéme local des solutions de notre
systéme différentiel est le morphisme de Ty (C*,1)° = Zy dans GLn(C) (dans la base formée des colonnes
de Ia solution fondamentale Z*) défini par y — €?™. O

3.2.3 Croissance des solutions

Lemme 3.2.7 Les fonctions 2 et logz sont a croissance modérée dans les secteurs.

Preuve. - D'aprés I'exemple 3.1.13 (ou, de fac@quivalente, Btude de la monodromie de ces deux fonc-
tions), il suffit de le +erifier pour une @termination dans un secteur d’'amplitude par exempleS_y .
Mais, dans ce secteur, on padrirez=¢€" | [Im(w)| < metZ = e", logz=w. Notantw = u+1v et

o = a+1b, on a les majorations :

|Z(1| — eEI(WG) _ eau—va eT[Ib”Z‘a

llog(z)| = |W| = VU2 +Vv2 < /(In|Z])? + 2.

et

Proposition 3.2.8 La fonction matricielle Z* est i croissance modérée dans les secteurs.

Preuve. - C'est une consguence imradiate du lemme. O

3.3 Singularités regulieres

On s'interesse des systmes diferentiels ligaires au voisinage de 0, que 'on suppdsgiliers au voi-
sinageepoint de 0 et leromorphes en 0. Il sera commodédtire un tel systme sous la formé&X = AX,
avecA € Mp(C({z}).

De meéme, on s'inkressea deséquations diférentielles liaires au voisinage de 0, que I'on suppose
regulieres au voisinagepoine de 0 et reromorphes en 0. |l sera commodéctire une tell&quation sous
la forme :
() +ad" L(f)+---+anf =0,
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soit P(d)(f) = 0, avecP polyndme unitaired coefficientsa; € C({z}), donc néromorphes. Le sysine
assocd a cetteéquation sera (dans ce chapitre) celui obtenu par vectorisation en utilisant comme variable

f 0 1 0 ... 0

3(f) 0 0 1 ... O

vectorielleX = . , de sorte quéX = AX, otUA = .
o 0 0 o ... 1
8" () —8y —81 —8n2 ... —a

3.3.1 Resolution des systmes fuchsiens

Définition 3.3.1 Un syseme fuchsien efl est un systme de la formé&X = AX, avecA holomorphe au
voisinage de 0. Unéequation fuchsienne dhest uneequation telle que le sy&ine assoé comme ci-dessus
fuchsien.

Il revient donc au rame de dire gqu’uné&quation fuchsienne est de la forrR¢d)(f) = 0 pour un
opérateur fuchsieP(d) ; selon la @finition 3.1.9, cela signifie en effet que les coefficieatsle P sont
holomorphes en 0.

Notre but est deésoudre les sysines fuchsiens en les transformant (par transformations de jauge
méromorphes) en des sgstes plus simples : d’aborbn résonnantspuisstandards Puisque le sysime
dX = AX (resp.dX = BX) équivaut en fain X’ = z7*AX (resp.a X’ = z 1BX), nous auron& manipuler la
relationz 1B = F[z 1A, quiéquivauta :B= (3F )F ~1 4+ FAF~1. Nous introduisons donc, pour ce chapitre,
la notation :
F{A} = (3F)F 1+ FAF 1

cette nouvelle transformation de jauge pms les rdBmes propétes formelles que l'autre (@pationa
gauche du groupe de jauge, relatiogaliivalence).

Elimination des résonnances

Deéfinition 3.3.2 Le sysemedX = AX (suppog fuchsien en 0) est diion resonnansi deux valeurs propres
distinctes deA(0) ne different jamais d’'un entier non nul :

VA, HE SHA(0)) , A — &N
On dira, pour simplifier, que la matrieest non esonnante.

Proposition 3.3.3 En alternant des transformations de jauge F € GLn(C) a coefficients constants et des
transformations de jauge de cisaillementou de shearingvoir ci-dessous), on peut éliminer les résonnances
de A.

Preuve. - |l s’agit en €alite d’'un algorithme. On part d& € M,(C{z}) holomorphe au voisinage de 0. On
introduit sur le spectr8 fA(0)) de sa partie constant0) la relation déquivalence &tre congru modulo

Z". On appelle (juste le temps de cettendonstrationamplituded’une classe la diffrence entre le plus
grand et le plus petiélement (c’est donc un entier naturel)ahplitude totaledu spectre la somme des
amplitudes. A chaquétape de l'algorithme, I'amplitude totale diminue de 1. Quand elle est nulle, 'al-
gorithme se termine et I'on a une matrice n@sennante. Chaqusape de I'algorithme est conséte de
deux transformations de jauge successives, I'une par une matcieefficients constants (c’est en fait une
conjugaison) et l'autre par une matrice de cisaillement.

Supposons donc quepA(0)) contienne une classe non triviale (n@duited un singleton) de plus

petit element\ et de plus granélementA +m, me N*. On va remplacer toutes les occurrences dem
dans le spectre d&0) parA +m—1.
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Il existe tout d’abord une matrice de conjugaisda GL,(C) telle que

PA()P1 = (ag ;:)) ,

ou g est un bloc triangulaire sépieur de taillgr € N* et admet pour seule valeur propre-m: Spap) =
{A+m}, et aidy est un bloc triangulaire sépieur de taillev € N* et admet pour valeurs propres toutes les
autres valeurs propres @€0) : Sp(do) = SPA(0)) \ {A +m}. On pose alor8 = P~1AP = P{A} (puisque

3P = 0), qui a pour partie constanB¢0) = P~1A(0)P. On peut doné&crireB comme matrice de blocs :

a b
(¢ o)
de sorte que(0) = ag, b(0) = 0, ¢(0) = 0 etd(0) = do.

Latransformation de cisaillemerfén anglais shearing transformvoir [25]) qui intervient alors est la
transformation de jauge de matriSelont I'écriture par blocs est :

zl, 0
0o I

(655t = (‘0'“ &)

SBSl: a le
ZC d /)’

On \erifie facilement que

et donc queC = S{B} = (8S)S !+ SBS! est holomorphe en 0 et de partie constante :

co=(*" &)

Ainsi SPC(0)) = Sp(ap — Iy) USPdo) = SHA(0)) \ {A +m} U {A +m— 1} a une amplitude totale stricte-
ment plus petite quA(0) ; de plusC =F{A}, ou F =SP. O

Corollaire 3.3.4 Toute systéme fuchsien est rationnellement équivalent 4 un systéme fuchsien non résonnant.

Preuve. - La matrice de la transformation de jauge rationnelle en question est obtenue en faisant le produit
des matrices constantes et des matrices de cisaillement qui apparaissent dans l'algorithme. O

Remarque 3.3.51 ressort de ces calculs que les valeurs propres de la matrice constante obtenue sont au
mieux céfinies modul. On peut donc leur imposer d’appartea[d; 1[+1R. On se rardnea ce cas par des
transformations de cisaillement convenables, voir par exemple [25] ou [éB]pfRquement, les images
dansR/Z de ces valeurs propres negkndent pas du processus @euction choisi. Ce sont lexposants

du syseéme. Pour une preuve, vdac. cit..

Réduction aux coefficients constants

Deéfinition 3.3.6 On appelldransformation de Birkhoffine transformation de jaugangentea I'identité,
c’esta-dire de la formé& = |, +zR +Z2F, + - --. Siles coefficients dE sont dan<C[[Z]] (resp. dan€{z}),
c’est une transformatioformelle(resp.convergentg

Proposition 3.3.7 On suppose le systeme 0X = AX fuchsien non résonnant en 0. Il existe alors une unique
transformation de Birkhoff formelle F telle que F{A(0)} = A et cette transformation est convergente.
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La preuve reposera sur un lemme dontéandnstration sera laigs en exercice.

Exercice 3.3.8Soit P € My(C) de spectrg{As,...,An} et soitQ € Mp(C) de spectre{py,...,Hp} (on a
donc pris en compte les multiplié$). Alors 'endomorphism&pg : M — MP — QM de My (C) admet
pour spectrgfAs — ..., An—Hp} ={Ai—}j, 1<i<n, 1<j<pj

Preuve. - (de la proposition.) Oné&veloppe ené&rie entereA=Ag+zA +---. L'égalie F{A(0)} = A
équivauta oF + FAg = AF, laquelle se traduit, par identification des coefficients, en les relations :

Wk>0, KR+RAo= Y AF;.

i+]=k

Pourk = 0, cette relation estérifiee puisquéy = I,,. Pourk > 1, elle sécrit :

k-1
Pag kiAo (F) = ) A jFj.
+ ,;J iFi

L’hypothése de nongsonnance dit qu®a, ki, A, €St inversible (c’est la cogguence du lemme laisen
exercice). On a donc bien une unigis formelleF, dont les coefficients song&dinis par la écurrence :

k-1
VK> 1, Fo= (Pagikindg) (ZOAk—iFi> :
]=

Lorsquek — oo, 'endomorphismeba ki, A, deMn(C) estéquivalent (commeélement d'une suite dans
un espace vectoriel noéha 'endomorphismé — kM, et son inverse est doguivalenttM — k1M,
qui est de normé& ! (pour une norme subordo@e quelconque). Il existe donc ueetC > 0 tel que I'on
ait les iregaliés :

C k-1
vk=>1, [[Rdl < %HAk—J” 1R
J:

La fin de la preuve est alors similaidecelle du teéorme 2.2.7 de Cauchy (en 2.2.2). O

On prendra garde que cette convergence automatique est uneejrspcifique degquations fuch-
siennes.

Exercice 3.3.9 Comme ce fut signélpar une lectrice attentive, la fin de cetéanbnstration est incorrecte :
on n'obtient pas les minorations requises aussi facilement qu’en un gguiar. Sauriez-vous rectifier la
preuve ? La solution est doee dans I'examen de fin d’age.

00
transformation de jauge formelle de la forfe= I, +zFR + Z2F, + - - telle queF [z 2A(0)] = z %A, mais
gu’elle ne converge pas.

—(k— 1
Indication : le calcul devrait donner, pourk 1, i = <8 (ko 1)'>.

Exercice 3.3.100n consi@re le systmez?X’ = AX, oi A = (l Z). Montrer qu’il existe une unique

Solutions canoniques des syaies fuchsiens
Ici, on moissonne !
Théoreme 3.3.11(i) Tout systéme fuchsien non résonnant X = AX admet une solution fondamentale

multiforme canonique au voisinage de 0 de Ia forme F (2)2\9), avec F € GLy(C{z}) et F(0) = I,.
(ii) Tout systéme fuchsien X = AX admet une solution fondamentale multiforme au voisinage de O de la

forme F (2)Z%9, avec Ag € My (C) et F € GLy(C({z})).

46



Preuve. - La premere assertion est cagguence directe de ce quigoede et de laé&solution des syémes
fuchsiens standards. La deawie vient de I'algorithme &limination des&sonnances et du fait que le com-
po< d’'une transformation de Birkhoff et d’'une transformation de jauge rationnelle est une transformation
de jauge reromorphe. O

Remarque 3.3.121l découle de la remarque 3.3.5 que 'on peut imp&giy) C [0; 1[+1R ; mais, dans
le cas d’'un sysime non @&sonnant de matrick on n’a pas Bcessairememty = A(0) pour ce choix déo.

3.3.2 Syseémes singuliers gguliers

Le fait d’étre fuchsien n’est pas une prdg# invariante par transformation de jaugénemorphe, alors
que la forme obtenue pour les solutions (deaxe assertion) I'est.

Définition 3.3.13 Le sysemedX = AX est ditsingulier regulier s'il est équivalenta un systme fuchsien
par transformation de jaugeGromorphe.

Remarque 3.3.14Pour un sysime de rang 1, il n'y a pas de difence entre “fuchsien” et “singulier
régulier”. Supposons en effet qd& = ax est neromorphiquemeréquivalenta oy = by. Il existe doncf
non nulle et neromorphe au voisinage de 0 telle g} = b, autrement ditpb —a = (&f)f~1 = zf'/f.
Mais, quelque soif € C({z})", on azf'/f € C{z}. Par congquenta est holomorphe en 0 si et seulement
sibl'est.

Uneéquation peuétre dite singulre eguliere si le systme assoéi est singulier&gulier. Cependant,
cette terminologie est transitoire, car nous verrons en 3.3.3 qu’elle est alors fuchsienne ; pequiatiun
d’'ordre 1, c’est d'ailleurs le contenu de la remarque ci-dessus.

Les corollaires suivants des progas des sysimes fuchsiens sont ingdiats.

Corollaire 3.3.15 Tout systéme singulier régulier X = AX admet une solution fondamentale multiforme

au voisinage de 0 de la forme F (2)2'%, avec Ag € Mp(C) et F € GLn(C({2})). O
Corollaire 3.3.16 Soit X une solution fondamentale quelconque d’un tel systéme ; alors X et X~ sont a
croissance modérée dans les secteurs. g
Corollaire 3.3.17 Toutes les solutions d’un tel systéme sont a croissance modérée dans les secteurs. O

Application au cas desequations

Naturellement, cesésultats s’appliquent en particulier aéguations fuchsiennes. Comme nous en
aurons l'usage lors de la preuve diedreme 3.3.29, nous allons en tout cas prouver la forme faible ci-
dessous d’'un #oreme beaucoup pluséxis.

Corollaire 3.3.18 Toute équation singuliére réguliére admet une base fondamentale de solutions dont I’'une
au moins est de la forme U(2)Z%, o U est holomorphe et u(0) = 1.

Preuve. - Le syseme assoéi admet une solution fondamentale de la fofig)z*. On aAq = PByP 1,
ol By est triangulaire sigrieure, d’al une autre solution fondamentaBz) 2%, avecG(z) = F(2)P. Sa
premire colonne est de la fornzx un vecteur colonne &romorphe, et sa pregnie ligne est une base de
solutions de equation. On a donc une solution de la foraig)Z® ol v est néromorphe non triviale. On
écrit alorsv = aZ¥u aveca € C*, u(0) = 1, eta = B+ k. O

Remarque 3.3.19En fait, “ gérériquement” tousles élements de la base fondamentale peuétra pris
de cette forme : en effet, c’est le casstjue’, est semi-simple.
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Exercice 3.3.20En mettan\g sous forme de Jordan dans le calcul ci-dessus, donner la descriptioret@mpl
d’une base fondamentale.

Exemple 3.3.21Soitn = 2. GérériquementA, est semi-simple, et I'on peut supposer :

e (5 2) v (5 9)

etil y a une base de solutions de la forfa®u, 2v), avecu etv méromorphes. Sy n’est pas semi-simple,
elle a une seule valeur propre et I'on peut supposer :

(a1 v oa A 1 logz
o= (8 1) wontoz (3 °99)

etil y a une base de solutions de la fora®u, 2% (v+wlogz)), avecu, v etw méromorphes.

Le theome plus pecisévoqe plus haut s’obtient au prix d'uritude assez complige et dont nous
nous abstiendrons. La principale difficulest ici de lire la forme des solutions sueduation de épart,
méme dans le casida matrice du sysime assoéi est esonnante. On trouvera une discussiétadliee des
équations d’ordre 2 dans [1], chap. 8, 84 et dans [54], chap. 2, 84 ; I&oasmfest aborel dans [26], chap.
1, 83 et tes cktaille (mais en style ancien) dans [25], part Il, chap. 16. On reviendra cependant un peu plus
en cetail sur le cas desquationsa la fin de ce chapitre.

Monodromie locale

Il s'agit de la repésentation de monodromie as®®au sysme local des solutions sDr : le groupe
fondamental (basen n'importe quel point) est isomorphe et le groupe de monodromie est donc mo-
nogene de grérateur I'automorphisme qui, & la solution fondamental&(z) associex (ze'™).

Proposition 3.3.22 Le groupe de monodromie exprimé relativement a la base des colonnes de X (z) =
F(2)Z', est engendré par la matrice €™, O

Le probleme inversesous sa forme @rérale sera formél au chapitre 4, mais nous pouvoriaden
aborder un cas simple.

Corollaire 3.3.23 Le probléme inverse admet ici une solution unique a équivalence méromorphe pres.

Preuve. - Toute repesentation du groupe fondamental@eprovient d’'un systme fuchsien standard. En
effet, pour toute matrice inversibM € GL,(C), il existe Ag € Mp(C) telle quee?™o = M, comme cela
découle de I'exercice 3.3.26 ci-dessous.

Par ailleurs, si deux sy&tes singuliersaguliersdX = AX et 8Y = BY définissent des repsentations
conjuglees, ils ont des solutions fondamentales respectiyeset ' (z) dont les monodromies songdrites
par :X (z&€'™ = X (2M ety (z€'™) = 9 (2)N, les matrices de monodromié, N € GL,(C) étant conjugaes :
N=PMP~1 P& GLy(C). Alors Z = 9P est une solution fondamentale du deétme systme et sa matrice
de monodromie ed¥l, car :

z2(z€™ = ¥(z€™MP
7 (NP
Z(z)P~INP
(2)M.

|
[\
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Alors la matrice multiformd= = Zx ! admet pour transformation par monodromie :

F(ze™ = z(
= Z@MX@M)
= 1
= F(

Elle est donc uniforme. Comme, par hypesie, Z et X! sonta croissance mddée dans les secteurs,
F I'est également, donc elle estamomorphe. Enfin, la relatioR (z).X (z) = Z(z) implique que les deux
sysémes sont @romorphiquemeréquivalents. En effet, eredivant (ave®), on calcule :

FOX + (8F)X = 8) = (FA+3F)X =BY = (BF)X = F{A} =B.
O

Remarque 3.3.24Pour la dewéme partie de la preuve, on aurait pu tenter le raisonnement suivant. Les
deux systmes consigiés ont respectivement des solutions fondamentales de la fst@me= F (2)Z* et
Y (2) = G(2)2%, avecBy = P~1AgP. On a alors :

G(2Z* = (G(zP 'F(2) ) (F(9ZY) P,

ce qui montre que la transformation de jaugeramorpheG(z)P—1F (z)~* envoie un systme sur l'autre.
Pour que ce raisonnement soit correct, il faut savoir que, si les matrices de monoehBiniet e? ™o sont
conjuglees, alors leurs “logarithme#% et By le sont aussi. Mais ce n’est nullement vrai émral (par
exemple, 0 et @1, ont méme exponentiellg, mais ne sont pas conjuges). C’est vrai si I'on suppose, par
exemple, que toutes les valeurs propred\gdet By ont leur partie elle dang0; 1] (voir ce qui concerne
I étoilede I'exponentielle de matrices dans [33]).

a la classe des syshes singuliersaguliers. Par exemple, légjuationdf = 0 etdf = f/zont respective-
ment pour bases de solutions Jeet/? qui sont toutes deux uniformes ; les répentations de monodromie
sont donc triviales, mais ces sggsies ne sont paséromorphiquemeréquivalents.

Exercice 3.3.26 Démontrer que I'application exponentielle bia(C) dansGL,(C) est surjective et que, si
I'on se restreint aux matrices dont toutes les valeurs propres sonf@ahsIR, elle est injectivelndica-
tion : utiliser la decomposition de Dunford multiplicative.

Exercice 3.3.27Exprimer etétendre le corollaire en termesduivalence de cagories.

3.3.3 Le critéere de croissance de Fuchs

Nous avons vu qu’en imposant une conditioredlgque simple auxgles des coefficients d'urgguation
ou d'un syseme (fuchsiané), on obtenait une description explicite de ses solutions, ainsi qu’'une ca-
racérisation de leur type de croissance en 0. Bsuitat frappant@a Fuchs dit que cette condition de
croissance impliqueeciproquement la fuchsiagitlans le cas déxjuations, lagguliere singulari dans le
cas des sysmes.

Cas des systmes

Théoreme 3.3.28Le systéme différentiel 5X = AX admet une solution fondamentale a croissance modérée
en O (et donc toutes) si et seulement si il est singulier régulier.
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Preuve. - Une seule implication reste dmontrer. Nous choisissons donc une solution fondamentale mul-
tiforme X & croissance mauée. Celle-ci admet une matrice de monodroMie GL,(C), autrement dit,

X (z&€'™) = XM. SoitAg € Mp(C) telle quee?™o = M (voir I'exercice 3.3.26). Alors la matrice multiforme
F(2) = X(z)z " admet pour transformation par monodromie :

F(ze€™ = X(z&™)(z&™) %o
XMe 2oz o

; X(z)z %o
= F(2.

Elle est donc uniforme. Comme elle est, par hypstha croissance maiée dans les secteurs, elle est
méromorphe. Enfin, la relatiof(z)2* = X (z) impliqueF {Ao} = A (on le voit en @rivant I'egalié, etc ...)
et notre systme est bien @romorphiquemergiquivalen& un systme fuchsien standard. O

Cas destquations

Dans le cas desquations, on peut obtenir uasultat plus gEcis, mais il faut un peu plus d’'astuce.

Théoreme 3.3.29L°équation différentielle P(8)(f) = O, ot I’on note P(8) = 8" +a;8" 1 +--- + a,, ad-
met une base fondamentale de solutions a croissance modérée (et donc toutes) si et seulement si elle est
fuchsienne, autrement dit, les @ sont holomorphes en 0.

Preuve. - Encore une fois, seule une implication resteemontrer. Nous allongtablir le @sultat par
récurrence sun. Remarquons que le cas du rangécdule du tBome correspondant pour les syses
3.3.28, en vertu de la remarque 3.3.14. Passons alecasid’'uneéquation d’ordren.

Nous supposons donc que nddguation admet une base fondamentale de solutians ., fn) a crois-
sance moérée. D’apes la proposition 3.1.26, leur matrice wronskienneaegbissance madée. Or, c'est
une solution fondamentale du siste assoéi, qui est donc singulieegulier, d’apes le tleoeme 3.3.28.
D'apres 3.3.18, il admet une base fondamentale de solufifans ., f,) telle quef; s’écrituZ avecu ho-
lomorphe eu(0) = 1 (les f; étant d’ailleurs toutea croissance mdéuaée).

L'opérateur diferentiel fl‘lP(é) f1 est unitaire et, appliqua la fonction constante 1, il donne 0. Il
n’a donc pas de “terme constant” (8% et 'on peut doncrire f; *P(3) f; = R(8)3, avecR(8) = 8" +
b18" 24 - +by_1. llrésulte du lemme qui suit cettéhonstration que les coefficiefssont neromorphes.

Les fonctionsd(fa/f1),...,0(fn/ f1) sont toutes solutions d&(d)(g) = O par construction. Elles sont
C-linéairement indpendantes cd, ..., f, le sont. Elles sont toutéscroissance maée (car ¥ f1 I'est).
L'opérateurR(d) est donc fuchsien par hypetbe de &currence, et lelg sont holomorphes. lisulte alors
du lemme @&ja citt que lesy; sont holomorphes. O

Lemme 3.3.30 Soit f = uZ, o1 u est holomorphe et u(0) = 1. Soient P(8) = 8"+ a8 1 +--- +a, et
Q) = 8"+ b8 4 .- + by deux opérateurs conjugués par f : P(8) = fQ(8)f . Alors les & sont
méromorphes (resp. holomorphes) si et seulement si les b Ie sont.

Preuve. - Les deux oprateurs jouent urdte synetrique, puisqud —* vérifie les némes hypotbses qud .
Il suffit donc dans chaque cas derdontrer une implication. D’'aps I'exercice 3.1.5, on a la formule :

L 1PYR)(f) 5
) =3 55 9
On \erifie par ailleurs facilemeng I'aide de la formule de Leibnitz, que I1&(f)/f sont des fonctions
holomorphes (uniformes). La conclusion est alors facile. d
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Corollaire 3.3.31 Une équation différentielle est singuliére réguliére si et seulement si elle est fuchsienne.
O

3.3.4 Retour sur la resolution desequations (fragment)
Etude directe

Une variante desésultats (partiels) de ce chapitre s’obtient en raisonnant directemenéguation
P(d)(f) = 0. Sil'on veut une solution de la forn#u, avecu série convergente telle qué0) = 1, il faut
que I'opérateur diferentielQ(d) = z “P(3)” vérifie Q(d)(u) = 0. D’apres I'exercice 3.1.5,on a:

Q(d) =z "P(3)2 = .Z)illp(i)(“)éi'

En effet,z* est vecteur propre d&de valeur propreai, et c’est alors un calcul classique de pdiyme de
C-endomorphismes qui donne : _ _
PO (&) () = PV ()2,

NotonsP, Q les polyrdmesa coefficients constants obtenus en substitaand dans les coefficients d&
et deQ; ainsi: -
P(a) =Q(0) = a" 4 a1 (0)a™ 1 +--- 4+ an(0).

Si I'on substituez = 0 dans la relatiolQ(6)(u) = 0, on obtient donc la conditionécessairex I'existence
d’une solution de la forme requise :
P(a)=0.

C’est I'équation caraéristique.

Définition 3.3.32 Soit P(8)(f) = 8"(f) +a;8"%(f) +---ayf un ogerateur fuchsien (les sont donc ho-
lomorphes). On appellequation caradristiqueassocge I'equationP(a) = 0, ou P désigne le polyame
unitairea coefficients constants :

P(r) =r"+a(0)r"1+... +ay(0).

Les racines de &quation caraéristique sont lesxposantsle I'équation.

Petit formulaire sur I' équation caracéristique

Les calculs ci-dessus montrent que$d) = z *P(3)Z%, alorsQ(r) = P(r +a) et I'on a les relations
logiques suivantes :

P(3)(f) = 0 admet une solutiof’u t.q.u(0) = 1

—~
(4]
=
—~
[
=
Il
o
Q
o
3
(0]
—
c
>
[¢>]
[%2)
=2
c
=
o
S
—
Q
c
—~
=
Il
[EEN

& Q
= Q(0)=0
& P
Si I'on tente de &soudre)(d) (u) = 0 en posanti= 1+u;z+ - - -, on obtient une relation décurrence
pour lesuy de la forme :
vk > 1, Q(K) ux = combinaison ligaire deug, ..., Uk 1.

On constate qu’elle peétre €solue siQ(k) # 0 pourk € N*, autrement dit si aucua+k , k € N* n’est
racine de lequation caraéristique assoéeaP.

Définition 3.3.33 Un exposantt de P(d) est ditnon resonnansi aucuna + k , k € N* n’est un exposant.

Dans ce cas, il y a une uniqueri formelleu telle queu(0) = 1 et f = Z%u est solution d€(8)(f) =0.
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Exercice 3.3.34Cette &rie converge.

Dans le cas contraire (d’'un exposaasonnant),il faut faire intervenir des logarithmes.

Exercice 3.3.35L'exemple classique &quation ireguliere pour laquelle ce€sultats sont enéaut est
celui de lasérie d’Euler:

fo(z) = § kiZ<HL,
2
Vérifier qu’elle est solution ded&quation dif€rentielle non fuchsienne :
25%(f)—8(f)+f=0.

Veérifier que c’est sa seule solution de la forate, avecu série formelle telle quei(0) = 1. Chercher
d’autres solutions par variation des constantes.
Indication : on devrait trouver §%e~/2.

Les notations ci-dessus sont adagsa I'étude en 0. Si I'on veuttudier I'equation en d’autres points
deC, il vaut mieux l'écrirea I'aide de la @rivationD = d/dzpuis faire la translation. En revanchestlide
en est facilige par la remarque :

dw = wd/dw= —zd/dz= 3.
def

Cela entraine quécrit dans la carta I'infini w= 1/z, notre ograteur diferentiel devient (au signe¢s) :
8 —an(w )3y -+ (=) an(w ).

L’ équation est donc fuchsienadinini si tous lesa; y sont holomorphes (autrement dit, bés) et lequation
caracéristique y est la suivante :

(" —ay(e0)r" 4+ 4 (—1)"an(e) = 0.

Exemple 3.3.36A titre d’exemple qui nous sera utile plus tard (lors dalide de Equation hypergonetrique),
nous illustrons ces calculs suetjuation @rérale d’ordre 2 ;

D?f 4+ pDf+qf =0.
Elle est fuchsienne eme C si et seulement si ses coefficients y admettent égsldppements de Laurent :

Pa
z—a

p@) = S22 o

et
Q(Z):ﬁJr“'-

Autrement dit,(z— a) p et (z— a)?q sont cfinis ena et y valent respectivemepy, etga. Des relations entre
D et(z—a)D, on céduit alors [equation caraétistique :

r(r_l)+par+Qa:r2+(pa—1)r+Qa=0-

De méme, Iequation est fuchsienne ensi, primo, (zp)(«) est bien @&fini; on noterape. = 2 — (zp)(x),
secundp(Z°q)(») est bien @fini; on noteray, = (z°q)(«). L’ équation diferentielle erv s’écrit alors :

Poo Ooo
g'(W)+ (5, - )g W) + ([ +---)gWw) =0,
et I'équation caraéfistique :

r(r — 1) + Peof + Goo = 2 + (Peo — 1)1 + G = 0.
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Exercice 3.3.370n suppose quedguationD?f + pDf +qf = 0 est fuchsienne en toutes ses singuéarit
{ag,...,a8m,am+1 = }. On noteq;, 3 ses exposants ex, i =0,...,m+ 1. Deémontrer laelation de Fuchs

m+1
Z)(O(H—Bi):m.

Indication : on appliquera la formule de€sidusa [ p(z) dz calcué sur un contour G- C qui contient
tous les ples de z) a distance finie, puis en utilisant le changement de variabte ¥/z, de facora
ce que le contour contiennent seulementd&e I'infini ; on en déduira (avec les notations de I'exemple
ci-dessus) quep=2— Y pa. On pourraégalement consulter [54], chap. 82.6 ou [26], chap. 181.4.

Exercice 3.3.380n consi@re I'equationf’ = af, ol a est meromorphe suf. On suppose cetieguation
fuchsienne en toutes ses singuksit Montrer quea sécrit Z%- En céduire les exposants en tous les
points singuliers et formuler leglations de Fuchentre ces exposants.

Indication : a est une fonction rationnelle.

Résolution via la factorisation

Les calculs du taoeme 3.3.29 fournissent facilement wsultat de factorisation pour lesénateurs
fuchsiens.

Proposition 3.3.39 Soit P(8) = 8" + by 8"t +-- - + by un opérateur différentiel fuchsien. On peut alors le
factoriser en produit d’opérateurs fuchsiens d’ordre 1 :

P@©) = (8—@1) - (3—n),
les @ étant holomorphes en O.
Preuve. - On reprend les calculs duébeme 3.3.29. On peut doi&crire :
P = f1R©®)3f*!
= (fRE)fY) (f1317)
= P (fu(f 13-3(f; 1))

= Py(d) <6 6(:11)) .

Ici, P1(d) est un ograteur dif€rentiel fuchsien d'ordra— 1 et%l) est holomorphe. La conclusion s’ensuit

par lecurrence. O

Exercice 3.3.40Exprimer I'équation caraétistiquea I'aide desp.

A titre d’application de cette factorisation, nous allagtsidier (en prengire approche) laésolution
d’'uneéquation diferentielle fuchsienne d’ordre 2. No&srivons celle-ci sous la forme :

G-w)(d-9)(f)=0.

Nousécrivons les fonctions holomorpheset i) sous la formap=a +zd', p = B+ 2%, o a,B € C et
®, ¥ sont holomorphes et telles qdg0) = W(0) = 0.

Posantg = (5 — @)(f), on doit d’abord esoudre(d — y)(g) = 0, ce qui donngg = cPe* , c e C,
puis esoudre(d— @)(f) = g dans les cas = 0 etc = 1 (le reste s’en @duit). Le casc = 0 équivauta
(8—@)(f) =0, donca f € Cfo, ol fo = 2e® (cela fournit un premieglement d’une base fondamentale).

53



Dans le cas ¢ = 1, on soud le sygéme avec second memb@&— @) (f) = Ze* par variation des
constantes : on pose= foh = Z*e®h. Cetteéquatioréquivautad(h) = 2U, oy =B —a etU = e¥~® est
une fonction holomorphe telle qu&0) = 1.

Siy¢ Z, on trouveh = 2"V, avecV holomorphe éfiniea partir deU par identification des coefficients
des @veloppements erége entere : pour touh € N, V, = % Finalement, notréquation admet pour base

fondamentalé fo, f1), oul f; = Z2€®V, ce que I'on peut aldéger en(Z x holomorphe 2 x holomorphe).

Siye Z, il y arésonnancest I'on ne peut pas toujouresoudre comme ci-dessus. Par exemple, si
y = 0, c'esta-dire (dans les notations dépmhrt), sig(0) = Y(0), on doit €soudre zh = 1+2zUy +---,
ce qui donnéh = logz+ holomorphe et le second membre de notre base fondamentale sera de la forme
f1 =2z%(logz+ holomorphe). La discussion grérale est laigsea la patience du lecteur.

Résolution via le systme asso@

Nous consiéronsa nouveau l'oprateur fuchsieP(d)(f) = 8"(f) +a 8" 1(f) 4 ---a,f (lesa sont
donc holomorphes) etéquation fuchsienne correspondaR(®)(f) = 0. Le syséme fuchsien assdria
pour matriceA, et le polyrdme caradristique deA,(0) est (au signe &s)P.

Nous supposerons ce s§sie non gsonnant et la matric,(0) semi-simple (“cas @rérique”). Cela
signifie que lequation caraétistique admeh racines distinctes et deudxdeux non congrues modulh
Ces racines sont les valeurs propresAdé0). Ce sont donc les exposants aussi bien duesystque de
I’ équation.

Proposition 3.3.41 Dans le cas générique, I’équation admet une base de solutions de la forme (Z*1uy, ..., Z%up),
ot les exposants 0 sont des complexes distincts et deux a deux non congrus modulo Z et ou les U sont des
fonctions holomorphes en 0 et telles que u;(0) = 1.

Preuve. - C'est une consquence directe de 3.3.2. O

Corollaire 3.3.42 La matrice de monodromie exprimée dans la base ci-dessus est la matrice diagonale de
coefficients (€™1, ... €'T0n),

Nous terminons ce chapitre par une initiation allusiva theorie de Galois diffrentielle.

Exercice 3.3.43Les fonctions multiformes holomorphes dddisforment uneO(D*)-algebre inégre (par
connexi€) sur laquelle uneétivation est éfinie. Soit4 la sous-algbre engende par les solutions d’une
équation fuchsiennB(d)(f) = 0 et leurs @rivées.

(i) Démontrer qued est stable par I'action de monodromiegfontrer de plus que le groupe fondamental
y opére par automorphismes difentiels qui induisent I'idenétsurO(D*). NotonsG le groupe de tous ces
automorphismes (c’est lgroupe de Galois diffrentie).

(if) On choisit une base fondamentale de solutions @guation. \érifier que I'effet de touélement deG

sur cette base est la multiplicatiardroite par une matrice constante, et édure un antihomomorphisme
du groupeG dans le groupe li@aireGL,(C) ; ce morphisme est injectif et son image contient le groupe de
monodromie.

(iii) Tout ce qui pecde se @montre sans trop de peine dans le da®al, mais, pour les assertions qui
suivent, il vaudra mieux se cantonner au cafgique” (celui @i I' équation caraétistique admeat racines
deuxa deux distinctes et non congrues modd)o Démontrer qu’alors I'image d& dansGL,(C) estle
plus petit sous-groupe addprique de GL(C) qui contient le groupe de monodromi&’est lethéoreme de
Schlesingeret il n'est pas valable pour l&gjuations non fuchsiennes.

Indication : consulter [38].
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Chapitre 4

Du local au global (et ce qu’on y trouva)

Prélude

On fixe des points singulie, . ..,zy € C en lesquels on veut des monodromies locales de matrices
Mo, . ..,Mm € GLy(C) (c’est le probéme de Riemann-Hilbert). On choisit donc des matr&gs. ., Am €
Mm(C) telles ques?™x = My. On peut néme imposer qu8Ax) C [0; 1[+IR (donc, pas deasonnances).

On consig@re le systme :

dXx

(A )

dz Z— 2 Z—Zm
qui est donc égulier surC\ {zy,...,zn} et fuchsien en chagug. Comme il n'y a pas deésonnance, la
monodromie erz este?™« = My, et le probéme esté&solu.

En o, le syséme sécrit :
dw
et, gerériqguement, ce sydme est fuchsien no@sonnant de monodromée?™2 %, Comme le lacet autour

de o est,a homotopie s, I'inverse du produit des lacets autour dgda monodromieM,. 1 autour de
Zmi1 = o est I'inverse du produit des monodromidg autour degy, et I'on obtient la relation inespée :

IR [,

dY— _M+... Y.
W )

Cette formule a malheureusement toutes les chanéaedausse.

En réalitt, composer des isomorphismes (ou des matrices) de monodromie e@cisamir ni point-
base ni base de solution réaicun senskn I'absence de ceségwisions, les matrices de monodromie sont
connuesa conjugaison peset la relation entre matrices qui séduit de la relations entre lacets devrait

avoir la forme : "

FL(CkMka’l) = Mr;rila
k=
ou I'on a noé M. 1 “la” matrice de monodromie ew..

Cependant, sh= 0, le groupe fondamental est commutatif et st 1, c’est le groupe des matrices qui
I'est. Dans ces deux cas, ce queprde marche sans préphe, comme celaétoule du chapitre podent.

Le premier cas non trivial (non aben) est celui @ m= 1 (trois points singuliers, en comptan)
etn = 2. On l'étudiera en @étail dans la prengre partie de ce chapitre, piat(pour respecter 'origine
historiqgue de la question) en terme£guations d'ordre 2. Dans la dearie partie du chapitre, on se
reposera proprement le préohe de Riemann-Hilbert.
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4.1 Series, fonctions,équations hypergometriques

4.1.1 Destquations de Riemann auxquations hypergometriques

Selon I'exemple 3.3.36, &quationf” + pf' + qf = 0 est fuchsienne en € C si et seulement si
(z—a)p(2) et (z—a)q(2) y sont bien éfinies ; nous noterong,, g leurs valeurs respectives.dduation
est fuchsienne em si et seulement sip(z) et 2q(z) y sont bien éfinies; nous noterons 2 p., et
0. leurs valeurs respectives. Les exposant3a ena € S sont les racines de@fuation caraétistique
>+ (pa—1)r +ga = 0. On a don@y + Ba = 1 — pa €t0afa = Ga.

a b c
Riemannnotd® |a [ vy ;z| uneéquation du second ordre sBrfuchsienne em,b,c d’expo-
o By

sants respectifs, o', 3,3, y,Y et reguliére surS\ {a,b,c} ; ou bienun élément quelconque de I'espace des
solutions de cett&équation. Nous l'intergaterons pluit comme I'espace des solutions (multiformes, ou
bien sur un ouvert simplement connexe convenablement choisi).

Modulo une homographie, on peut aussi bien supposeagt, b = 1 etc = o, ce que nous ferons
desormais (mais voir [43], [1], [26], [54] ... pour le casrgral).

Exercice 4.1.1Soit I'equationf” + pf’ 4+ qf = 0, suppoge fuchsienne en,Q,« et reguliere ailleurs. On
a alors iecessairement :

_Po P — 2 pa—
z+2—1 et Ppo=2—pPo—pP1
_ % a1 92 _

q(Z) (Z— 1)2 + Z(Z— 1) et 0w = 0o + (o[} + 2.

0 00
Exercice 4.1.2 Définir de mangre analogu@ ;Z| etP
a —a

0 o
0 0 ;z| etexpliciter lequations
0

o

et solutions correspondantes.
Indication : on retombe sur les caraaes et le logarithme.

0 1 o
En accord avec la notation deréma de Riemanmous noteronB [0g 01 0. ;Z| cetteéquation.
Bo B1 Bo
Elle est compttement étermirée par les exposants, B4, a € {0,1,»}, qui sont six complexes contraints
par la seule relation :
0o+ 01+ 0w+ Bo+ PB1+ B = 1 (relation de Fuchg

On a vu qu’en conjuguant un émteur fuchsien paiz— a)®, on retombe sur un @pateur fuchsien.
Ses exposants ensont diminues dea, ses exposants emsont augmer@s dea (et ailleurs, ils ne changent
pas). Prenant successivemant 0,1, cela se traduit par la relation :

0 1 o ) 0 1 )
Plag 01 Ow ;Z| =Z(1-2%Plag—a da;—0d det+0+0d ;z|.
Bo B1 Bo Bo—a Pr—a Po+oa+a

On peut voir cette relation comme uneritableégali€ entre espaces de solutions, au choix, multiformes,
ou céfinies sur un ouvert simplement connexe convenable (par exéPip{é— oo; 0] U [1;4oo[) ou bien
H). On peut donc ramene@fude g¢rérale de€quations de Riemarincelle de€quations pour lesquelles
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0o = a1 = 0. Il reste donc quatre pararnes complexes de somme 1, et I'arifie sans peine que la forme
0 1 00
gérerale d’'un tel scemaesP | 0 0 o ;z|.L'équation correspondante est :

1-y y-a-B B

(4.1.2.1) (Eapy) '(2)+ <\Z’+ 1&‘31‘”5) t(2)+ Z(Z“_Bl) f(2) =0,

Définition 4.1.3 L équation(E, g ) estl’ équation hypergonetriquede parargtresa, 3, y.

Symétries de I'équation hypergeometrique

Tout changement de coordd¥es homographique transforme w@giation de Riemann en uaguation
de Riemann :

a o c a b c
Pla B vy ;9z| =P|a B y ;z|,ougeAut(S),ad =gab =gbc =gc
o By a By

Consicrons en particulier le sous-groupale Aut(S) formé des homographies qui laiss€t 1,} glo-
balement invariant ; en notation &gge :

1 z 1 1
r={z1-z-,—,1——,——1.
{z "2’ z-1 z’lfz}

Il résultea priori de la 3-transitivié de I'action deAut(S) surS quel est isomorphe au groupe sgtrique

S3. Sig e T, le changement de coordaenci-dessus transforme uaguation de Riemar@singulariés en
{0,1,} en uneéquation de rdme type. Par exemple, pour les deux transformations non triviales les plus
simples, on trouve :

0 1 o 0 1 o 0 1 o 0 1 o
Ploap 01 O ;% =Pla, 01 0p ;z| etP|0p 01 Ow ;1—2z[=PlOo1 Op Ow ;Z
Bo B1 Bo Bo B1 PBo Bo PB1 P B Bo Bo

En appliquant cela I'equation hypergonetrique et utilisant de plus leggles de conjugaison pdf, on
trouve, par exemple :

ch,B,y(lf Z) = Pa,B,aJrBJrlfy(Z)
1
Pag y( E) = 7 Po1-yta,1-p+a(2)

= ZBPB,l—y+B,17a+B(Z)-

On anoé Py g le sclema de Riemann dedquation hypergonétrique.

Une autre source de sytmies provient de 'ambigutdans le choix de I'exposaatannuler en 0 ou en
1 lorsque I'on rar@ne uneequation de Rieman& uneéquation hypergonétrique. Par exemple :

Pa.,B,V = Zliypa—y+1,[3—y+1‘27y
Exercice 4.1.4En exploitant toutes les sygtries venant de I'action de ou de I'ambiguié du choix d’ex-

posanta annuler, construire les vingt-quatre solutions de Kumau{&; g ) et pieciser leurs relations.
Indication : regarder dans [14], [19] ou [26], par exemple.
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4.1.2 Des éries hypergeometriques auxéquations hypergometriques
Notons, pour tout complexe :

(a)n—a(a+1)---(or+n—1)_]'Ll(ouri).

Par exemple(1), = n! et, sous eserve quer € —N, on a(a), =
fonction Gamma).

r,(-?;)") (voir plus loin les rappels sur la

La strie hypergométrique d’Euler ou de Gauss est :

(@)n(B)n
Dl 2"

On écarte les casatgreresy € —N (coefficients non éfinis sauf le premier) et ou 3 € —N (coefficients
nulsa partir d’'un certain rang, laésie est un polyaéme). Le rayon de convergence de ceigesentere est
donc 1.

F(a,B.v,2) = ZO

Exercice 4.1.5Reconnaitré=(a, B3, 3; ).
Indication : c’est la &rie binomiale(1—z)~%.

Les coefficientsl, deF(a, B,Y; ) vérifient la relation deé&currence :
vne N, (n+a)(n+PB)un = (N+1)(N+Y)Uns1.

En vertu de la formule gréraleP(3)(Z") = P(n)Z" et de son corollair®(8)(y unz") = 3 P(n)unZ", la rie
hypergonetriqueF (a, 3,v; z) est solution de Bquation diferentielle d’ordre 2 :

[2(d+0a)(6+P)—0(d+Yy—1)]F =0.

Les regles de calcul (maintenant) bien connues &t zD permettent de transformer cettquation en

I’ équation :
> Y—(1+a+p)z ap B
(D + 2(1-2) Dz(l—z)>F0'

Exercice 4.1.6 Déterminer ses point singuliers, montrer qu’elle y est fuchsienne et expliciter semach
de Riemann.

En fait, un simple calcul de fractions rationnelles permet de reconndéedtion hypergonetrique
(Eqg,y) (et de comprendredcriture particukre des exposants de celle-ci).

Proposition 4.1.7 La série hypergéométrique F (a1, B, Y, z) est solution de I’équation hypergéométrique (Eq g y).
Si de plusy & Z, c’est (a un facteur constant pres) son unique solution uniforme.

Preuve. - Siy¢ Z, on est dans le cas égérique”étudé en 3.3.4. O

HYPOTHESE : nous supposerons dénavant que I'on est dans le cas &gérique” (semi-simple non
résonnant) en chacune des singula&g0, 1, c0, autrement dit :

YEZ,0-B¢Z ety—a—BgZ.

Proposition 4.1.8 Sous I’hypothése ci-dessus, 1’équation hypergéométrique (Eqgy) admet les bases de
solutions locales suivantes :
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— Au voisinage de O :

F(a,B,y;2) et Z2YF(a—y+1,B—y+1,2—vV;2).
— Au voisinage de 1 :
F(a,B,a+B+1-y,1—2) et (z—1)Y *PF(y—B,y—a,1+y—a—B;1—2).

— Au voisinage de © :
L A g 1
Z F(a,u—y+1,u—[3+1,£)etz F(B,B—y+l,[3—a+1,2).
Preuve. - On le ceduit de 3.3.4 et des calculs de 4.1.1. O

En fait, chacune de ces six solutions a quatre expressions (ce seinigeguatre solutions de Kummer
voir [14], [19] ou [26]). On va maintenantédrire leursmonodromies localesNous noterongBy, B, B
les bases ci-dessus. Nous choisissons comme pointgbask/2 et comme §rérateurs libres du groupe
fondamentaity (C\ {0,1}, p) = Tu(S\ {0, 1,0}, p) les classes d’homotopie des deux laggtsty; définis
par les formules :

Yo(t) = %ez'm

yit) = 1— %ez'm,

et nous posong. = (Yo.y1) *.

Corollaire 4.1.9 L’action de monodromie locale en chaque singularité est donnée par :

Mo(To) (%) %o (5 5y )

M1(¥y)(B1) = %1 ((1) ezmvocxm) |

M 1)) = 2 (%0 g ).

Preuve. - En fait, chacun des laceyg fait un tour dans le sens positif autour @et I'on appliqueloc. cit..
O

Formule intégrale de Barnes

Il s’agit d’'une autre fagon d’obtenir des solutions(ég g ) ; nous nous contenterons de I'esquisser sans
justifications compites, renvoyant pour le€thilsa [14], chap. 2, §2.1.3, [15], chap.2, §10, [26], chap. 2,
§2.3 et [53], chap. 14, §14.5. Elle repose sur la transformation de Mellin. Nous chegclke@gpsmer une
solutionf de (Eq gy) dans I'ouvert simplement conneg®\ R, sous la forme :

+100
2= [ gie(-27ds
1o
Il faudra choisir un chemin d’iggration dan€ de—ie a1, déterminer quelles conditions sur la fonction
g(s) assurent qué est solution d€E, g ), trouver la fonctiorg et \erifier que les calculs interediaires
(intégration, @rivation sous le signe somme ...) ont un sens (ce que nous ne ferons pasgtdiderre

f(z) sous la forme déransforneée de Mellinde g(s) vient de ce que les fonctior{s-z)® sont des vecteurs
propres deé (valeur propres) : c’est donc une sorte @criture dans une base de vecteurs propres. Les calculs
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qui suivent sont largement heuristiques.

Nous supposons que l'iegration a lieu le long d’'un chemi@ qui suit I'axe IR de —1% jusqu’en un
certain point, s’erécarte sur une distance finie puis y revient et le suit jusqe’en Ce chemin seraétrit
précigment plus loin. Si la fonctiog décroit suffisamment vite aux bornes@geon a :

~2(8+)(8+PB) [ g(s)(~2°ds= [ (s+a)(s+B)gls)(—2* ds

et

8(5+y— 1)/Cg(s)(—z)sds:/cs(s+y— 1)g(s)(—z)sds:/ (s+1)(s+V)g(s+1)(—2° ds

Cc-1

Si I'on suppose de plus que le chen@@ra éte choisi tel qu'il Ny ait aucun ple deg(s) entreC etC+1
(donc aucun ple deg(s+ 1) entreC — 1 etC), on a (Cauchy) :

/ (s+1)(s+y)g(s+1)(—2)* L ds= / (s+1)(s+Y)g(s+1)(—2)* 1 ds
c-1 c
d'ou :
[2(3+a)(3+P) ~3(3+y—1)] f(2) = - /C [(s+0)(s+PB)g(s) + (s+1)(s+Y)g(s+1)] (-2 ds
Ainsi, pour quef (z) soit solution dgE, g y), il suffitqueg soit solution de Equation aux diffrences

(s+a)(s+B)g(s) + (s+1)(s+Yy)g(s+1) =0.

Rappel ([8], chap. VII). La fonction Gamma est&dinie, pourRez) > 0, par :

M) — / etz Ldt.
0

Elle admet un prolongement analytiga€ \ (—N) et vérifie I'équation fonctionnelle [ (z+ 1) = I (2).

k
En tout—k € N elle admet un ple simple deésidu(’kP . Elle ne s’annule pas.

De I'équation fonctionnelle, on tire que la foncti +S>rr((yﬁ+§)r(’s> est un candidat pour jouer |8le
deg(s). Son lieu singulier estiu (—a —N) U (—B—N). On peut maintenanédrire le chemin d’irggration
C. Il suit I'axe IR sauf en trois portions : il contournea — N et —f3 — N par la droite ; il contourn&l par la

gauchea distance> 1 (pour qu'il n'y ait pas de ples deg entreC etC + 1).

Exercice 4.1.10Justifier toutes les proftes de convergencetnessaires.
Indication : on trouvera dans [8], chap. VI§2.4, p. 17 I'estimation asymptotique de Stirling :

(2) ~ V2nexpzlogz—z— %Iogz),

(valable dans des domaines convenables) et, dans I'exercice 2 p. 21 : paeiestfix 4o, le cas particu-
lier : T(s+1t) ~ /2 |t|5~2e~ 21Ul De nombreuses prisions figurent dans [53], chap. 1813.6.

Théoréme 4.1.110utre les hypothéses en vigueur jusque 14, on suppose ici que o, 3,y,y—0,Yy—B & Z. On
a alors la formule de Barnes :

1 Ty Ma+sr(B+sr(—s s
F@BYD) = ot @ b Fiyre (270
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Preuve. - On peut prouver cette formule pagfdrmation de contour. On introduit le chemin dégtration
Cy pourN > 0 entier suffisamment grand : il longe 'ax® de —100 & —IN; il est horizontal de—IN
a —IN+ N, vertical de—IN+ N a +IN + N, avec un petit 8crochement pour passer enidest N + 1,
horizontal de+IN + N a+IN; enfin, il longe I'axelR de +IN a +ic. On \érifie a I'aide de I'estimation
de Stirling que l'inégrale le long d€y tend vers 0 lorsqubl — . L'intégrale le long d€ est donc (au
signe pes) la somme dessidus de la fonctior,t%%(—z)S en les Ples compris entre
les deux contours. Ce®les sont les entiers naturefsN et le iesidu em € N est, d'apes le “rappel” :

() FE+nF (B (L)
(o) (P) r(y+n) n -’
car le ésidu dd™(—s) enn est 'oppo€ du ésidu dd (s) en—n. Enfin, de la formuléx), = r(r"&)m, on tire
gue I'expression f@cedente vaut :
()n(B)n »
(Dn(y)n
En faisant tendré&l verseo, on obtient la formule de Barnes. O

4.1.3 Formules de connexion

Pour cecrire explicitement “la” refirsentation de monodromie, il suffit dédtire I'effet sur I'une des
trois base®By, B1, B.. de deux des trois laceys, yi, Y». Comme on connait I'effet de chaqygsur la base
‘Ba (monodromie locale), il suffit de connaitre une formule de connexion, &lte une matrice de pas-
sage entre deux de ces bases.

On va suivre ici deux thodes (parmi de nombreuses possibles, voir [26], chap. 2, §2.4). Lagpeemi
repose sur la formule iggrale de Barnes et ne sera donc paseesiient justifie. Elle est totalement
explicite ; elle fournit tous les coefficients d'une matrice de passage entre deux bases connues. Elle est
transcendante, comme toutes legthodes qui fournissent dessultats explicites. Elle est providentielle
puisqu’elle utilise des informations auxquelles on ne peuvtEs@voir aces en gréral.

La deuxeme néthode est dua Riemann, [43]. Elle est adfprique et sy&matique, en ce qu’elle n'uti-
lise que I'information contenue dans le goha de Riemann. Elle n’est pas explicite en ce que la base dans
laquelle est exprit@e la monodromie n’est connue guin facteur constant @s sur chaque fonction. Elle
détermine donc le groupe de monodromaecpnjugaison @s) mais ne &crit pas son action : on ne peut
méme pas ené&tuire la monodromie de |&se hypergongtrique ; ce genre d’'information n’est accessible
gue par voie transcendante. En substance, elkeglibi ressemblent toutes les repentations de rang 2 du
groupe librea deux @rérateurs. Ce point de vue esttdille, par exemple, dans [26], chap. 2, §2.4.2, ainsi
que dans [2] et [54]mais nous nous en tiendrahs cemarche artisanale de Riemann.

Monodromie via la formule de Barnes

On pro@de encore paré&ormation de contour. On introduit le contay suivant, @fini pourN > 0
entier suffisamment grand. Il longe I'a¥@ de —10 a —IN ; il est horizontal de-IN a —IN — N, vertical de
—IN —N a-+IN — N sauf au passage desries de ples—a — N (resp.—B — N), ou il effectue des petits
déecrochements pour passer entre — N et —a — N — 1 (resp. entre-3 — N et —3 — N — 1), horizontal
de+IN—N a+IN; enfin, il longe I'axelR de +IN a +10. On \érifie & I'aide de I'estimation de Stirling
que lintégrale le long d€ tend vers 0 lorsqubl — . Lintégrale le long d€ est donc (au signe @s)

la somme desésidus de la fonctio (55‘{)(5)%(—2)3 en les ples compris entre les deux

contours. Cesdies sont les-a —netles—f —n, pour les entiers naturets< N et les Esidus en ces points
sont donis par I'exercice suivant.
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Exercice 4.1.12Montrer que le @sidu de la fonctio.nr(g)(p(s) r(”s)rr((y‘i)s)r(’s)

égala:

(—2)%en le ple —a —nest

ry T@R-—a-—nr(a+n) (_Z)—ain - FYF(B—0) (@)n(@ —y+1)n_p
Fre)  ry-a-n) n! F@riy—a) Mn@=p+1n
cette derrgéreégali€ venant de la formulE(x—n) = (—1)" (Lf)l)n

o TWre-o, 1
F(a,By2 = FBF(y—0) (-9 °F(a,0—y+1La—B+1;7)
ryr@-p), 1
+ r(a)r(y_B) (72) F(Ba87y+17[37a+1,5).
Preuve. - Utiliser I'exercice (et la formule correspondante p@let sommer pour tous lefes. O

Corollaire 4.1.14 On considere les bases By et B, restreintes au demi-plan de Poincaré # . On a la formule
de connexion By = B, P, avec :

g T I( a)
P= ( T[BP((WF(C‘ %3 ey
— 1 - — 1
€ Trarype €
Onaposéd’ =a—y+1,B =B—y+lety =2—y.

Preuve. - Outre les syratries @&ja évoqiees dans Ecriture des solutions, on a utdideségalies(—2)* =
e ™ et(—2)P = e ™A valables dang. O

Corollaire 4.1.15 La monodromie est décrite par I’effet des lacets Yy et Yoo sur la base By :

MO)% = 5o (5 o)

M (Yeo) Bo = Bo P* (ezo ez?m) P

O
La méthode de Riemann : la monodromie sans calcul
a b c¢
Elle s’appliquea uneéquation de Riemanregerique P |[a B vy ;z|,a+a’ +B+p +y+yY =1,
o By

o —a,p —B,Y —y€Z. Les solutiond®, ..., PY assockes aux exposants ...,y sont bien éfiniesa un
facteur non nul pes. On jouera sur cette itbrmination. On les supposéfithies sur un ouvert simplement
connexe dé&, obtenu apes avoir pratigé une coupure, par exemple le longabeet I'on écrit les formules
de connexion :

P = agPPtagPF
= ayPV+ayPV7
PY = apPPtap PP
= ap'+a P,

62



les coefficientsg, ... ,afy étant constants. En termes de bases :

Ba = ByB = B.C, avecB = (:; :{é) etC= (:; :é)

On fixe un point-base € S\ {a,b, c} et des lacetg,, yb, Y de base respectivement simples positifs autour

dea, b, c, satisfaisant I'unique relatiom:ApAz = 1. Notons que Riemann pread= 0,b =c,c = 1.

Exercice 4.1.16Décrire le groupe de monodromie expémans la bas8, a I'aide des matrices de connexion

1Tt I3 1
B etC et des matrices de monodromie locadg = (ezo ez,?m,> VA= (e20 ez'(Z@') VA= (ezony ez(')m/) .

. . . o - 11, . .
SiI'on applique ('automorphisme de monodromie ase@ai lacethc = A, A, ala premére relation
de connexion, on voit que :

1. PY est transforra ene?™PY et PY en ™ PY, donca,PY +a,/PY est transforra ena,e?™PY +
a VP,
2. P9 = agPP + ag PP est transforra d'abord ene 2™ P% = =2 (g5PP + a5, PP') (parX;l) puisen
e 2™ (gge 2TPPP | gy e 2T PP (parXt_,l).
On obtient finalement les relations :

agPP+agP¥ ~aP'raP
aBefzm(GHB) pB _|_aB,672m(u+[3 pR — aye,2|nypy+ aYeZm\/ pY

On introduit un complexe non eci€ g, que I'on fixera plus tard. En calculant :

—OITT

€' x (la premere relation)- e 9™ x (la deuxéme relation)

et en remarquant que'™ — eZ-9)' — 2 sin(c — T)Ttx €', on obtient :

agsin(o+a+ p)me” @+PIMPR g sin(o 4 a 4 B)re” @ FIMPP — 5 sin(o —y)e™PY +a, sin(o -y )Tie! PV .
Les némes calculs mésa partir des formules de connexion p(Rﬁ’r' donnent :
asin(o+a’+B)me” @ PmpP ot sin(o+ o + By e IR — & sin(a—y)Te"™PY+ &), sin(o -y ) e/ TPV .

Hypothese :nous supposerons doravant que I'on est dans le aatductible autrement dit, gu’aucun
des coefficients de connexiag, .. .,a\// n'est nul. La signification de cette hypeétbe peuétre approcke
comme suit. Dans le cas contraire, on aurait ugen® fonctionP vecteur propre de la monodromie pour
deux des trois lacets, donc aussi pour le téoig. Elle serait donc de la fornje— a)®(z— b)PQ avecQ
uniforme d’ol, & une conjugaison ps (par la fonctioriz— a)®(z— b)P), la possibilie de factoriser notre
équation de @part (plus peci€ment, I'oerateur diferentiel correspondant) sur le corps des fonctions
méromorphe<C(z). En premére approche, on peut consiér ce cas commeedgereré : la repésentation
de monodromie eseductible voir [2], [26], [54].

Remarque 4.1.17Pour des comg@ments sur la signification de cette hypeh, voir I'examen de fin
d’'anrée.
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Revenana notre calcul, on fait respectivement yeto =y dans les deux deraiies relations obtenues.
On a deuxegali€és reliant deux bases, et, avec I'hypegth d’iréductibilite :

X2

22

agsin(a +B+y)me A"
agsin(a’ + B +y)me '
ag sin(a+p' +y)me A"
ay sin(o’ + B +y)me o
agsin(a +B+y)me "
agsin(a’ +B+y)me am
ag sin(a 4 ' +y)me "
ay sin(o’ + B +y)e '

Exercice 4.1.18VEérifier que ceggalies fournissent deux expressions distinctes pour le raé%gb% et

gue ces expressions onéme valeur gicea la relation de Fuchs.

Nous utilisons maintenant notre libertle choix des fonctiong?, .. .7PV a un facteur cBchelle pes.
Cela permet de prescrire arbitrairement, par exenaglegg, a,, 8y et 'une des autres constantes. Voici les

choix de Riemann :

sin(a+p +y)m
sin(B —p)m
sin(a+B+y)t
~sinE - P
sin(a’ +p' +y)m
sin(B— )
sin(o’ +B+Y)m
sin(B - B)t
sin(a+p'+ V)ne(a’+y)|n
sinly —y)mt
sin(a+pB+ V)ne(a’+\/)|n
sin(y —y)m
sin(cx’ +B+ V)ne(or+y)|n
sin(y —y)mt
_ sin(o’ +p'+ V)T[e(cx+\/)|n
sin(y —y)m '

Théoreme 4.1.19La représentation de monodromie dans la base B est donnée par :

Aa

Ap

Ac

-
-
(

e2|no(

0

8y

0
ezlnu’)

23 L) (2 8

23 M)

Exercice 4.1.20Vérifier que ces images sont compatibles avec la relatidgh, = 1 entre les clasees

d’homotopie de ces lacets.
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Exercice 4.1.21Décrire la repesentation de monodromie dans les baggst B.
Exercice 4.1.22Comparer cesasultats avec ceux obtenus powduation hypergonetrique.

Exercice 4.1.23Reprendre Btude dans le cagductible, en supposant, par exemple, Btie= PP = PY.
Indication : on pourra distinguer le casompktement &ductible ol I'on peut prendre P =pPF=pP du
cas reductible @rérique, ai la monodromie n'admet qu’une droite stable.

4.2 La correspondance de Riemann-Hilbert

Selon les mots de Hilbert au Comgrinternational des Matmaticiens en 1900, son vingt-et-amie
probeme (que “Riemann avaitéjh en vue”), tonsistea demontrer qu'il existe toujours unéequation
différentielle lireaire de la classe de M. Fuchs ayant des points critiques &t un groupe de mono-
dromie don@’. En fait, il y a trois traductions possibles : on peut chercher&tpsations fuchsiennes (ou
singulieres egulieres, ce qui revient auéme), des sysines fuchsiens ou des s¥stes singuliersaguliers.
Nous commencerons par le dernier cas, car c’'est le sela @ponse est toujours positive, et finirons par
le premier, qui est le plusafavorable.

Jusqua la fin de ce chapitre, nous fixons un lieu singulier {z,...,Zn,Zn1 = ©} C S, un point-
basep € S\ Z, et des lacetyi (1 < k < m+ 1) dansS\ Z, de basep et simples positifs autour dz.
Ainsi, ¥y, ...,Yy, sont des grérateurs libres du groupe fondamentgS\ X, p), ce qui permet d’identifier
'ensembleR, des anti-regesentations dey (S\ X, p) dansGL,(C) a I'ensembleGL,(C)™. Ce dernier
s'identifie naturellemerd un ouvert dense dé”zm, ce qui permet de condider I'ensembleR, comme une
variéte analytique de dimensiorfm. Précisons enfin que nous voulons aborder une situatioratelienne
et que nous supposerons donc partoutmue> 2.

Exercice 4.2.1La bijection ci-dessus entre I'ensemlig et la varéte GL,(C)™ dépend du choix des
gérerateurs du groupe fondamental. Montrer que la structure detvagfinie sur®, n'en cepend pas.

Exercice 4.2.20n suppose que la matride depend analytiquement de paraimes complexes,...,t;.
Montrer que 'application quia (t1,...,t;), associe sa repsentation de monodromie, est analytique.
Indication : il s’agit de la dependance analytique des solutionégliations difrentielles par rapport aux
paranetres (et aux conditions initiales), voir par exemple [9], chap. ¥8.1, ou [12], chap. X§7.

Pour c&finir rigoureusement I'application gaiuneéquation ou un sy8ime associe “sa” repsentation
de monodromie, nous fixons un ouvert non vide simplement confiexpii contientp. A tout syseme
différentiel(Sa) de matriceA régulier surS\ Z, on peut associer son unique solution fondamemgig
sur Q soumise aux conditions initiale¥(p) = I. Le prolongement analytique le long du laget(1 <
k < m+ 1) donne une solutiorX (z)Mg et nous prenons pour réggentation de monodromie asseiau
syséme de matricé I’ element deR,, qui s’identifie aumruplet(My, ..., My) deGL,(C)™. Cela s’applique
en particulier aux syémes singuliersaguliers, aux sysimes fuchsiens et aquations fuchsiennes. Dans
ce dernier cas, on utilise le sgshe assoé, dont une solution (matricielle) fondamentale admet comme
premere ligne une base fondamentale de solutions @guBtion : c’est donc par rappait cette base
gu’est calcuge la monodromie. Si I'on utilise une autre solution fondamentale ou une autre base, on obtient
évidemment une repsentation conjugtea celle que nous venons dédlire, donc coée par umm-uplet
de la formg(CM;C2,...,CMC 1) deGL,(C)™. On est donc conduit faire ofererGL,(C) surGL,(C)™
par conjugaison, selon la formule ci-dessus. L'ensemble quotient (ensemble des orbites) est I'engembles
des classes (de conjugaison) de ésgntations.
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4.2.1 Syskmes singuliers gguliers

Le theoeme qui suit @&t& cemonte pour la prens@re fois par Plemelj en 1908 ; celuiétiendait ainsi un
theoeme de Hilbert, @monté en dimension 2. Le #oeme a ensuitéte cemonté independamment par
Birkhoff en 1913, de maere plus simple et&réralisable. De r@me que le€quations irgrales peuvent
servira demontrer les thoemes d’existence de Cauchy, déme lesquations inégrales singukressont
I'outil adapé ici.

Théoreme 4.2.3 Toute représentation de monodromie peut étre réalisée (a conjugaison prés) par un systéme
régulier sur S\ X, fuchsien en 7y, .. ., Zy et singulier régulier en Zm;1 = .

Preuve. - La preuve de ce #toreme fera appead deux titoremes de factorisation de matrices analytiques :
le lemme de Cartan et le lemme (preliminary theorerpde Birkhoff. En fait, ces deux #oemes peuvent
étre subsumas sous un seul, la forme corgf@ du preliminary theorem, mais cela&alaire pas vraiment la
situation. Il y a en effet deux prolaatiques distinctes :

1. Celle d'un ouvert de&C, donc d’'une surface de Riemaonverte donc d’'une vaéte de Stein. Ici,

les matrices de monodromie sont quelconques etd’igtonetrique sous-jacente est que tout &br
holomorphe sur un tel espace est trivial.

2. Celle desS, donc d'une surface de RiemaoompactelLes matrices de monodromie soréds par une
relation (dans le cas de la sple de Riemann, leur produit est trivial), une sorte de “compensation”
duea la compac#. Maintenant, les files ne sont pasatessairement triviaux, mais, en gegre 0
(cas de la spre de Riemann), ils sont tout de&me assez simples.

Voici I' énoné@ du lemme de Cartan, que I'on admettra. On peut en trouver une preuve dans [21], chap.

VI, sec. E, th. 7, p. 195. Une version un peu plésarale esenon&e dans [3], chap. VII, §4.2.

Théoreme 4.2.4 Pour tout compact non vide K de C, notons O(K) I’anneau des (germes de) fonctions
analytiques au voisinage de K. On consideére les deux rectangles compacts ainsi définis :

3

K’ = [ag;ag] +1 [by; ]
K" = [ag;a4] +1 [bg; by]

ona; < ay<ag<ayethy <by;doncK = K'NK" = [ag;ag] + 1 [by; by]. Alors I’application suivante est
e

surjective :

GLy(O(K")) x GLy(O(K")) — GLy(0O(K))
(F',F") — F'F" (produit des restrictions au domaine commun de définition)

Voici la forme simple (un seul contour) du lemme de Birkhoff, dont nous nous servironsagigeiveau
lors de la classification des sggtes auxg-différences fuchsiens. La preuveéty pour I'essentiel, de [6],
en sera donee en appendice, ainsi que lédiditions pécises des termes empésy

Théoreme 4.2.5Soit C une courbe analytique fermée simple de C qui entoure O et soit M(z) une matrice
holomorphe inversible dans un voisinage de C. Soient Do, De les composantes connexes de S\ C contenant
respectivement O et . II existe alors un voisinage ouvert Vg de Dg et un voisinage ouvert Vo, de Do, et des
matrices M(©, M(®) holomorphes inversibles respectivement sur Vg et Ve, \ {00}, la matrice M(®) étant de
plus holomorphe (mais pas nécessairement inversible) en o, et telles que, sur Vo NVe :

MO = M) M.

Avant d’attaquer la construction proprement dite, un petit sorite expliqueratiaotie. Supposons que
le probBme soit esolu sur un ouvettl’, par un systme de matric&’ fuchsienne en toutes les singulast
dansU’ et qui y admetd conjugaison @s) la bonne monodromie : elle a donc une solution fondamentale
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X'(2) sur un ouvert simplement connexe dé dont la monodromie le long des lacatsconcerigs est
donree par les matrices prescrites.F8iest holomorphe inversible sur', H'[A'] est encore fuchsienne et
admet la ntme monodromie, pour la solution fondamental¢z) X’(z). Si la matriceH’ estméromorphe
en I'un des points critiques dahk, H'[A’] serasinguliére reguliereen ce néme point.

Enfin, si une situation analogue a lieu sur I'ouvgft, avec matric&d” et solution fondamental&” (z)
on peut recoller les matricés'[A’] et H”[A"] (qui résolvent notre proBme respectivement sur' etU”)
en une matrice qui leisoud sud’ UU”, a la seule condition que ces deux matriceimcialent sutJ’NU”.
Mais celagquivauta I'egalie H'(z2) X' (z) = H" (2) X" (z) surU’ nU”. Il s’agit donc de factoriser la matrice
X"(2) (X'(2)) L. Cela sera possible, selon le contestéaide d'un des deux #orRmes de factorisation qui
precdent.

Premiere étape : points critiquesa distance finie

A transformation affine du plan @s, on peut supposer que les abcisses (paéelkes) des points cri-
tiques sont deus deux distinctes ; quitta les renuréroter, on peut les supposer croissantes (les points
z,...,Zm vont de gaucha droite). A conjugaison ps, on peuégalement changer de point-bgset sup-
poser gqu'il y a un rectangle compact horizontal (donc verticRIui contient tous les points critiques
distance finie mais pgs On consi@re, pouk = 1,...,m— 1, un rectangl€X défini comme la partie dB
a gauche d’'une ligne verticalémarantz dez ;.

On sait Esoudre le prokime localement pour un seudlp, avec un sysme fuchsien standard (chapitre
3); donc, il est ésolu au voisinage dg;. On le supposeésolu au voisinage dey; on sait le ésoudre
(c’esta nouveau un probme local) au voisinage d’'un rectan@tecontenant, 1, rencontrani et tel que
Rc.1 = ReUR. En appliquant le lemme de Cartan, selon kethhode expligée dans le sorite, on construit
donc par écurrence une solution au voisinageRle

Deuxiemeétape : jusqu’a I'infini (et plus si affinit &s)

A translation pés, on peut supposer que le rectarigleontient I'origine. SoiC un contour analytique
fermé qui entoureR mais inclus dans le voisinad¥ deR sur lequel le proldme aété résolua la premere
étape, et soier’ la matrice fuchsienne ef’(z) une solution fondamentale ayant la monodromie prescrite.

SoitU” un voisinage ouvert simplement connexecgleontenant et ne rencontrant paR, etA” une
matrice qui esoud le prokime surU”, pour une solution fondamental¢”(z). Du fait que I'on a une
représentationde monodromie, la monodromie encompense toutes les autres, et les fonctions matri-
cielles X'(z) et X”(z) ont méme monodromie le long d&. Par congéquent, la fonction matricielle ho-
lomorphe inversiblex” (z) (X'(z))~* admet un prolongement analytiquaiformea la couronné)’ NU”.

On peut appliquea cette fonction matricielle le lemme de Birkhoff, obtenant ainsi une fonction matri-
cielle holomorphe inversiblel’ surU’ et une fonction matricielle holomorphe inversittlé surU” \ {}

(et meromorphe env) telles queH’(z).X'(z) = H"(2)X"(z) surU’NU"”. On peut donc recoller les deux
sysemes sutd’ UU” = S, obtenant ainsi un sy&me Egulier surS\ Z, fuchsien suz \ {«} et singulier
régulier enco et de monodromie prescrita Conjugaison @s). Le systme ainsi construit est rationnel, car
méromorphe sur la sg@ie de Riemann. O

Exercice 4.2.6 Discuter l'injectivite de la correspondance de Riemann-Hilbert. Plésiggment, soien

et B les matrices de deux sgshes eguliers suiS\ Z, fuchsiens suk \ {eo} et singuliers gguliers erw et

de néme monodromied conjugaison @s). Cemontrer qu'ils sont @romorphiquemeréquivalents, avec
une transformation de jauge dont les seld@kep sont danZ. Cette transformation de jauge est rationnelle.
Indication : soientX et9” des solutions fondamentales respective$3i¢ et de(Sg) qui ont néme mono-
dromie (\erifier qu'il en existe) ; poser F= X1,
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4.2.2 Syskmes fuchsiens

Exercice 4.2.7 Un syseéme fuchsien sus a pdles dans s’écrit :

X'(2) = <izéz> X(2),

les matricesé&siduelles; étant constantes. La matricesiduellea 'infini est :
m
Ami1=— Z\Ai-
i=

En 1908, Plemelj agsolu positivement le probine dans ce cas. Il construit d’abord une solution fuch-
sienne partout sauf en, ou elle est singuére Eguliere (voirsuprg. Puis il montre comment rendre le
syseme fuchsien partoutmais cette partie de la preuve est incorreate qui n’aéte remargé que plu-
sieurs @cennies plus tard. Voici les cas ane solution positive até (correctement) troae.

1. L'une des matrices de monodroni& est semi-simple : dans ce cas, les preuves de Plemelj et de
Birkhoff marchent.

2. Sitoutes les matricad; sont “suffisamment proches &g, Lappo-Daniliewski a construit une solu-
tion explicite en 1928.

3. Sin= 2 etmquelconque, Dekkers a obtenu la solution en 1979.

4. Silarepesentation est ieductible, Kostov (1991) et Bolibruch (1992) ont obtenu une solution posi-
tive.

Bolibruch a obtenu, entre 1989 et 1992, des contre-exemples avec 3 siggldardimension 4, et aussi
avec 4 singularés en dimension 3, et anafypieciment les conditions désolubili€ du probéme ; voir
[26] et surtout [2] (ainsi que [5] pour un survey).

4.2.3 Equations fuchsiennes

Il est connu depuis avant Hilbert, que, paun, n) # (2,2), la solution n’est pas possible avec des
équations fuchsiennes : cekesulte d'un “comptage des constantes”, autrement dit, d’'un argument de di-
mensions. Sans vouloir en donner ur@mbnstration complte, on va tout de Bme essayer de @xiser
les raisons mattmatiques de cette impossit#itComme aucun argument de dimension ne peugehgr
une application quelconqued&te surjective, il faut bietablir que I'application “refsentation de mo-
nodromie assoée” ou I'application “classe de conjugaison de la esgntation de monodromie as&#i
pos®de quelque prop#te spiciale. La continué ne suffirait pas, comme le montrent les exemples de
courbes qui remplissant un carHilbert, Peano, Von Koch ...) et la Bari€ serait sans doute trop deman-
der. On va montrer qu’elle est analytique. On introduit d’abord I'enserfpldeséquations fuchsiennes
pdles dang.

Exercice 4.2.8Montrer qu'une telleéquation est de la form&™ +a, f (™Y + ... +-a,f, ou chaques; est
de la formeR /[(z—z) -+ (z— zn)]', P étant un polydme de ded¥ < (m— 1)i. En céduire queE, est un
espace affine de dimensiom(n+1)/2—n(n—1)/2.

Il découle alors de I'exercice 4.2.2 que 'application “eg@ntation de monodromie assEiest analy-
tique deZ, dans®,. Comme la dimension d®, est bien sugrieurea celle deE,, I'application n’a aucune
chance cetre surjective. Cependant, ce qui nougiasse est la possibéitde Ealiser une ref@sentation
a conjugaison @s. |l faudrait donc munit;, d’'une structure de vaté analytique telle que la surjection
canonique deR, sur G, soit analytique et permette de calculer la dimension de ce quotient. En fait, I'action
de conjugaison d&L,(C) sur R, n'est pas assez “bonne” pour cela, en tout cas, pas partout. On va donc se
restreindred une classe de reggentations qui se comporte bien.
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Notons®, le sous-espace d&, formé des repsentations iéductibles (aucun sous-espace autre que 0
et I'espace total n’est stable). On peut montrer que c’est un ouvert defigediEnc une vaété analytique ;
voir par exemple [20], §9.

Exercice 4.2.9Le demontrer lorsque = 2.

On peut montreegalement que I'image}, de R, dans¢, peutétre munie d’une unique structure de
variete analytique de dimensia®¥m— (n? — 1) telle que la projectior®, — ¢} est une fibrationl¢c. cit,,
th. 27).

Exercice 4.2.10Montrer que le noyau de I'action par conjugaisonGle,(C) sur R, estC* : c’est donc
PGL,(C) qui opere. Montrer que I'action de ce dernier Ry est sans point fixe et eréduire la dimension
des fibres de la fibratioR, — C}.

Indication : cela é&coule du lemme de Schur sur les morphismes dé&septations ireductibles.

Soit E}, I'image réciproque deR; par I'application deZ, dans®,. On peut montrer qu’elle est constse
deséquations fuchsiennes dont l'egateur assoeiest factorisable, et que c’est un ouvert densgde

Exercice 4.2.11Le demontrer lorsque = 2.

L'application deE/, dans(, ne peutetre surjective que si celle d&, dans(, I'est. Cela n’est possible
que sirfm— (n® — 1) < mn(n+1)/2—n(n—1)/2, ce qui entrainen < (n+2)/n, doncm=n = 2.

Exercice 4.2.12Déduire de létude faite en 4.1 que, poor= n = 2, on a bien la surjectivit
Indication : la section 4.1 est loin étre suffisanté elle seule, car elle ne permet de traiter que le cas
gérérique d’'une repésentation ireductible avec deségérateurs semi-simples.

Remarque 4.2.13Un contournement classique de I'obstruction ci-dessus (dimension de I'espageatte d
insuffisante) est I'introduction deingularitts apparenteson autorise degquations fuchsiennes ayant des
pdles supm@mentaires, mais en lesquels la monodromie des solutions est triviale. Bolibréhcaté
que, si I'on ajoute exactement le nombre de singuwardpparentesteessaire pour que la dimension de
I'espace de @part soit suffisante, alors laponse est positive ; voir [2].
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Deuxieme partie

Equations auxg-diff erences
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Chapitre 5

Introduction et boite a outils

Dans toute cette partie du couggjeésigne un complexe non ndé module diffrent del : cette condition
est essentielle si I'on veut faire de I'analyse. Cependant, deux convention&pantities : & |g| < 1 et
|g| > 1. Elles jouent undle parfaitement sygtrique, mais donnent lieudes formules diffrentes.

Exercice 5.0.14Trouver dans [13] des incéhences dues auatange de ces deux conventions.

Dans la section 5.1, nous supposerons qued) < 1, pour pouvoiétudier les &ries hypergonetriques
basiques avec les formuleéspandues dans la Etature [16], etc ... Puis, pour laébrie gerérale, on prendra
|g| > 1, comme dans [47] qui est le support des chapitres qui vont suivre.

5.1 Equation hyperggometrique basique

Dans cette seule sectipan a 0< |g| < 1; on peut doné&crireq = €™ avect € H. Chaque fois que
I'on lira x = of, resp.q— 1, il faudra donc comprendre= €™, respt — 0, T € 4.

5.1.1 Symboles de Pochhammer
Proposition 5.1.1 Notons, pourx€ Cetne N :
n-1

(X an = |1(1—Xd)~

Alors, pour  — 1 (I’entier n étant fixé) :
(A @)n ~ (1—0)"(&)n.

Preuve. - Pour chaquéc {0,...,n—1},ona 1- g ~ (1—q) (€ +i). O

Proposition 5.1.2 Notons, pourx € C :

08 = Iim (0 = [] 1= xd).

Cette limite existe quel que soit X € C et elle définit une fonction entieére qui admet le développement en
série : 1o
O

(X; q)°° = n;) (q’ q)n X
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Preuve. - Le membre droit est une&ese entere dont les coefficientsvifient :

=1
n-1 . -
vn>1,uy= —f_—qn Un—1 i.e. d"Un — 9" tup_1 = U

So rayon de convergence est donc infini.D’autre part, en multipliant les deux membres de cett@ derni
égalié parx” et en sommant pour > 1, on en @duit que cette&ie est le @veloppement d’une fonction
entére f telle quef(0) =1 et(1—x)f(gx) = f(x) pourx € C. On itere cetteéquation fonctionnelle :

f00=(1-xf(g0 = (1)1 -gf (%) =... = (xAnf(d%) = ... = (x G f(0).

O
C’est hien fir I'équation fonctionnelle satisfaite par le produit infini qui a permis de trouver les coeffi-
cients de la &rie.

Exercice 5.1.3Vérifier que(a; d)nsp = (& q)n(ad™;0)p €t (a;0)e = (&;9)n(ad"; ) co-

Exercice 5.1.4Démontrer lehéoreme g-binomial

(X Do = (& Dn_n
(X Q)e 7n;)(QiCI)nX'

Indication : le membre gauche dé&balite est une fonction holomorphe au voisinag@delle que {0) =1
et(1—ax)f(gx) = (1—x)f(x).

Exercice 5.1.5Déduire du tkoemeg-binomial le ceveloppement eresie deﬁ.

Exercice 5.1.6 Dans chacun des exerciceggrdents, essayer de deviner ce qui se passe lotsgui.
Indication : consulter le chapitre sur la confluence et [13].

5.1.2 Sries hypercgeonmétriques basiques

Définition 5.1.7 La serie hypergoneétrique basiqué de parardtresa,b,c € C est :

< (@a)n(b;g)n
P@b.CAD= S DG

Dans la pratique, on exclura les casg@rerés en imposart ¢ g~ N (tous les termes sont bie@fihis)
eta,b¢ N (la rie n’est pas un polygme).

Théoreme 5.1.8(i) Le rayon de convergence de cette série est 1.

(ii) La fonction holomorphe ® sur D(0,1) y vérifie I’équation fonctionnelle aux g-différencedinéaire a
coefficients rationnels :

Vze D(0,1) , ®(6P2) — A(2)P(q2) + W2)D(2) =0,

avec
(a+b)z—(1+c/q) z-1

A e R A Tk

(iii) La fonction ® admet un unique prolongement analytique 2 C\ q~N avec des poles simples sur la demi-

spirale logarithmique discréte q~N.

1L e motbasiquefait ici réferencea labase q
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Preuve. - Les coefficients de laésie hypergongtrique basiquearifientug = 1 et la relation de&currence :

(L-ad)(1-be)
(L= o) (T—q*) "

On a donc limun;1/uy, = 1, d’ol le rayon de convergence.

vnéN,Un+1:

Onécrit, pour toun € N :

z(1—ad")(1—bd"un2" = (1 —cd")(1— g Hun 12"

En sommant poun € N, on trouve :
c c
z(®(2) — (a+b)P(q2) +abd(¢?2)) = d(2) — (1 + a)cp(qz) + acp(qzz),
d’ou I'on tire immeédiatement BEquation fonctionnelle.

Supposong> prolonggea un disquéS(O, la|~¥) avec les propétes indiqies (Bles,equation fonction-
nelle). Posons, poure D(0,|g| %) :

B2 - ﬁgtv(qz)u(lz)m(qzz)
((a+ bz~ (1+¢/) P(q2) - (abz-c/qd(cF)

z—1

La restriction deb aB(o, |g|~K) estd, puisque celle-ci &rifie I'equation fonctionnelle. Leses ded sont
1 etq 1x ceux ded. En iterant ce processus, @endd comme @sieé. O

Exercice 5.1.90n posea = %, b= g?,c = q". Qu'observe-t'on lorsqug — 1 ?

Exercice 5.1.10Dessiner la spirale logarithmique digteq? et les deux demi-spirales™.

5.1.3 Resolution locale de léquation

SLOGAN. - Dans le monde degdifférences, il n'y a que deux pointstol'on puisse se localiser 0 et
oo ; car ce sont les seuls points fixes de 'automorphisme> gzdeS..

Exercice 5.1.11Soith € Aut(S) = PGL(C) une homographie supp&s non triviale. On a alors une di-
chotomie :

— cas @rérique :h a deux points fixes ; elle est conjugpa une dilatatiorz — gz, g € C*\ {1};

— cas @geréré :h a un seul point fixe ; elle est conjugea une translatioa+— z+t,t € C*.
De plus, deux dilatations— gz, z— 'z sont conjug@es entre elles si et seulemend/si= g** ; toutes les
translations non triviales sont conjuegs entre elles.

On introduit la notation (que nous conserverogsamais)oq®(z) = ¢(qz). On peut alors &crire
I' équation fonctionnelle trowe plus haut sous la forme :

030 — Ao+ pp=0.

Cetteéquation admet la solutiop= ®(a, b, c;q,—), qui est une &rie de terme constant 1. Si I'on cherche
une solution sous la form@ = 2y avec une &rie ) de terme constant 1, il suffit de savoir gae= 2
vérifie la relationogey = dey avecd = a? # 0 pour voir quey est solution de Bquation :

A
OB Nogh+Hb=0, N=2 W =1
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Comme(0) = 1, une condition &cessaire (obtenue en faisant 0) est que - A'(0) + I/ (0) = 0, autre-
ment dit, qued est racine de équation caraétistique :

d? —A(0)d +p(0) = 0.
Dans notre cas, les seules solutions sbatl etd = g/c.

Exercice 5.1.120n suppose& ¢ g et I'on écrit c = Y. Vérifier qu'il existe une &rie hypergoneétrique
basique) telle quez}—Yy est solution.

Remarque 5.1.13Les anciens (Adams, Carmichael, Birkhoff ...) utilisaient des fonctions multiformes
commeZ’. Nous verrons au chapitre 6 qu'il est possible de trouver, pour doatC*, des fonctions
méromorphesiniformes g € M (C*) telles quesgey = dey.

L’ équation hypergonetrique basique peétre convertie en syiine par le proece usuel de vectorisa-

o(pcp)’ et I'on constate que &quationéquivauta agX = AX, ol I'on fait agir oq sur
q

chaque composante du vectéuet ai A= (—OH }%

inversible n'est pas fortuit. Il vient de ce que I'on agessairement+ 0. En effet, unéquation du second
ordre avec “terme constant” nugq)— Aog@ = 0 se ranéne imnédiatemena uneéquation du premier ordre

Oqp— oal()\)(p: 0, cela, parce queq est un automorphisme du corfsz).

tion : on poseX =

€ GL(C(2)). Le fait que la matricé\ du syséme est

D’apres I'exercice ci-dessus, s g%, on a troue une solution matricielle fondamentafes GLo(M (C*)).
Toute solution vectoriellX € M (C*)? s’écrit alorsX = XV avecV € M (C*)? constant c’esta-dire tel
queaqV =V. Le corps des constantee la theorie est donc le corps :

M(C*)% = {f € M(C") / aqf = f}.

Ce corps n'est pagduitaC, on I'explicitera au chapitre 6. Les solutions vectorielles dusyso X = AX
forment donc un espace vectoriel de dimension 2 sur ce corps, les colonnes de la solution fondamentale
en constituant une base.

5.2 Equations et systmes

Tout ce qui suit garde un sens sureorps aux difefrencegjuelconque, c’esi-dire un coupléK, a),
ou ¢ est un automorphisme du corps commutitifvoir par exemple [37] pour de telle@geralitts. Nous
prendrons pouK I'un des corps de fonctions(z), C({z}), C((2)), et ausstM (C) qui joue un plus grand
role dans le cas desquations auxl-difféerences que dans le cas @epiations diferentielles : il suffit de
penser ce que I'on a prow sur le domaine de&dinition de la fonction hypeipnétrique basique. Nous
prendrons pouo I'automorphismesg deK défini parog f (z) = f(qz). Nous parlerons alors plttdecorps
aux g-diferences

Le corpsK ci-dessus est le corps des coefficients &lpsations, sysmes ... que noustudierons, mais
les solutions serorét chercher dans un ensemble plus grand. On se donne doafgabee aux diftrences
sur(K,0) : c’est uneK-algebre munie d’un automorphisme gétendo = og, et que nous noterons de la
méme marere. Pour nous, I'akgpre4 sera presque toujouf (C*) (donc un corps) et son automorphisme
seragg encore @fini parogf(z) = f(gz). On parlera donc dlgebre aux g-dirences

5.2.1 Ogerateurs, équations

Un opérateur aux g-difirencesurK est un ograteur de la formg ako‘é, avec des coefficient € K
(nuls sauf un nombre fini) et les exposakits Z. Il agit sur4 par f — zakog(f). Ces ojgrateurs forment
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une sous-algbre de 'algbre des endomorphismes@tespace vectoriell. On prendra garde que, comme
les oferateurs diferentiels (dont ils sont les cousins), ils sont bitinéaires mais pas-linéaires.

La structure de cette sous-alye estésungée par le fait qu’elle est 'image d’'uradgebre de polyaimes
de Laurent non commutatifs
Dok =K < 0,071 >,

dans laquelle la multiplication est totalemenésifiee par le fait que c’est uri€-algebre qui, comme-
espace vectoriel admet pour base la famillealek € Z et par la ggle de (non-) commutation suivante :

vacK , vkeZ, cfa=ok(a)ak.

Cette Bgle se comprend bien si I'on observe qifa repiesente le compésdes oprateurs (&finis sur4) :
f — af eta¥, donc l'ogerateurf — og(af) = o§(a)ok(f).

Exercice 5.2.1Vérifier que I'on obtient ainsi uni-algebre.

Exercice 5.2.2Soit d une crivation deK, par exempleD = d/dzou 6 = z d/dz Définir les ogerateurs
differentielsy axdX (ici, tous lesk > 0) sur une algbre diferentielle, puis I'algébre de polydmes non
commutatifs correspondanke< d >.

Indication : ici, on doit céduire la egle de commutation de la formule de LeibniéZab) = ad(b) +d(a)b,
donc posed.a= d(a) + ad. Il faut ensuite éfinir .a pour ke N quelconque.

Du fait quegy est inversible et qui est un corps, on peécrire touteequation auxj-différences sous
la forme :
(Ea) ogf+aoy f+---+anf=0,a,#0,

donc sous la form®.f = 0, ol P est un ograteurentier, unitaire:
P=0o"+a0" 4 - +an

On peut néme supposd? propre c'esta-direan # 0. En fait, toutlement deDq k est de la formel.P avec
u inversible etP entier, unitaire, propre.

Définition 5.2.3 L' équation(Ea) est ditefuchsienne e si tous lesy; sont holomorphes en 0 et si de plus
an(0) # 0.

Exercice 5.2.40n suppose équation(E,) fuchsienne en 0. Diré quelle condition cettéquation admet
une solution &rie f telle quef(0) = 1. Direa quelle condition elle admet une solution de la foepg, ou

f est une érie telle quef (0) = 1 et, a1 la fonctioney vérifie la relationogeq = dey pour un certaird € C*.
Indication : on doit trouver une &quation caradtristique” dont d est solution, comme dans le cas des
hypergongtriques basiques ou dans le cas égsiations difrentielles.

f

oqf
Enfin, on vectorialisera&quation(Ea) en posank = c.1 , d’oul le syseme :
-1
og - f
0 1 0 0
0 0 1 0
(Sa) OgX =AX, A=A, =
0 0 0 1
—8n —an-1 —an-2 —a

Notons que, du fait qua, # 0, on a def # 0.
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5.2.2 Sysemes

Deéfinition 5.2.5 Un syséme auxg-différences de rangsurK est un sysime :
(Sa) 0gX =AX, Aec GLy(K).

Exercice 5.2.6 Montrer que siA € Mp(K) est singulére (ceterminant nul), le systneogX = AX peut se
rameneia un systme de rang irérieur.
Indication : si le rang de A est g n, on peut & conjugaison p&s) supposer que toutes ses lignes sont

combinaison ligaires des p preréres ; on peut alorgcrire A= (04P)A’ avec P= <Ip> .OnaB=APe¢c

C
GLp(K) et les solutions X déSa) sontles X=PY, a1Y est solution déSg).

Définition 5.2.7 Unesolution fondamentalde (Sa) dansA4 est une matric&l’ € GLy(A4) telle queagX =
AX.

Proposition 5.2.8 S’il existe une solution fondamentale de (Sa) dans 4, les solutions (vectorielles) de (Sa)
dans A forment un module libre de rang n sur I’algebre 4% des éléments Oq invariants de A ; une base de
ce module est constituée par les colonnes de X.

Preuve. - On peut toujoursecrire X = XC avecC € 4" (puisqueX est inversible), et I'on a alors les
équivalences suivantes :

0gX =AX & 04q(XC)=A(XC)
& (0gX)(04C) =AXC
& 04qC =C puisqueogX = AX € GLy(A)
& Ce (%),

O

Exercice 5.2.9Le rang de I'espace des solutions est toujoursgjrdamment de I'existence d’une solu-
tion fondamentale) majérparn.

Définition 5.2.10 L algebre des constantest 'algebre de€lementsog-invariants deq :
A% ={fea/oqf =f}.

En particulier, si4 est un corpsd°a est aussi un corps et, dans la proposition, les solutions forment un
espace vectoriel de dimensiarsur le corps des constantes. Si, par exemfile; M (C*) (qui sera notre
favori), le corps des constantes est un corps de fonctions elliptiques, comme on le verra au 6.1.3

Exemple 5.2.11L équation la plus simple es&juation de rang 1 :
oqf =1,
(a comparer avec son analogue @ifintielD f = 0), dont les solutions forment 1@%3-module 7.
Exemple 5.2.12L' équation la plus simple suivante esiduation de rang 1 :
oqf =cf,ceC’,

(a comparer avec son analogue @iéintieldf = cf,c # 0). Sie; est une solution inversible dack ses
solutions forment le72°-module.2%e..
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HYPOTHESE : nous supposerons qué contient, pour chaques € C*, un élement inversible tel que
04€c = C&.

Exercice 5.2.13Montrer queyc,d € C*, o = o2 € 4%.

Exemple 5.2.14Premier systme ne se ramenant paslesequations de rang 1 :

O'qX—<1 1>X<:> Oqf =19 ,enposanx_(f>.
0 1 0q9=9 g

. 1 . . . . .
Onala soluuor( > ; pour la compgter en une solution fondamentale, il faut prergineversible ; si I'on

0

déshomogreise en posant = Ig, il faut ggl =1+1; dans ce cagy=1 et (I

()

HYPOTHESE : nous supposerons qué contient unélementl tel queagl =1+1.

) conviennent, d’a la

solution fondamentale :

Exercice 5.2.15Montrer, avec ces seules hypé#ies, que I'on peugsoudre tous les syshesa coeffi-
cients constants (leur trouver une solution fondamentale).

Indication : reprendre la rathode via la @composition de Dunford utié® pour les sysmes fuchsiens
standards ; ou bien voir le chapitre 6.

Définition 5.2.16 Soit A € GLy(K) (matrice d’'un systme auxg-différences). Pour tolit € GL,(K), ma-
trice d’unetransformation de jaugenous notons :

F[A] = (04F)AF 1,

et nous disons quB = F[A] estéquivalenta A : rationnellement sK = C(z), méromorphiquement si
K=M(C)ouC({z}), etc ...

On fait ainsi ogerer le groupeGL,(K) a gauche sur I'ensemble des syses auwxg-différences. Si
B = F[A] et si(Sa) admet la solution fondamentak, alorsFX est une solution fondamentale (8s) ;
plus geréralementX est une solution (vectorielle) d&a) si et seulement $t X est une solution déSg).

Réciproguement, st et sont respectivement solutions fondamentales degmsyst de rang (Sa) et
(Sg) dans4, alorsF = 9 X! € GL,(4) verifie F[A] = B; mais, bien &r, cela ne dit pas que € GLy(K)!

Notre but principal est la classification rationnelle des sgates auxg-différences lirgaires rationnels.
Pratiquement, nous nous cantonnerons auxsgyssfuchsiens

5.2.3 Lelemme du vecteur cyclique

Une preuve algbrique @rérale en sera doée en expds(voir 8.5). La jolie @monstration qui suit est
adapée de Birkhoff (et reproduite telle quelle de [47]). Elle esdigee pour le casoK = C(z) mais reste
valable siK = M (C) ouC({z}).

Définition 5.2.17 Le lieu singulierd’une matriceA € GL,(K) est :

S(A) = Podles deAU Poles deA™?
= Pbdles deAU Zéros de deA.
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Dire que(aqF )AF ! est de la formed,, c’est dire que les lignesV, ..., f(" deF sont lintairement
indépendantes et que, f()A = (1) pour 1<i < n— 1. Nous cherchons doric= (fy,..., f,) € C(2)"
tel que, en posant

fO=f
f0+2) — g f DA pour 1<i<n—1

on obtienne une bagé™ ..., f() deC(2)".

et 'on impose les conditions :

(fi(20), ..., fn(20)) = &1
(f1(920), - .-, fn(020)) = €2A(20) 1

(f1(@"20),..., fa(q"'20)) = enA(z0) *A(q0) 1+ - A(Q" 20) !

ou (ey,...,e,) déesigne la base canonique@é)". Ces conditions soi@videmmenté&alisables avefy, . . ., f, €
C(2). Elles signifient que la matricE € M,(C(2)) de lignesf®, ... (0 vérifie F(z) = I, donc que
F € GLy(C(2)). On en @&duit :

Théoréme 5.2.18Tout systéme aux g-différences (linéaire, a coefficients rationnels) de rang n est ration-
nellement équivalent au systéme associé a une équation aux g-différences (linéaire, a coefficients rationnels)
d’ordre n. O

5.3 Un peu de formalisme

Le contenu mathmatique de cette section est presque vide, on veut simplement s'y donner un lan-
gage commode. Le lecteur est chaudementérvichercher dans chaque cas “l'analogue classigue”,
concernant leéquations diférentielles.

5.3.1 Modules auxg-diff érences
Posons, pouA € GL,(K) etX € 4" :

Pa(X) = A" tggX.

Nous consiérons le couplg¢K",®,) comme un moéle du systme(Sy), de la néme margére qu'une ma-
trice agissant sur un espace vectoriel est unated'un systme déquations ligaires.

L'analogue diferentiel de cet objet e8K", Aa), 0UAA(X) = 0X — AX, qui mocklise le systme diferentiel
0X = AX (ici, 0 est une @érivation).

Remarque 5.3.1Par rappor@ la situation “primitive” des systmes déquations ligaires, des matrices,
endomorphismes et espaces vectoriels, la dificatinceptuelle ici (comme dans le cas @&lifintiel) est
gu'il y a d’'une partun corpsK des coefficients desquations, du sy8tne, de la matrice, etc .d,autre
part une algbre (ou un corpsy ou I'on cherche les solutions : alors que, pour degiations ligaires, il
découle du thome de RoudirFonte® qu’une telle distinction n’a pas d'objet. Ainsi, I'objgd", ®4) est

un mocktle du systme(Sa) et ses propétes al@briques seront utiles pouédrire sastructureet celle des
solutions, si celles-ci existent. Mdigxistencedes solutions (ou d’'un contingent “suffisamment grand” de
solutions, comme dans legbeme de Cauchy pour I&€gjuations difrentielles) concernera péit'algebre

4 et ses propétes analytiques.
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Pour comprendre laadinition qui suit, il est suggré de cherchea priori de quelles propétés algbriques
jouit 'opérateurd que nous venons d’introduire.

Définition 5.3.2 Un module aux g-difrencessur le corps aux-differencegK, oq) est un coupléV, ®)
formé d’'unK-espace vectoriel de dimension fiMeet d’'unautomorphismeg-linéaire ® deV : autrement
dit, ® est un automorphisme du grougeel que :

VA e K, VxeV , ®(AX) = aq(A)P(x).

L'analogue diferentiel serait un couplé/,A) formé d’un K-espace vectoriel de dimension finie
et d’'uneconnexionA deV, autrement ditA est un endomorphisme du grougetel quevA € K | ¥x €
V , A(AX) = 0(A)x+AA(x). Laag-linéarié est donc un analogue multiplicatif de &gte de Leibnitz.

Définition 5.3.3 Un morphisme de modules auxdifférencesV,®) — (W, W) est une applicatiorK-
linéaireu:V — W telle queWou = uo®. Un isomorphisme est un morphisme bijectif (son inverse est
alors un morphisme).

Exercice 5.3.4Montrer que par le choix d'une base tout module autifférences est isomorphkeun
module de la forméK", ®,).

Le module awg-différencegV, ®) est donc un mogleintrinséque(indépendant des coordoges) de
(Sa) etded,, de meéme qu’un endomorphisme est un mEintringque d’un systme déquations ligaires
ou d’'une matrice.

Exercice 5.3.5Formuler les analogues d&ffentiels.

Définition 5.3.6 UnecatégorieC est la donie
— d'une classé Ob(C) d’objetsde C;
— pour chaque couplgX,Y) d’'objets deC, d’'un ensembléor(X,Y) demorphismesle X dansY :
on note de magire abéggef : X — Y pour f € Mor-(X,Y);
— pour chaque objet de ¢, d’'un (endo)morphisme idenditlx ouldx € Mor(X,X);
— pour chaque tripletX,Y,Z) d'objets deC, d'une application de compositioff,g) — go f de
Mor-(X,Y) x Mor(Y,Z) dansMor (X, Z).
Ces donkes sont soumises aux axiomes suivants : “la” composition est associative et “le” morphisme
identite est neutre, autrement dit, legali€s suivantes songvifiees chaque fois que leurs membres droits
et gauches sonéfinis :
folx=1lyof ="f,
et
ho(gof)=(hog)of.

On c&finit de maréreévidente les notions d’endomorphisme, d'inveisdroite, d’inverséx gauche, d'in-
verse tout court, d'isomorphisme, d’automorphisme ...

Noter que les notions de monomorphisme dépithorphisme ne sont pas du tout (augsiddentesa
définir.

Exercice 5.3.7 Le lecteur courageux@rifiera sans peine (mais avec soin) que les moduleg-gifkérences
sur le corps auxl-differencegK, oq) forment une cagorieDif fMod(K, og) ; il notera au passage I'abus
de langageé&pandu : pour parler de é&gjorie, il faudrait mentionner les morphismes, les idéstit les
compositions et pas seulement les objets.

Exercice 5.3.8 Faire la n@me chose pour les modules éifentiels.

20n ne peut dire ici “ensemble” pour des raisonstamat@matiques, mais nous nous comporterons exactement comme s'il
s’agissait d'un ensemble.
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5.3.2 Dqk-modules

Soit (V,®) un module auwg-différences sufK,aq). On peut @finir sur le group&/ une structure de
Dqk-modulea gauche en posant, pdRfo) € Dy etveV :

P(o).v= z a®*(v), ol P(c) = z aok.

Cette o@ration est bien connue dans le cas de &hlg lirgaire : tout espace vectoriel muni d’'un endomor-
phisme Igrite d'une structure de module sur I'anneau des fintyes. Bien @r, c’est parce qué n’est pas
vraiment lirtaire (il ne commute pas avec les hon@ibs) que I'on se retrouve ici avec un module sur un
anneau non commutatif.

Exercice 5.3.9 Vérifier que I'on a bien un module.
Indication : il s’agit surtout de @rifier I'égalitt P(Q.v) = (PQ).v, qui cecoule de la dfinition sgciale du
produit dansDqk .

Pour tout anneau (pagcessairement commutati®) on noteraR— Mod la cagégorie desR-modulesa
gauche avec les morphismigdinéaires. Il est classique que c’est uneegatrie, mais on peut tout deéme
le vérifier ! Nous voulons formaliser I'ide qu’un module aug-diff érences donne lieu (comme on I'a \au)
un Dy k-modulea gauche et que cela est compatible avec les morphismes, lesésigletit compositions,
etc ...

Définition 5.3.10 Un foncteur¥ : ¢ — (' de la cakgorieC dans la catgorieC’ associed chaque objex
de C un objet¥ (X) de ¢’ eta chaque morphisme: X — Y dansC un morphismef (u) : F (X) — F(Y)
dans(’, de mangére compatible avec les structuresélgques, autrement dit, l€gjalies suivantes sont
verifiees chaque fois que leurs membres droits et gauchesé&fomisd

F(Ix) = 1gx),

et
F(gof)=9F(g)oF(f).

Exercice 5.3.11Définir soigneusement un foncteur Def fMod(K, aq) dansDqk —Mod.

Naturellement, nous serons surtougéisgs par lesDg k-modules qui sont de dimension finie $Gr
que nous voulons congider comme sous-d@&gorie deDyx —Mod.

Définition 5.3.12 La sous-caggorie pleineC’ de la caggorie formée des objets d'une sous-clag¥ele
Ob(() est cefinie comme suitOb((C’) = O’ et, pour deux objetX etY deO’, Mor~(X,Y) = Morq(X,Y).
De plus, les identits dang”™ sont celles dang et les compositions dang sont les restrictions des com-
positions dang”.

Ainsi, les Dq k-modules qui sont de dimension finie $uforment une sous-cagorie pleine d&gk —
Mod, que nous noteron®g x — Mod'. Notons que I'on peut les caréciser dans le langage de I'alore
commutative :

Exercice 5.3.13Démontrer que ces modules sont en faitdgg -modules de longueur finie.
Exercice 5.3.14Reprendre tout cela dans le cas @iéntiel.
Exercice 5.3.15Définir la caégorie des coupled/, ) formés d’'un espace vectoriel de dimension finie et

d’'un endomorphisme de cet espace, et la compataicaégorie des modules sur I'anneau des polyes
KI[T].
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5.3.3 Equivalences

Nous voulons formaliser 'idle qu'un module aux-différences est “la Bme chose” qu'urDgk-
module, au moins sous la condition que ce dernier soit de dimension finie cé¥espace vectoriel :
on a donc une inclusion de égories. Mais les cagories ne sont pas des ensembles, et cela de bien des
mankeres. |l faudra donc s’accoutumer awfiditions qui suivent. Elles paraitront sans doute plus naturelles
au chapitre suivant, quand on y fera appel pour formuler Gatme de classification.

Définition 5.3.16 Le foncteur ¥ : C — (' est ditpleinement fidle si, pour tout coupléX,Y) d'objets de
C, il induit une bijection :

f— F(f)
Mor(X,Y) — Morq~(F (X), F(Y))

On \érifie facilement que, pour tout foncteur, deux objets isomorphes ont des images isomorphes ; pour
un foncteur pleinement fede, la Eciproque est vraie (leévifier!) et I'on a au moins une notion primitive
d’injectivité. Mais en fait, nous voulons exprimer plus : en coasadt un module aug-diff érences comme
un Dy k-module, on ne change pas la notion de morphisme.

Exercice 5.3.17Le foncteur @fini precedemment d®if fMod(K,oq) dans?Dqk — Mod est pleinement
fidele.

On veut maintenant priser “'image” de ce foncteur, c’estdire expliciter la catgorie des objets
effectivement atteints. Cependant, dans le contexte degaris, la notion d'image et la notion de surjec-
tivité n'ont pas grand intét. Nous allons tenter de lillustrer par une disgression sur un exemple amusant
mais significatif, et d'ailleurs lui-@me tes important en maématiques. Nous psentons cet exemple sous
forme de suite d’exercices.

Exercice 5.3.18Définir une catgorie dont les objets sont les espaces topologiquesgsainbuplegX, X)
formés d'un espace topologiqueet d’un pointx € X ; et les morphismegX,x) — (Y,y) sont les applica-
tions continued : X — Y telles quef(x) =.

Exercice 5.3.19Définir la cagégorie des groupes et des morphismes de groupes.

Exercice 5.3.20Montrer qu’en associaitl'espace topologique poitX, x) le groupem (X, X) des classes
d’homotopie de lacets de bazalansX (groupe d’homotopie dé€X,x)) et,a f : (X,x) — (Y,y), le mor-
phisme de groupes. : ™ (X,x) — 1 (Y,y) qui, a la classe d’homotopie du lacgassocie la classe d’ho-
motopie du laces oy, on c&finit un foncteur.

Exercice 5.3.21Démontrer queZ n’est pas dans I'image de ce foncteur : il n'est le groupe d’homotopie
d’aucun espace poiat

Indication : I'élémentO de Z est cefini comme une classeé&tjuivalence de couples d’entiers naturels
lorsque I'on construiZ a partir deN. En tant qu’ensembl®, contient donc des couples d’entiers naturels.

Il ne contient aucun lacet dans un espace topologique, et n’est donc la classe d’homotopie d’aucun lacet.

Bien dir, de nombreux groupes d’homotopie sont isomorghest de nombreuses classes d’homotopie
de lacets sont triviales efidentifientdonc naturellemena I'entier relatif 0. Remarquons qu’il y a une
subtilitt analogue quand on parle “du” groupe trivial : est{€@ C R ou bien{1} C C* par exemple ?
Limportant est que ces objets sont surtout claireméfings a isomorphisme grs

Définition 5.3.22 On appellémage essentielld’'un foncteur¥ : ¢ — (' la classe des objets @& qui sont

isomorphes un objet de la formé& (X), X € Ob(C). Par extension, on appebgalement image essentielle
de ¥ la sous-catgorie pleineC” de ' formée de cette sous-classe d'objets.
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Ainsi, Z est dans I'image essentielle du foncteur “groupe fondamental” (en fait, on @ewrdrer que
celui-ci est essentiellement surjectif selon &idition suivante).

Définition 5.3.23 Le foncteur¥ : ¢ — (' est ditessentiellement surjectsfi son image essentielle ast
Uneéquivalence de cagoriesest un foncteur pleinement &tk et essentiellement surjectif.

Comme unetquivalence n’est pagaimentsurjective, elle n'admet pas vraiment d'inverse : on peut
cependant &finir une notion de quasi-inverse et Eguivalences en ont.

Exercice 5.3.24Veérifier que le foncteur @redemment éfini est unequivalence d®if fMod(K, oq) sur
la sous-cdigorie pleineDyk —Mod' de Dy — Mod.

Exercice 5.3.25Traiter de marére analogue I'exemple des modulesé@liéntiels et celui des espaces vec-
toriels munis d’'un endomorphisme.

Exercice 5.3.26 Définir la cagégorie des ref@sentations liaaires complexes de dimension finie d’'un groupe
G. Dans le caswce groupe est, montrer qu’elle eséquivalentex la caégorie des modules de longueur
finie sur 'anneaC[T, T 1] des polydmes de Laurent. Tenter une description similaire @yresp. pour

le groupe librea deux @nrérateurs.

Exercice 5.3.27Décrire la correspondance de Riemann-Hilbert sous la forme @&guigalence de cagories.
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Chapitre 6

Résolution locale

6.1 Theorie des fonctions

Dorénavant)g| > 1. Onécriraq = € 2™, avect € A etp =g 1. On convient donc que, quelque soit
le complexen, q* = e 2™,
6.1.1 Lafonction Theta de Jacobi

Il y a toute une famille de fonctions Theta “classiqueséfidies surC et automorphes pour ugseau
de C : nous en verrons une plus loin. Jacobi ené&dird des variantes multiplicativesgfinies surC* et
satisfaisant degquations aux-différences.

Deéfinition 6.1.1 La fonction Theta de Jacol§gui nous concerne) est :

9 (Z) _ (_1)nq—n(n—1)/22n.

Des variantes dé et leur relation avec celle-ci sonédrites dans [53], [34], [22] par exemple.

Proposition 6.1.2 La fonction 8¢ est holomorphe sur C* et vérifie I'équation aux o-différences :
Vze C*, B4(q2) = —q4(2),
soit encore 0q8q = —0 .

Preuve. - Cette &rie converge normalement sur tout compac€det cefinit donc une fonction de(C*) ;
argument alternatif 6 est somme d’uneésie entére enz et d’une &rie entére enz %, toutes deux de
rayon de convergence infini. On peut alors calculer, pourzeut* :

8q(a2) = %(—1)”61’”(“’1)/%“2”
ne

= z(—1)'*+1¢"<f‘+1>/2q”+1z“+l (decalage d'indice bijectif darig)
ne

= —qz g(_l)nq—n(n-‘rl)/zqnzn

ne

= —qz %(_1)nq—n(n—1)/22n

ne

= —0Bq4(2).
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Exercice 6.1.3Etudier £€paément les deux fonctions :

eg(z) = Z (_1)nq—n(n—l)/22n et ea (2) = ZO(_l)nq—n(n—l)/zzn'
n>1 n<

Voici maintenant la justemené@&breformule du triple produit de Jacobi

Théoreme 6.1.4Pour toutzc C* :

84(2) = (P P)=o(Z P)x(PZ i P)oo = [](1—0") |‘L(1— g "2 [[(1-a "z ")

n>1 n>1

Preuve. - D’apres les ésultats de 5.1.1 (ici ada@sta notre nouvelle conventidg| > 1, p=q~1), la fonction
fq(2) = (z P)=(PZ 1; p)w €St holomorphe suE* et y vérifie I'équation aux-diff érences :

1-az ; (2 = —qz§(2).

fq(a2) = T-1/qz ¢

On la ceveloppe enérie de Laurent :

Vze C*, f4(2) = § an".

De I'équation auxy-différences, on tire la relation deaurrences :
VnezZ, a,=—q "an_1.

Il est alors facile de conclure qu € Z , a, = (—1)"q""~1/2a. Ainsi, fq = ag8q et il nous reste seule-
menta déterminer le facteur constaag. Celui-ci c¢pend dej ou p et nous le notongg(p). Pour un choix
gérerique dezg € C* (en fait, pourzy & %), nous avons :

 Mnzo(1—p"20) Mrz1(1— p"z )
Vpe Ctelque O< |p| <1, ag(p) = Sz (— L 72

Du fait que sommes et produits convergent normalement (comme fonctiopy sie tout compact de

o]

D(0,1), on céduit que Iirg]ao( p) = 1. La suite de la preuve repose sur deux calculs enisix. Conforrdment
pP—

a nos conventions &but de ce chapitre),/q désignee™'™, etc ...
1. Premier calcul mysétieux :

84(1/v0) = gfl)”q-“(“-”/zu"q-”/z

ne

2
= Y (=g "2
2
_ zz(_I)quf(Zm)z/Z Car(_l)(2m+1) + (_|)7(2m+l) -0
me

- zz<—1>m<q4>*m2/2
— ZZ(_1)m(q4)7m(mfl)/2(q72)m

me

= Bp().

q2
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2. Second calcul mystieux : de legali€ fq(2) = [(1—2)(1—1/92)][(1 - z/q)(1 - 1/¢?2)]- -, on tire
d'une part :

fa(1/v/a) [(A=1/Va)d+1/Vall(l-1/a/a)d+1/a/q) -
(1+1/9)(1+1/q)
Mn=1(1+1/9"7) |

Mns1(14+1/92")°

d’autre part :

fr(l/o?) = (1-1/0?)*(1—1/g°)>?-
Mn>1(1—1/g?")?
Mn>1(1— 1/g4n)2
Moo= /@) (1-1/e®)
Mn>1(1-1/a%) — Lh (1-1/g%)
( )
( )

|_|n>1 1- 1/q n 1
M= 17gm < [ @ e

n>1

Combinant ces deux calculs et lafthition deag(p), on obtient :

ao(p*) fr (1/°) Bq(1/,/0)
20(p) fq(1/\/@) 8 (1/P)
)
)

q4(1/q
fq(1/y/a
ﬂnzl(l_l/qzn) 1
M@= 1/ < Ll @17
ﬂnzl(l_l/qzn) ﬂn>1(1 1/Q)
|‘|n21(1—1/O|4”) Mn>1(1-1/0%")
Mn=1(1-1/0")

Mn>1(1—1/0%")

(P; P)e

(P" PHe’

soitag(p*)(p* p*)ew = a0(p)(P; P)». Mais on peut iérer cetteegalié :

a0(p)(p; P)e = 30(p*) (p%; P = -+ = a0(p*) (P PN = - = 1.
O

Le calcul du facteur constaap(p) est habituellement béassur la tieorie des fonctions Theta, mais la
preuveélémentaire ci-dessus esétir de [22]. Eng&alite, nous n'aurons pas besoin de connaitre la valeur de
ce facteur, seulement la factorisation@jeen expressions du premier dégr

Remarque 6.1.5Le calcul pecédent fait apparaitre la simpliéide comportement des fonctions conées
lorsquep — 0, c’esta-dire lorsqudq| — o, par exemple Irft) — +oo. Pourtant, le passagela limite le
plus courant esfj — 1, c’esta-diret — O : il concerne leg-analogies et, en particulier, tout le chapitre
7 sur la confluence. On ramera letude de ce dernier casla situation la plus simple gcea I'équation
modulaire qui relie a —1/1 (theoeme ci-dessous).
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La formule sommatoire de Poisson : rappels et corggjuences

On dit gu’une fonctionf deR dansC esta déecroissance rapidsi, pour tout entien, f = o(|x|™") en
+oo. On cEfinit alors laclasse de Schwartomme I'ensemble :

S={feC”(R,C)/VkeN, f esta cecroissance rapide

La transfornée de Fourier d’'une fonctioh e S est cfinie par la formule :

fly) = / (0™ dx

—00

C’estégalement uglement des. La formule sommatoire de Poisssteénonce alors ainsi :
¥xeR, Z f(x+n)= g f(n)e?™
ne ne

Elle se prouve ené@&eloppant ené&rie de Fourier la fonction 1&siodique @&finie par le membre de gauche
de I'egali€.

Sit > 0, la fonction fy(x) = e appartienti la classe de Schwartz et sa transfeende Fourier se
calcule comme suit :

" +o
hy) = [ em™em™ax

0

oVt / T Y02 gy

—00

“+oo+1y/t
= e‘“yz/t/ e ¢ gx
—oo-t1y/t

—+o0
= e*“yz/t/ e dx (formule des &sidus et écroissance rapide de I'igrandex I'infini)

0

- eVt % (calcul classique de I'i@grale de Gauss)

1

On a doncf; = Jfue

Exercice 6.1.6 Donner une autre@monstration de cette formule en montrant tﬁmt solution de Bquation
différentielle avec condition initiale :

Lemme 6.1.7 Pour toutt > O et pour tout X € R :

1 2
e Ttxn)? _ T § g P/tg2mx
2 Vide

Preuve. - C'est la formule sommatoire de Poisson appliga f;. O

En fait, comme c’est le cas dans un certain nombre d’applications de I'analyse compéeikbmétique
(formes modulaires ...), le pedent raisonnement d'analyseetle sera complé par un prolongement
analytique pour donner une formule plus puissante : il s’agit icf dguation modulairale la fonction
Theta classique.

Deéfinition 6.1.8 Pourt € H etx € C, on pose :

B(1,x) = 64(2) , ouq=e€ 2™ etz =™
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La fonction Theta (classiqu@)(r,—) est donc holomorphe et lepodique surC et elle y admet le
développement erésie de Fourier :

é(T,X) = %ez'“(m(nfl)/2+nx+n/2).
ne

Outre la 1-@riodicite en la variablex (immédiate au vu de la&finition), on cduit de Iéquation auxg-
diff érences satisfaite p8g une autre “relation d’automorphie” :

B(1,x— 1) = —qB(T,x) = T THL2)f(1 x).

Cependant, la relation la plus profonde légtjuation modulairedont nous allons donner un cas particulier
1

Théoreme 6.1.9Pourt€ H etxeC,ona:
o |/'[ o
G(T,X) = We(—lﬁ, —X/T)
Ici1/T € R_, puisque T € #, et I’on utilise la détermination principale de la racine carrée.

Preuve. - NotonsX =x— (t+1)/2 ett=1/t.Ona:

é(LX): _ %emrnzeZlm(x—(TJrl)/z)

ne

% efrrnz/teme(.

ne

Sil'on supposa € R 1, c’esta-diret > 0, on peut appliquer le lemme 6.1.7 et I'on obtient :

B(1,x) = Vi %e—m(xu-n)z
ne

_ /T — (N2 +-2n(x—(1+1)/2))/T
= ecwn '

ne

On \érifie par ailleurs que

B(—1/1,—x/1) = %e*'“(”2+2”(X*(T+l)/2>)/T7
ne

et I'égalie énonée est en tout casechontée pourt € R*.1. Comme les deux membres sont, pour tout
x € C, des fonctions analytiques de- #, I' égali€ reste vraie pour toate # d'aprés le principe d’unicé
du prolongement analytique. O

Remarque 6.1.10Le nom déquation modulaire est moéwvpar I'action du groupe modulai®l,(Z) sur
H (voir [51]). La matrice :

c d

agit sur la variable “modulairet par 'homographie :

g= (a b) ,abcdez,ad—bc=1,

at+b

‘[ —
Hchrd

1Jen profite pour rectifier une petite erreur typographique (signe deyantans [47).
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et sur la variable par :
X

T otd
La fonction qui satisfait Bquation modulaire doit aloétre multiplée par un facteur holomorphe inversible
a(g,T,X). Dans le cas de la translation- 1+ 1 :

(11
g_ O 1 )
eta(g,1,x) = 1. Dans le cas de l'inversion— —1/1 :
(0 1
g* _1 0 )

eta(g,T,x) est le facteur plus complig@udu treoeme. Comme — 1+ 1 ett — —1/1 engendrent le groupe
modulaire, on doit avoir une relation analogue pour tput

X

Exercice 6.1.11Etablir la relation grérale.
Indication : voir [34]. On prendra garde que le paragtret dans les éfinitions ddoc. cit. est le double du
notre.

6.1.2 Briques de base

Les “anciens” (Adams, Birkhoff, Carmichael ..8golvaient lequatiorogf =cf, ce C* (resp. lequation
oqf = f+1) alaide de la fonction multiforme®%(© (resp. log(z)), mais nous praéderons diéremment.
Nous allons écrire les fonctionglémentaires qui nous serviramtésoudre legquations aux-différences
fuchsiennes et les progies de ces fonctions, tout partickiément en ce qui concerne l&sas et les ples.
En effet, la possibil& de ne recourir ga& des fonctions gromorphes uniformes s@*, pour agéable
gu’elle soit, signifie que nous ne disposons plus de la monodromie des solutions comme invariant de nature
géontetrique pour coder legquations : c’est essentiellement la description dgeszet les ples qui en
tiendra lieu.

Diviseurs (vocabulaire)

Soit X une surface de Riemann, par exemple un ouvert conne$eRieur toute fonctiorf € M (X)*,
et pour toutx € X, on notevy(f) I'ordre de f enx : si x est un &ro d'ordren, w(f) = n; si x est
un pole d'ordren, w(f) = —n; si x n'est ni un £ro ni un Ple, w(f) = 0. On \érifie sans peine que,
Vi,ge M(X)*, w(fg) = w(f)+vw(g). On appelldiviseurde f surX la combinaison liaire formelléd
coefficients entiers de points deformée des &ros et des{ies def poncerés par leurs ordres :

divx (f) = Z<VX(f) .

Exemple 6.1.1211 découle de la formule du triple produit de Jacobi que :

dive: (8g) = 2[2}.
zeq

Si X est compacte, cette somme est finie (pli&cigement, elle na qu’un nombre fini de termes non
nuls) et c’est urelement du groupe dlien libre engendr parX. En géréral, cette somme est seulement
localement finie (tout compact d€ ne contient qu’un nombre fini de points de poids non nul dans un
diviseur dong). Dans tous les cas, I'ensemble de tous les diviseurs (combinaiséasdm formelles
coefficients entiers de points & suppoges localement finies) forme un groupe&kdn Div(X) et I'on a
un morphisme diy : M (X)* — Div(X). Lesélements de I'image sont apgsbiviseurs principaux
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Exercice 6.1.13Le noyau de diy estO(X)*. Si X est compacte, c'e€*.

Dans le cas © X est compacted tout diviseur suiX, D = S,.x Ny [X], on peut associer sotegte
degD) =y ny € Z, d’ot un morphisme dedDiv(X) — Z. On cmontre que le degm’un diviseur principal
est 0. Ainsi, le morphisme divarrive en fait dans le sous-group@/°(X) = Ker deg des diviseurs de dégr
0.

Exercice 6.1.14Si X est compacte, prouver que le degl'un diviseur principal est nul.
Indication : dans le cas@X = S, c’est un calcul amusant sur leémps, les ples et le degr d'une fraction
rationnelle ; dans le casé&réral, appliquer le tkoreme desésidusa la forme diférentielle d f/ f.

Exercice 6.1.15Si X = S, prouver la éciproque.
Indication : il s'agit de reconstruire une fraction rationneliepartir de ses &ros et ses{ies.

Puisque, sK est compacte, les seules fonctions holomorpheX samt les constantes, on a dans ce cas
une suite exacte :

1-C* — M(X)" ™ pivo(x).

Définition 6.1.16 On suppose qu¥ est un ouverg-invariant deC*, autrement dit gX = X. On dit quef
est une fonctiomutomorphesur X si U%f € O(X)*.

Cela revient dire que, quelque soite X, vy(f) = vgx(f). Ainsi, l'ordre v ( f) dépend seulement de la
classe dex modulog?. Nous noterong&q le groupe topologigque quotient :

Le groupeEg sera écrit plus peciment en 6.1.3). Nous noterons de ptusX les images respectives de
x etX dansEq. Nous pouvons donc poser (pouiautomorpheyx(f) = w(f) et:

divg() = 5 w(f)l.

yexX
Exercice 6.1.17Si X est compacte, cette combinaisorélire est finie.

Exemple 6.1.18La fonction 8y est automorphe suX = C*, comme le montre &quation fonctionnelle
048q = —q2,. |l résulte de I'exemple 6.1.12 que son diviseurEyest :

dive, (8q) = 1.

Brique : les g-caracteres

On pose, pouc € C*, 84¢(z) = 84(z/c). C’est une fonction holomorphe sGr, de diviseur :

dive+(Bgc) = [7 = [cZ.
e zegqZ zezqZ

Elle est de plus automorphe etl'on a :
diVEq (eqp) = [C]

Définition 6.1.19 Lesqg-caraceressont les fonctions (powre C*) :
8q
€c = eqp'

Ce sont nos substituts aux fonctions multiforrd8%(© .

89



Proposition 6.1.20 On a &;c € M (C*), 0g€qc = Ceyc et dive,(€qc) = [1] — [T].
Preuve. - Cela esulte imnediatement de ce qui&@ dit de6y et defqc. O
Exercice 6.1.21Calculeregqc (c € C*) etegqn (n€ Z).

%. Veérifier queq g estg-invariante :

Qg € M(C)%,

Exercice 6.1.22Soit, pourc,d € C*, g =

et verifier que son diviseur s est :

dive, (@ea) = [1] - [c] —

i
2
Il
=)
|
o
|
=
+
o
X
=2

Brique : le g-logarithme

Définition 6.1.23 Le g-logarithmeest la fonction :

C’est notre substitua la fonction multiforme log(z).
Proposition 6.1.24 On alq € M (C*) et aglq = Iq+ 1. Les poles de |q sont simples, ce sont les points de la
spirale logarithmique discréte of.
Preuve. - Encore une fois, cel@sulte de quation fonctionnelle d&, (par cerivation logarithmique) et de
la formule du triple produit. O
En revanche, on ne sait rien sur lé&sas ddq.

Exercice 6.1.25Déduire de la formule du triple produit une expression explicitkde

Exercice 6.1.26Essayer de &celer le caraére fuchsien deg-carackres et duy-logarithme erétudiant
leurs croissance ps de 0.

Indication : il faut se placer loin des spirales deras et de ples et montrer que croissance éatoissance
de g, et de |; sont plus modrées que celles de n'importe quelle puissancée

6.1.3 Constantes

On va ckcrire pecigment le corps des constantes de &otie :
M(C*)% = {f e M(C") /oqf = f}.

L'applicationx — €™ de C dansC* est un reétement biholomorphe et permet donc d'identifi§C*) &
I'algébre des fonctions holomorphes &rjpdiques su€ et M (C*) a I'algebre des fonctions @momorphes
1-périodiques su€ ; par cette identification, la fonctiof(z) surC* correspona la fonctionf (x) = f (e2™)
surC. On \erifie que, s = oqf, alorsg(x) = f(x—1), de sorte quéd estg-invariante si et seulement §i
estt-périodique. Ainsi, le corpg/ (C*)° s’identifie au sous-corps dé (C) formé des fonctions admettant
1 ett comme jgriodes. Nous noterons :

N=2Z+27Z1

le reseau d€ engende par 1 et et :

M(N) ={f e M(C)/ f estA-périodique
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le corps de fonctions elliptiquemrrespondant. Ainsi, 'applicatioh— f est unisomorphisme d® (C*)%
surM(N).

Géongtriquement, 'imageé&ciproque du sous-groupe discrgt de C* par le re@tement ci-dessus

est le Bseau\ de C*, d’oli un isomorphisme de groupes topologiquesCdé surEq = C*/g”. En fait,

cet isomorphisme est biholomorphe si 'on muBitA et C*/g? des structures de surfaces de Riemann
héritees respectivement d& et C* (les deux applications canoniques de passage au quaientC/A

etC* — C*/g? sont des redtements et permettent donc ce transport de structure). La surface de Riemann
C/A esturntore complexeen tant que surfacé&elle, elle est difomorph& (R x R) / (Z x Z), c’esta-dire

au produit du cercl®/Z par lui-meéme. Tous les tores complexes sont donc isomorphes entre eux en tant
gue surfacesaelles, mais on prendra garde qu'ils ne le sont pas en tant que surfaces de Riemann :

Exercice 6.1.27 Démontrer que toute application holomorphe entre deux tores com@¢res- C /A’ est
induite par une application affire— az+ b deC dansC telle queaA c A'. En particulier, il y a isomorphie
si et seulement si il exis@e C* tel queaA\ = A'.

Indication : voir [51].

Les corpsM (A\) et M (C*)% s’identifient respectivement aux corps des fonctiorissamorphes sur
C/A et surC*/g?, ce qui est une autre mame de justifier leur isomorphie. No@rirons donc in-
différemment :

M (C*)%1 = M(N) = M (Eq).
Rappels sur les fonctions elliptiques

Pour ces rappels, on peut consulter [1], [9], [28], [55] ... par exemple.

Le corpsM () est une extension transcendante@eengendee par la fonction de Weierstrag,
(qui est transcendante s@) et sa @rivée (qui est de degr2 surC(Ba)). En fait, I'applicationz —
(Ba(2), B (2)) induit un pararétrage d’une courbe afprique déquationy? = P(x) (P étant un polydbme
de dege 3 explicite) par le tore compleXg, = C/A, qui est par fois appélcourbe elliptique

La surface de Riemari, étant compacte, on dispose de la suite exacte :

diVEq .0
1—-C"— M(Eq)" — Div'(Eg).

Le theoreme d’Abel-Jacobpermet de pciser I'image de la éiche de droite. Pour cela, il faut utiliser

la structure de groupe sk Nous noterons additivement cette structure, bien gu’elle soit (entre autres)
quotient de la structure de groupe €irqui, elle, esevidemment néte multiplicativement. Nous aurons
donc desgali€s un peu ésageables du genre :

cd=c+d.

Pour tout diviseuD = 3 ny[x] surEgq, on peut calculeew, (D) = y nkx : puisque le group&, est atélien,
cette derrére expression est biefihie. On obtient ainsi un morphisme de groupes :

ew, : Div(Eq) — Eq,
qui estévidemment surjectif, puisqueeg, ([a] — [0]) = a. Le theoeme d’Abel-Jacobi €nonce ainsi :

Théoreme 6.1.28Le diviseur D € Div(Eg) est principal (c’est le diviseur d’une fonction elliptique) si et
seulement si il est de degré O et son évaluation dans Eq est nulle. d

2Ce genre de &boire n'est pas totalemesvitable, puisque la structure de groupe Bgrprovientégalement de celle S\@.
Les professionnels de I'utilisation des courbes elliptiques en cryptographie emrsigharfois le morphisme de passage au quotient
¢ t=c (modg?) deC* surEq comme un (crypto-)logarithme.
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Corollaire 6.1.29 On a une suite exacte :

di i eV,
1 C" — M(Eq) —% DVO(Eq) —3 Eq — 0.

Rappelons que I'on a introduit dans I'exercice 6.1.22 la fonction elliptigge de diviseur :

dive, (@ea) = [1] - [c] - [d] + [cd] = [0] — [y — [8] + [y+ 8], ouy=Cetd=d,

qui estévidemment de degrO et qui est bien @valuation 0 (comme le doit le diviseur d'une fonction
elliptique) puisque, dariSg, on a lesegaliés :1=0 etcd =C¢+d.

Exercice 6.1.30Vérifier que les dig,(¢@.q) , ¢,d € C*, engendrent le groupe des diviseurs de é€yr Z
et d’évaluation 0= Eg.

Indication : c’est aussi bien valable pour tout groupeétibna la place deEq : un tel diviseur “trivial”
peutétre progressivement simpéfen remplacant sysmatiquement chaque somfyle+ [8] par [0] + [y+ 0]
jusqu’a épuisement de ses points.

Lemme 6.1.31Les . q , C,d € C*, engendrent le groupe M (Eq)*.

Preuve. - C'est une consguence directe de la suite exacte du corollaire et de I'exercice ci-dessus.[]

Proposition 6.1.32 Les @4 , ¢,d € C*, engendrent le corps M (Eq). O

En fait, si = K[lq, (6£1)cec+], la lettreK désignant I'un de nos corps de coefficients habituels, on voit
que le corps des constantesde@st aussiM (Eq). On est donc encoméy dans tous les cas, d’'usgros
corps de constantes.

Remarque 6.1.33Cela semble signifier que la classification fera apparaitre des invariants dans ce trop
gros corps et non dars comme c’est le cas pour légjuations difrentielles. Cette difficLétaéte résolue

par van der Put et Singer dans [37] en remplagangdgspar des symboles afpriquese; astreints aux
relationsecey = €cq, €t pour lesquels odéfinit oq par oqe; = ce.. Les exercices qui suivent montrent que

c’est impossible pour de vraies fonctions, et pas seulement parce que nous aurions fait un choix maladroit.
Nous montrerons d’autre part au 7.1 que la classification avec invariant€daste possible dans ce cadre.

Exercice 6.1.34Soit (fc)cec+ une famille de solutions dar® (C*) deséquationsog fe = cfe. Démontrer

que Ies% engendrent une extension transcendanté.de

Indication : si I'on avaitvc,d € C* , fcfq € C*feq, 'application ¢ divg,(fc) serait un morphisme du
groupe divisibleC* dans le groupe alien libre DiVEq) : un tel morphisme estétessairement trivial.
Mais par ailleurs, §/eqc est elliptique, donc son diviseur est de deg@et d’évaluation0. Enfin, on connait

le diviseur de g.

Exercice 6.1.35Démontrer que I'extension transcendante ci-dessus est de genre 0 ou 1.
Indication : cela d&coule de la formule de Riemann-Hurwitz.

Jlignore s'il est possible qu’elle soit de genre 0 (mais suis peésdadontraire).

6.2 Resolution locale

Résolution “locale” (en 0) signifie icia I'aide des fonctionglémentaires introduites peedemmment,
et de &ries convergentes.
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6.2.1 Sysemesa coefficients constants

Notre but est d’exhiber une solution fondamentale canonique déragsiqX = AX lorsqueA €
GLy(C). La méthode, éja entrevue au chapitre 3, fait apgela décomposition de Dunford multiplica-
tivedeA (voir [7]) :

A=AA,, As semi-simple A, unipotent, AA, = AjAs.

Cas de la composante semi-simple

Exercice 6.2.1SoitD € Mp(k) une matricea coefficients dans le corps commut#tiét qui se diagonalise
de deux marires :

Pdiag(cy,...,cn) P~ = Qdiag(ds,...,d,) QL.

Soit @ est une application quelconque 8@D) = {c1,...,cq} = {d1,...,dn} dans une&-algebre commu-
tativeR. Alors :

P diaq(p(cl)a . ,(P(Cn)) Pil = Q dlaq(p(d1>7 R (p(dn)) Q71 € Mn(R)
De plus, cette matrice, que I'on peut noggD), est polynomiale ed (a coefficients danR).

En prenant pouk le corpsC, pourR la sousC-algebre des (C*) engendee par lese. et pour@®
I'applicationc — g, on cefinit g a, = G(As) : donc, siAs = P diag(cy, .. ., Cn) P1lona:

€A = P diag(eqe,- - »€qcn) P71
Proposition 6.2.2 (i) eqa, € GLn(M (C*)) et son lieu singulier 3 est :

S(egas) =0"U |J cof.

ceSpAs)
(ii) Og€q.A; = AsqAs = EgAAs:
(iii) €g.As € M(C*)[Ag].
Preuve. - Tout découle de I'exercice (et dedtude pealable des-carackres). O

Cas de la composante unipotente

Exercice 6.2.3SoitU = I, + N € My(k) une matrice unipotent& coefficients dans le corps commutddif
suppog de caradristique nulle (dond\ est nilpotente). SoiR unek-algebre commutative. Posons, pour

toutA € R: _1
A i A 1
ut = (.)NJ, ou(.):_ (A—1i).

2\ i)~ Il

Alors U* € GL,(R), est polynomiale el (& coefficients danR) et, pour\,u € R:
UMK = yrut,

On peut prendre pouk le corpsC, pour R la sousC-algebre dea/(C*) engendee parlq et poser

eq,AuzA{?.Onadonc:
=5 1PA—1, oUI(J>:(9).
€A J;q (Au—1In) g J

3\Voir la définition 5.2.17.

93



Proposition 6.2.4 (i) eqa, € GLa(M (C*)) et son lieu singulier est :
S(eqa,) = 9%, ou bien 0 si Ay = In.

(ii) Og€g.A, = Aubga, = €gaAu
(iii) eq p, € M(C*)[AY).

Preuve. - Tout cecoule de I'exercice (et dedtude pealable dug-logarithme). O

Exercice 6.2.5Veérifier queoqlé” = Iéj) + Iéjfl)

€q.Au-

et en &duire une nouvelle justification de l&fthition de

Synthése : la solution canonique

On pose maintenant :
€q.A = CgACaA,-

Proposition 6.2.6 (i) ega € GLa(M (C*)) et son lieu singulier est :

S(ega) =q*U |J cdf.

ceSpA)

(ii) Og€gA = Aeq,A = eq,AA.
(iii) €A = €q,A.Eq,A, = €q,A.Eq,As €St la décomposition de Dunford multiplicative de €ga.

Preuve. - Tout decoule de ce qui pieede. d
Exercice 6.2.7 Vérifier que, pouP,A € GL(C) :
eq,PAl}l =P &A Pil.

6.2.2 Syskmes fuchsiens non&sonnants

Nous prendrons commegfinition d’'un syseme fuchsien celle de Birkhoff dans [6], sans cheréher
la justifier ; voir cependant [13] et [48]. On peut au moins dire qu'il s’agit desesyss pour lesquels la
méthode de&solution de Fuchs-Frobenius (celle que nous avonsagibsi chapitre 3) marche.

Définition 6.2.8 (i) Le syseme awq-difféerencessgX = AX est ditfuchsien erd si A est cfinie et inver-
sibleen 0 :
A(0) € GLy(C).

(i) Les exposantslu syséme fuchsien de matricesont les valeurs propres @€0).
(iii) Le systeme awq-différences X = AX suppog fuchsien en 0 est difon resonnansi, deux exposants
distincts (qui sont donélements d&C*) ne sont jamais congrus modulo le sous-grogpeeC* :

SHA0) NV SEA(0)) = 0.

Proposition 6.2.9 Soit A € GLn(K), ot K est I'un des corps C(z), C({z}), M (C). On suppose le systéme
0qX = AX fuchsien non résonnant en Q. 1l existe alors une unique transformation de Birkhoff formelle :

F=ln+zR+ -

telle que F[A(0)] = A, et cette transformation converge.
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Preuve. - La méthode est ergrement similairé celle utilie pour les sygmes diferentiels au chapitre 3,
proposition 3.3.7, dont nous reprenons les notation®€@ibA = Ag+ zA, + - - -. On cherché- de la forme
indiquée et telle qué¢ogF )Aq = AF. On doit pour cela@soudre les relations déaurrence :

Fo=1In
vk> 1, d*Ro = T4 j—kAF

La deuxeéme relatiorequivautigtFAg — Aok = z'j‘;é A«_jFj. Ildécoule de I'hypotase de nongsonnance

que l'on a alors :
. k-1
Fo=®y Ac-iFj | -
g“Ao.A0 ij
La preuve de convergence fait appel aéme type de majoration que ddos. cit.. O

Corollaire 6.2.10 On suppose que le corps K est C(z) ou M (C). La transformation de jauge F admet alors
un unique prolongement méromorphe a C et S(F) = gV S(A).

Preuve. - La relation(ogF)Ag = AF entraine :

F(a2) = A@F (DA,

qui permet détendre de proche en proche le disqueé&ldion deF (en multipliant chaque fois son rayon
par|g| > 1) et montre que le poirte C* est singulier pouF si et seulement </q I'est pourAouF :
S(F)ND(0.1a' 1) =a (S8 US(F) NB(o.[a*n) ).

Comme il existe > 0 tel que(S(A) US(F))N [0)(0, |g|“r) = 0, la conclusion s’ensuit. O

6.2.3 Syseémes singuliers eguliers

On se restreint maintenant aux ®ysesa coefficients rationnelsk = C(z) etA € GL,(C(2)).

Proposition 6.2.11 On peut éliminer les résonnances d’un systeme fuchsien de la méme maniére que dans
la proposition 3.3.3 du chapitre 3.

Preuve. - Nous n’expliciterons que les (maigres) éifénces avec la preuve et I'algorithmelde cit.. Tout
d’abord, un paquets d’exposanésonnants d’amplituda s'écrit ici : {Aq,... Ag¢} avec O=ko < --- <
k- = m. Il existeP € GL,(C) telle que
—1__ (a0 0
PA(O)P™* = ( 0 d()) ,

ol ap est un bloc triangulaire sépieur de taillep € N* et admet pour seule valeur proprg™ et ol dg
est un bloc triangulaire sépeur de taillev € N* et admet pour valeurs propres toutes les autres valeurs
propres deA(0). Ainsi B = P[A] = (0qP)AP~1 = PAP-1 s’&crit comme matrice de blocs :

a b
= (¢ o)

aveca(0) = ap, b(0) = 0, ¢(0) = 0 etd(0) = dy. On prend encore comme matrice de shearing :

zl, 0
(%" 1)
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et 'on trouve :

7la 7lflb
C=SBl= (qzc ! d )’

C(0) = <q_(l)a° §0> .

On adoncSpC(0)) = SHA(0)) \ {Aq™}, et la fin de la preuve est laéme que dankc. cit. O

de sorte que :

Deéfinition 6.2.12 Un syseme auxg-différences ligaire rationnel est disingulier regulier en 0 s'il est
rationnellemenéquivalent& un systme fuchsien en 0.

Théoreme 6.2.13(i) Tout systéme 04X = AX rationnel fuchsien non résonnant en O admet une unique so-
Iution fondamentale Feq a0) ot F € GLn(C[[Z]]) est tangentea I'identite : F (0) = I ; la matrice F converge
et se prolonge en F € GLy(M(C)).

(ii) Tout systeme 0gX = AX singulier régulier en O admet une solution fondamentale de la forme Feq’ A

avec F € GLy(M(C)) et A© € GLy(C).
(iii) Dans les deux cas, S(F) C gV S(A).

Preuve. - On n’a fait que regrouper legsultats obtenus. O

Le méme algorithme qui intervient dans la proposition 6.2.11 permet en fait de ramener tous les expo-
sants dans la couronne fondamentale :

K(Lla)) ={zeC /1< |z <[qf}-

Définition 6.2.14 On appelle solutiomormaliseed’'un syseme singulier&gulier en 0 une solution fonda-
mentale de la forma'©) = Fe, 5o avecF € GLn(M(C)) etA¥ € GLy(C) telle que :

SHA®) ¢ K(1,|ql).

Lemme 6.2.15 Tout systeme fuchsien est rationnellement équivalent a un systéme dont tous les exposants
sont dans K (1,]q|).

Preuve. - C'est immédiat avec I'algorithme de la proposition 6.2.11. O

Proposition 6.2.16 Tout systeme singulier régulier en O admet une solution fondamentale normalisée. De
plus, Feq A0 €t Geq g0 sont solutions fondamentales normalisées d’un méme systéme, si et seulement s’il

existe une matrice C € GL,(C) telle que BO = CAOC1 et GC=F.

Preuve. - L'existence d’'une solution normaée est coresquence du lemme (et duébeme peccdent).
Si deux solutions normakes sont Bes par la relation indige, on aFe, a0 = G&, g0 C care,go =
€cAOC-1 = Ceq’Am)C‘l. Supposonséactiproquement quEquA(o) etGeq,B(o) sont solutions fondamentales
normaliges d’'un néme systme et poson€ = G 1F € GLy(M(C)). Si A est la matrice du sysme
concere, F[AQ] = G[B?] = A, d'ou C[A?] = B, On ceveloppeC en grie : C = 5 ZC, et I'on
voit que g*CA© = BOC, pour toutk. Mais, gécea la condition de normalisation, on a, pduet O,
SHGAP)YNSHBO) =0, d’'oliCy = 0. On a don€ e GL,(C) et le reste s’ensuit. O
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Chapitre 7

Classification, confluence et
monodromie

7.1 Classification

Heuristique : la méthode de Birkhoff

Comme on I'a vu dans la pregtie partie de ce cours, le prolongement analytique est un outil puissant
dans letude des fonctions &piales solutions @quations diférentielles. On n’a pas pleinemergwlop@
ici le point de vue gonétrique de Riemann, mais on a pu se convaincre de sa capaeitnplacer les
calculs par des ides(Hilbert). Comme en thorie de Galoisambiguité de la cetermination des fonctions
multiformes est un avantage ptigqu’un inconénient?.

Dans cette seconde partie, on a corstate les solutions @juations aux-différences admettent au-
tomatiguement un prolongement uniforme au plan complaxa épltére de Riemann). On pourrait donc
penser que nous avons agg¥da situation en attribuant a@quation€lémentaires des solutions uniformes
au lieu des solutions multiformes pregs par Adams, Carmichael, Birkhoff .... Ealite, cela n’aurait pas
vraiment chang grand chose. En effet, les solutions des anciens ne sont&asnifi'en 0 eb, leur groupe
de monodromie est donc une répentation dey (C*) = Z, donc tés simple. Une telle repsentation ne
peut en aucune fagcon rendre compte de la com@adéss relations entre les solutions degliation hy-
pergeonetrique basique, par exemple.

Dans [6], Birkhoff a propos I'extension de la @marche de Riemann (que nous appelons maintenant
correspondance de Riemann-Hilbeau cas degéquations aug-différences, et aux défences. Le prolon-
gement analytique le long des chemins, avec ses 'formules de connexion”, y est eepglame notion
originale de matrice de connexion. Ce chapitre contient une version remise au gout du j@suttassrde
Birkhoff. Commencons par en donner une description qualitative rapide. Birkhoff part é¢uradion glo-
bale sur la splre de Riemann, de matrié€z) € GLn(M (S)) = GLn(C(2)), suppoge singulere eguliere
en O et erw,

Exercice 7.1.10n suppose quegX = AX et I'on poseY (w) = X(z), avecw = 1/z. De quelleéquationY
est-elle solution ? Bfinir la notion de sy&me singulier&gulier et de sysime fuchsien erv.

Exercice 7.1.2Démontrer qu’un sysime singulier &gulier en 0 et e est rationnellemeréquivalenta
un syseéme fuchsien en 0 et en
Indication : voir la preuve dans [47], 2.1, p. 1040.

1Pour de passionnanteiflexions sur cette question, le lecteur est vivement encéardice [40].
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Selon les esultats de la section 6.2, on peut dor&imir des solutions fondamentales matricielles
X0 x(*) € GLy(M(C*)); nous les consigrons intuitivement comme les solutions “au voisinage” de 0 et
dew, bien gqu’elles soient analytiquement démme nature : toutes deuxémomorphes suE* et toutes deux
sauvages en O et en

Définition 7.1.3 La matrice de connexion de Birkhadft :
-1
P= (x<°°>) X

Naturellement, I'article “la” est abusif, sauf Biest fuchsienne norésonnante en 0 et , puisque les
solutions fondamentales(© et X(*) ne sont éfinies sans ambigétque dans ce dernier cas. Il est clair
queP € GLy(M (C*)), et I'on verifie facilement queqP = P, autrement ditP est elliptique :

P € GLn(M(Eg)).

Notons qu’avec lesé&finitions des anciens, la matri€ene serait pas tou fait elliptique. Du fait que
X0 etx(=) sont solutions d’'une Bmeéquation aux-différences, on aurait encasgP = P ; mais, du fait
gu’elles ne sont pas uniformeR(ze'™) serait le a P(z) par unfacteur d’automorphie non trivial

Exercice 7.1.4Décrire ce facteur dans le cas bon n’a pas de composantes logarithmiques.

Ce cktail misa part, Birkhoff proéde maintenant, comme nous I'avons fait dans 4218) comptage
des constantes. Dt de I'équation, il semble y en avoir une infiai{coefficients de fractions ration-
nelles), mais en fait, on doit con&icer la matriceA a équivalence rationnelle @s. Du &té de la matrice
de connexionP est code pam? fonctions elliptiques lesquelles sont (presquedethirees par leurs divi-
seurs. Pouétre complet, il fauegalement prendre en compte Emstantes localesn 0 eteo, qui sont,
comme dans le cas désjuations difrentielles, des invariants &aires des matrice&(0) et A(w). Au
bout du compte, Birkhoff constate que le compte est bon : le nombre de @aesrm@pendants @sents
dans les classes&tjuivalence de sy&nes fuchsiens eggala celui recessaire pour coder les invariants
de connexion et locaux. Il pose alorsgmbléme inverse peut-on reconstituek (au moinsa équivalence
pres)a partir de la matric® (ou des invariants qui codent celle-ci) et des invariants locaux ?

Il répond positivement dans ce qu'il appelle “le césagal”, mais que nous appellerions @utle nos
jours “le cas @rérique”, celui @i les valeursA(0) et A(») sont bien éfinies et semi-simples. Bieris
I'id ée est que les constantes qui codefdarment un systme complet d’invariants du sgshe pour la clas-
sification rationnelle ; cependant, conf@rment au style de&poque (p-Bourbaki), on ne voit ni bijection
ni méme application clairemengééinie d’'un ensemble dans un autre.

L'id ée qui sous-tend encore plus proféntent cette idle est qué tient lieu de repesentation de mo-
nodromie : c’est un analogue des formules de connexion detlarithdesequations diferentielles; on
espere donc en tirer une approche pl@éogetrique. Comme cependaPin’est pasa coefficients constants,

il devrait y avoir quelques complications instructives ... Ce point de vidgmgatans [39], esh 'origine de
la renaissance de lagbrie depuis les a@es 1990, au moins en ce qui concerne ses aspects “transcendants”.

Dans ce chapitre, nous reprendronséandrche de Birkhoff selon les standards modernes :
1. Pour tous les cas (pas seulement le égggue),
2. avec une vraie bijection entre ensembles de claségsidalence,
3. et néme fonctoriellement.
Il faut cependant dire nettement giseites les iées essentielles viennent de Birkhoff ([6])

2Cela a d'ailleurs djaéteé fait par M. van der Put et M. Singer dans [37], mais ces aufaitsnt largement le point de vue &brie
des fonctions”.
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7.1.1 Trois cakgories

Deéfinition 7.1.5 La caggorie’E deséquations auxi-différences fuchsiennes siest ainsi éfinie :
1. Ses objets sont les matrick&) € GL,(C(2)) (n € N*) qui sont Egulieres singulres en O et ew.

2. Les morphismes de I'objéte GL,(C(z)) vers I'objetB € GLy(C(2)) sont les matriceB € My n(C(2))
telles qug(ogF) A= BF.

3. Le morphisme identt de I'objetA € GLy(C(z)) est la matrice idenél,. Le compogé des mor-
phismed= : A— BetG: B — C estle morphism&F : A— C (produit matriciel).

Proposition 7.1.6 La catégorie E s’identifie a une sous-catégorie pleine de la catégorie des modules aux
g-différences Dif fMod(K,aq) (avec ici K = C(2)).

Preuve. - Soit A un objet deE. Reprenant les notations de la section 5.38a(X) = A~1g¢X, nous lui
associons un module auxdifférencesvia = (C(2)",®,). Soit B un autre objet det. Un morphisme de
Ma dansMg est en particulier un morphisme @¢z)" dansC(z)P, donc une matric& € My ,(C(2)). Pour
que cette matricé soit bien un morphisme dams f fMod (K, og), il faut, et il suffit, queF o @y = PgoF.
Un petit calcul convaincra le lecteur que céguivauta (oqF ) A= BF, qui est la condition pour que soit
un morphisme dan%. Ainsi, en associard I'objet A I'objet Ma et au morphism& dansZ le morphisme
F dansDif fMod(K, gq), on obtient un foncteur pleinement &ié. Cela reviena dire queE s’identifiea
une sous-c&gorie pleine d®if fMod(K,og). O

Définition 7.1.7 La caggorie7 des “triplets de connection” de Birkhoff est aingifthie :

1. Ses objets sontles triplg#o, P, A, ) € GLn(C) X GLa (M (Eq)) x GLn(C) (n€ N*), avecSpAg), SHA=) C
% (1,|q|) (la couronne fondamentafec C / 1 < |z < |q|}).

2. Les morphismes du tripléfg, P, Ax) € GLn(C) X GLn(M (Eq)) x GLn(C) versle triplet By, Q, B« ) €
GLp(C) x GLp(M (Eq)) x GLp(C) sont les couplegCop,Cw) € Mpn(C) x Mpn(C) tels queCoAg =
BoCo, CeoAsw = BeCoo €1 QCH = CooP.

3. Le morphisme idengtde I'objet(Ag, P,Aw) € GLy(C) X GLy (M (Eq)) x GLn(C) estle couplély, In).
Le compog des morphisme€y, C) et (Do, D) est le morphisméDoCo, De.Co ).

On pourrait rehcher la condition de “normalisatio®(Ao), SHA«) C K (1,]d|), au prix d’une descrip-
tion un peu moins simple des morphismes. C’est effectivement ce que I'on fait po@oldetide Galois,
car les constructions tensorielles ne sont pas compatibles avec cette condition (la couronne fondamentale
n’étant pas un sous-groupe @g).

Notre but est de prouverdfuivalence des dagoriesE et T : c’est la version fonctorielle promise du
théoeme de Birkhoff. A cause de la non canorécite la construction des solutions d’'un gyse fuch-
sien, il n'est toutefois pasés facile de dfinir directement un foncteur d€ dans7 (ou l'inverse) : si
I'on part d'un syséme fuchsien de matrick quelconque, on ne sait pas eangral lui associer un triplet
(Ao, P, A) bien c&fini, sauf dans le casas particulier a les matrice#\(0) et A() sont cfinies, Egulieres
et non ésonnantes. &iproquement, on verra que le choix d’'une matAgearmi celles donnant un triplet
(Ao, P, A,) n'est pas univoque.

Nous aurons donc l'usage d'une tr@isie caégorie S, équivalente aux deux predres gacea des
foncteurs explicites d& versE et de S versZ. Le lecteur devra alors admettre que cela entraine bien
I’ équivalence @siiee. La (petite) difficult est qu’un foncteur entre des ggbries n’est pas exactement une
application entre des ensembles et qu’égeivalence de cagories n’est pas une bijection. Il y a moyen
de cefinir une sorte deétiproque d’'uné&quivalence, mais ce n’'est pasdrsimple, voir par exemple [29],

chap. IV, §4.

L'id ée sous-jacenta la cefinition de S est que 'objet le plus complet, qui permet de reconstituer
tous les autres (matrice du s§ste, matrice de connexion ...) est la deerdes deux solutions avec leurs
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décompositionsty = Fo ey a, €t Xeo = Feo €A, Bien i, il fautimposer une condition qui exprime qé”)
et x(*) sont bien solutions d’un &me systme aux-différences ; c’est la conditidfp[Ao] = Fu[Aw] de la
définition qui suivra.

Exercice 7.1.8Si Xo = Foega, et Xoo = Fo€qa,,, Verifier que legalie Fo[Ao] = Fw[Ax] estéquivalentea
(0gX0) X * = (0gXes) Xio *. (En fait, (0gX0) X * = Fo[Ao] et (0g)ew) Xy = Fun[Aw].)

Définition 7.1.9 La caggorieS des “(quadruplets de) solutions” est ainéfidie :

1. Ses objets sont les quadrupléfs, Ag, Fe, Ax) € GLn(M(C)) x GLn(C) x GLy(M (Cw)) x GLs(C),
avecSpAy), SpA-) C X (1,|q|) et tels quero[Ao] = F»[Ax]. Rappelons quE. = S\ {0}.

2. Les morphismes du quadrup(&b, Ao, Fe,Axs) € GLr(M(C)) X GLy(C) X GLy(M (Cw)) x GLy(C)
vers le quadruple{Go, B, Gw,Bw) € GLp(M(C)) x GLp(C) x GLp(M(Cs)) x GLp(C) sont les
triplets (Co, F,Cw) € Mpn(C) X Mpn(C(2)) x Mpn(C) tels queCoAg = BoCo, GoCo = FFo, CoAw =
BoCo €t GooCoo = FFoo.

3. Les morphismes idenés et les comp@s de morphismes sont aloi&fihis de maréire naturelle.

Exercice 7.1.10CompkEter le dernier point de cetté&finition.

Exercice 7.1.11Veérifier que, selon la&inition d'un morphisme dan$, on a automatiquemewgF) A=
BF, ol I'on a po® A = Fy[A] = Fw[Ax] €tB = Go[Bo] = Gw[Bx].

Exercice 7.1.12Dans les trois éfinitions ci-dessus, on est suppagrifier que les identis et les compés
de morphismes sont bien des morphismes. Le lecteur est enécuiatnire.

7.1.2 Deux foncteurs
Premier foncteur

Lemme 7.1.13 SoitM € GLy(M (C)). Alors on peut écrire M = CRavec C € GLy(C(2)) etR€ GLy(M (C)),
la matrice R étant de plus réguliere en Qc’est-a-dire telle que R(0) € GL,(C).

Preuve. - La preuve est un algorithme de type “pivot de Gauss”, d’ailleurs valable sur tout anneau de va-
luation discete. On va multiplieM a gauche par des matrices rationnelles inversibles jasgjotenir une
matrice Egulére en 0. On commence par multiplir par Z pour la rendre holomorphe en 0 : on peut
donc supposeM € My(C{z}), detM € C{z} \ {0} et detM(0)) = (detM)(0) = 0. Les oferations sui-
vantes visenh faire diminueng(detM), ordre d’annulation en 0 duétierminant. Lorsqueg(detM) = 0,

on a une matriceaguliere en 0.

Tant quevp(detM) > 0, M(0) est non inversible, et il exist® € C" non nul tel queBM(0) = 0. Soit
k un indice tel queB # 0 et soitL g la matriceégalea I, sauf en ce qui concerne k8igne, que I'on a
rempla@&e par:
1 0 ... 0 ... O
o 1 ... 0 ... O

““7 1B B2 .. Bk .. Bn
O 0 ... 0 ... 1
On multiplieM a gauche paky g, ce qui ne change pag(detM). On peut donc d@navant supposer que
la k®ligne deM s’annule en 0, donc eatcoefficients dansC{z}. On multipliea gaucheM par la matrice
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égaleal, sauf en ce qui concerne skfcoefficient diagonal, que I'on a rempkparz 1 :

1 0 ... 0 ... O
o 1 ... 0 .. O
0 0 ..zt . ol
00 .. 0 .1
ce qui diminuevy(detM) de 1 sans changer les autres conditions. O

Proposition 7.1.14 Soit (Fo, Ag, Fw, Aw) un objet de S. Soit A = Fg[Ag] = Fe|Ax] (Cf la définition de S).
Alors A € GLy(C(2)) et A est singuliére réguliére en O et en co.

Preuve. - La matriceA estévidemment inversible. Elle estaromorphe su€ (carégaled Fy[Ag]) et surCe,
(carégalea F»[A]), donc neromorphe suB, donc rationelle A € GL,(C(2)). Pour prouver gu’elle est
singuliere Eguliere en 0, on applique le lemnag = CyRy : on voit queRy[Ag] est une matriceéguliere
en 0, donc fuchsienne. Aingh = Cy [Ry[Ag]] est singulére eguliere en 0. On prazde de rdBme erw avec
la variablew =1/z O

Définition 7.1.15 Le foncteurSE de.§ dansE est defini comme suit :
1. Atout objet(Fy, Ag, Fx, As) de$, il associeA = Fy[Ao] = Fu[Ax].

2. Atout morphisméCy, F,C.,) danss, il associer (c’est bien un morphisme damsd’apres I'exercice
7.1.11).

Exercice 7.1.16Veérifier queSE est bien un foncteur d¢ dansZ.

Deuxiéme foncteur

Lemme 7.1.17 Soit (Fo, Ao, Feo, A ) un objet de S et soient Xo = Fo€q p, et Xeo = Foo €y A, Alors (xm)*lxo S
GLn(M(EQ))-

Preuve. - |l estévident que(X.) ! Xo € GLn (M (C*)), il suffit donc de prouver sdg-invariance. Utilisant
leségaliesogega, = Aoega, €t (0gFo) Ao = ARy, on calcule :

GqXo = (0qFo) Ao €g,0, = AFo€q.a, = AXo.

On montre de r@me quesgXe = AX, d'0U :

0 (%) ™00 = (Oae) ™ (00) = (AKe) A = (X) Ko,

Définition 7.1.18 Le foncteurST de § dans7 est cefini comme suit :
1. A tout objet(Fo, Ao, Fw, Az) de S, il associe(Ag, P,As), oll 'on a pog P = (X)) ' Xo, avecXp =
Foega, et X = Fo€ga,, -
2. Atout morphisméCy, F,C.) danss, il associe(Cp,C).

Exercice 7.1.19Vérifier queST est bien un foncteur dé dans7. (Il faut démontrer les commutation de
diagrammes qui font partie de I&fihition de‘T".)
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7.1.3 Equivalences de cé&gories
Théoréme 7.1.20Le foncteur SE est une équivalence de catégories.

Preuve. - |l est essentiellement surjectif d'agy les ésultats de la section 6.2. Soidify, Ag, Fx, Aw) €t
(Go, Bo, G, B ) deux objets d&s et soientA et B leurs images paBE (donc, des objets d&). SoitF un
morphisme deA dansB dansE. Nous voulons lui trouver un unique &itdent paiSE dansS$. On pose
H= GalF Fo. Comme compdsdes morphismes :

G—l
Ao A B2, By,

c’est un morphisme d&g dansBy. Par construction, il est @romorphe su€. On le ceveloppe enérie de
Laurent :H = 3 HyzP. De la relation(ogH ) Ag = BoH, on tire, pour toutp : g°HpAq = BoHp. Pourp # 0,
les spectres dég et By sont disjoints (normalisation) et, d’a&® le lemme habituekl, = 0. On a donc
proue queGyFFy € GLy(C) et on le noteCo. On prouve de @me queCe, = G, FFw € GLy(C). Le
triplet (Co, F,Cs) est I'unique arécédent de~. O

Exercice 7.1.21Veérifier les recessaires commutations de diagrammes deéfimition des morphismes
danss.

Théoreme 7.1.22Le foncteur ST est une équivalence de catégories.

Preuve. -

Essentielle surjectivié. - Soit (Ag,P,A,) un objet de7. NotonsM = eq,AmP(eq,Ao)’1 € GLy(M(C*)).
D’apres le lemme de factorisation de Birkhdfjui est le seul point profond de toute cette histoire), on a
une factorisation M = (F,,) ' Fo, avecky € GLy(M(C)) ety € GLy(M (Cw)). NotonsXg = Foega, et

Xoo = Fo€g,A,,- Onadonc :

(Xe) ™ Xo = (Ega0) " (Fo) " Fogay = (€ga.) “Mega, = P € GL(M (Eq)).

De la og-invariance de(X.,) * Xo, on ceduit I'egali© : (0qXe) (Xew) * = (0gX0) (Xo) %, puis, de cette
dernire :Fo[Ao] = Fu[Ax]. L'objet (Fo, Ao, Fe, Aw) de$S est donc un agiedent dgAg, P, As) par ST dans
S.

Pleine fidelité. - Soient (Fp, Ag, Fe,Ax) €t (Go, B, Gw, Bx) deux objets deS et soient(Ay, P, A.) et
(Bo,Q,Bx) leurs images paBT (donc, des objets d&). Soit (Cp,Cw) un morphisme déAg, P,A.) dans
(Bo,Q,Bx) dansZ. Nous voulons lui trouver un unique &akdent parST dansS. On \érifie d'abord
que GoCoFy ! = GwuCuF,t; cest donc unélement deGLn(M (C)) N GLn(M (Cw)) = GLn(M(S)) =
GLn(C(2)). Notons leF. Le triplet (Co, F,Cw) est I'unique arécédent dgCy,Co,). O

Exercice 7.1.23CompkEter les (petits) trous de cettérdonstration.

Corollaire 7.1.24 On a une bijection entre :
— L’ensemble des classes d’équivalence rationnelle de systémes fuchsiens en O et en o, d’une part, et
— I’ensemble des classes d’équivalence de triplets (Ao, P,Aw) € GLy(C) x GLn(M (Eq)) x GLn(C), avec
SHA0),SPA) C K(1,|q|) d’autre part, la relation d’équivalence étant ainsi définie :

Bo = CoAoCy
(A0, PAx) ~ (Bp,Q,Bw) <= 3(Cp,Cx) € GLn(C) X GLn(C) : ¢ Bew = CoAuCil,
Q=C.PGL
Preuve. - Le premier ensemble est 'ensemble des classes d'isomorphie darsgareeE, le deuxeme
ensemble est I'ensemble des classes d’isomorphie dangociat’ . d
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Exercice 7.1.25(i) Deémontrer que la relation d'isomorphie entre objets d'unégatieC est une relation
d’équivalence.

(i) Soit F un foncteur deC dans®. Veérifier qu'il induit une application de I'ensemble des classes d'iso-
morphie d’ objets d& dans I'ensemble des classes d’isomorphie d’ objet®de

(iii) D émontrer que, g est uneéquivalence de cagories, I'application ci-dessus est une bijection.

Remarque 7.1.26 ATTENTION ! Les classes d’'isomorphie d’ objets d’une&@gdrie ne forment pageessairement
un ensemble : par exemple, cela ne marche pas ave@lgorat deC-espaces vectoriels. Mais cela marche
avectoutesles caégories renconées dans ce cours : par exemple celle@espaces vectoriels de dimen-

sion finie.

7.2 Confluence et monodromie

Cette section n’a fait I'objet ni d'un cours en bonne et due forme ni d'@ukaction. L'expos oral
a consist en une description sans preuve d@émdnene de laconfluencdorsqueq — 1 d’'un syséme
aux g-différences fuchsien no@sonnant, avec l'interptation de la limite de la matrice de connexion de
Birkhoff. Il s’agit de la deuxéme partie du contenu de [47]. En guise de docurgerit, les auditeurs ont
recu la version @iminaire deloc. cit. (rédigte de marire moins canonique, mais comportant plus de
détails) parue sous porme deepublication [46].

7.3 Theorie de Galois

Ou est donc la vue @nétrique promise ? Quel groupe remplacera le groupe de monodromie de la
théorie destquations diférentielles ? Autrement dit, la &gorie E est-elleéquivalentea la caégorie des
repesentations d’'un groupe, et peut-on voir dans celui-ci une sorte de groupe fondamental d’'un espace dont
la géonetrie serait celle qui nous ietesse ?

Le sujet n'a néme paste effleué dans le cours. Un&ponse &s algbrique est dorére dans le livre
de eference de M. van der Put et M. Singer, [37]. Malheureusement,8ésaales purement @griques ne
permettent de construire “que” I'analogue gloupe de Galois diffrentiel(c’est ceja quelque chose). On a
ten€ de transmettre ici I'idle que la thorie des fonctionétait un outil irremplagable. Cette approche de la
theorie de Galois desquations aux-différences est expés dans [13], [39] et [49].
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Troisieme partie
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Chapitre 8

Exposes par lesetudiants

8.1 Preuve du lemme de Birkhoff

La reédaction est dua Jean Ecureux.

Théoreme 8.1.1Soient Cy,...,C; r courbes fermées simples analytiques dans S. Soient A1(2),...,Ar(2)
des matrices de fonctions définies sur Ci,...,C; respectivement, qui sont C* et analytiques sauf en un
nombre fini de points, et de déterminant non nul. On suppose, de plus, qu’a chaque point d’intersection de
Cj et Cy, toutes les dérivées de AjAx — AcA;j sont nulles.Alors il existe une matrice de fonctions ®(2) ayant
les propriétés suivantes :

— @ est analytique, sauf sur Cy,...,C; et en un pble éventuel a € S arbitraire.

— ®est C” le long de Cy, de chaque coté de Cy, et analytique, sauf aux points d’intersection des courbes

et aux points ot A n’est pas analytique.
— Si I’on choisit un c6té + et un cété — de Cy, alors :

Vz € Gy, Iim+CD(z) = ( Iim(D(z)) A(zd),
=2 rans )

la notation z — Z‘f (resp. Z— Z, ) signifiant que Z tend vers Z du c6té + (resp. du coté —) de Cy.
— Certainement une condition d'inversibilité ...

Preuve. - La demonstration se fait paécurrence sur le nombrede courbes. Commencons donc par le
cas al il n'y a qu’une seule courb@. On peut supposer qeest contenue dans le plan I'infini ne jouant
pas de dle particulier. Pécisons tout d’abord les hypdthes. QUE soit une courbe “analytique” signifie
gu’elle est donae par une fonction analytique d’'un parne, que I'on peut prendre sur le cercle énit
Mais, puisqu’elle est analytique, on pealargir le domaine deé&finition de cette fonctioa une couronne
autour du cercle urét On cfinit ainsi une fonctiort, holomorphe et éfinissant une bijection d’'une cou-
ronne autour du cecle ugitrers un espace compris entre deux couthext C, respectivemert I'intérieur
eta I'extérieur deC (voir figure).

Avant de montrer deggalies sur des matrices, nous aurons besoin de voir ce qui se passe avec de
simples fonctions. Supposons donc que I'on ait une fonaiah définie surC, qui soitC* et analytique
sauf en un nombre fini de points. Ces hypmtbs impliqguent qua se prolonge analytiquement en une
fonction cEfinie entre des courb& etD, a l'intérieur eta I'extérieur deC, tangentesiC aux points @ a
n'est pas analytique. On pe@galement prolongex continument entr€; etC, de fagcona ce que I'on ait

L —a(Z
des iregaliés de la forméa(z)| <K et %‘ <K.
Figure
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FIG. 8.1 — La legende.

Dans toute la suite, on utilisera la convention suivante : I'expoSas#rviraa designer des fonctions
définies et analytiques I'intérieur deC, ayant une limite continue s@. De la néme facon, I'exposant
serviraa designer des fonctionsefinies et analytiquea I'extérieur deC, ayant une limite continue sa@.
Pour une telle fonctiog™ quelconque, consgons l'inégrale :

f(2) = /det.

T 2m t—z

Si z est entreC et C,, d'apies la formule desésidus, on ak. fo, THE U gt = L [ UG gt par
congquent,ona:

(8.1.1.1) (2) = — /CTp(t)g+(t)M dt. 2@ /Cw it

:ﬂ t—z 21Tt t—z

L'in égalie %ﬁ,@) < K montre que la premare inegrale a une limite continue quaadend versC.

Comme il en esevidemment de @&me de la deukime,f a une limite continue quarzis’approche de la
courbe depuis l'irétrieur ; ceci justifie I'utilisation de I'exposant On montre de la @me fagon que, pour
zentreC etCq,ona:

1 at) —a(2) az) TP(t)gr(t)
+(5) — 1P + — Pt)g™ —
(@) =" (a@ + 5 [ Pg OFH T a2 [ T8 Bt
puisqu’il y a cette fois-ci unasidu. On voit donc que I'on a s@n’ équationf ™ (z) — f~(2) =1P(2)g™ (2)a(2).
On auraégalement besoin par la suite de coését le maximum de la fonctioff ~|. Comme celle-ci

est nullea I'infini, ce maximum est atteint s@. SoitL le maximum ddg*|, il estégalement atteint s@.
Sil'on integre suD; au lieu deC dans Iegalig 8.1.1.1, on obtient, en utilisant le€gmli€s portant sua,

que :
p
() ( NLOES E_(t;‘ dt).

Or, a l'intérieur deC, [1] < 1, donctP tend unifornément vers 0, tandis que— Z| reste fini quand reste
surCy. Les points @ D; est tangena C, étant en nombre fini, ne posent pas peshé pour affirmer que
max|f~| < emax|g*| le long deC, pour p suffisamment grand.

KL
< =
- 2n

G

De la méme fagon, on peut con&iter f (z) = %1 Ie w dt. On a alors comme predemment,

surC, f*(z) — f~ (2 =17P(209~ (2)a(2), etégalement, poup assez grand, mak*| < max|g™|.

Il est temps maintenant de pasaatesequations matricielles. Congitbns le systme @fini surC :

Fr—F =1tP(2G"(2A(2)
G -G =1PR2F A (21

A étant une matriceéarifiant les némes hypotbses que le8; de I'énoné& du tteoeme. Pour le@soudre,
on va proéder par approximations successives. Posons Elﬁn:e G, =0 etG} =1 et résolvons, pouk
entier, les sysimes :

Fk:l —Fo1=P(29G (9A2)

Gi1—- G =T PR @A (2

106



Poson®y = Qf =0etQ, =1, puisPE = Fi —FF | etQh =G — G, ;. Le syseme ci-dessus séécrit

alors :
{%1— i1 = TP(2)Q(2AR)
Qi1— Qi1 =T P@Pn (A (29 I
Mais cesequations sont, coefficient par coefficient, de la forme :

n

Pim= Pim=T"@ > Ghm 18,

ou pﬁj m désigne le coefficient de I8ligne el laj®colonne deP;, et ainsi de suite. Le travail fait auparavant
nous permet de trouver des soluti@gnsesequations.

Deplus, sLym= max(‘ Pijml> ‘qﬁjﬁm‘, le maximumétant pris sur tous lest j, leségalies dtja obtenues
sur les maxima montrent que I'onLg, < neLy,_1 pour p assez grand.

Par congéquent, poup assez grand, leedesF~(z) = Y P, (z) etG"(z) = Z Q,(2) sont conver-
m>0

M
gentes. Posons doif, (z) = S Pn(2) et Gy, (2) = Z Qrh(2). On peut poser, pour surC, Ry (2) =

m=0
PGy, _1(2)A(2) + Fy (2), et cfinir ensuite, poue a l'intérieur deC, Ry (2) = Jo Zm(t Z ; dt. On peut alors

en prendre la limite quan®ll tend vers l'infini et @&finir ainsiF*(2) et, de la néme fagonG~(2). Il n'est
pas difficile de se convaincre que ces fonctions sont bien solutions dunsysie épart.

Mais en additionnant la prekmie ligne de ce sy8me avec la seconde multipdia droite par—TPA,
on voit que I'on aF* = 1P (I + G™)A. Remarquons tout d’abord que, puisc@e est nullea I'infini, le
déterminant deé + G~ et deF* n’est pas identiquement nul.

Soit maintenant a l'intérieur deC. Posons, pouz a I'intérieur deC, ¢(z) = logt(z) —log(z—c). C'est
bien une fonction monovaie. On peut trouved™ et0~ telles que I'on aib™ — 0~ = log1(z) — log(z—c)
(avecp=0,g=1,a=09).

Alors, en posan® = e P'F+ etW = (z—c)e P® (1 +G"), on \erifie que I'on a bienb = WA surC.
De plus, ce sont des fonctions detérminant non identiquement nul. Remarquégalement qu&’ a un
pole d’ordrep a I'infini. (L'infini joue le réle du pointo du theoreme ; pour arrived una arbitraire, il suffit
de faire le changement de coordées aéquat.)

Il restea montrer que I'on peut faire en sorte qdeet W vérifient les propétes annonees par le
theoeme, c’esta-dire qued et W sontC” le long deC de chaque @€ deC, analytiques aux pointaidA et
analytique et, de plus, de&eterminant partout non nul.

Tout d’abord, en chaque point @eou A est analytique, on peut prolongéret W analytiquement® se
prolonge etVA, par exemple). Par coaguent® etW y sontégalement analytiques. Montrons maintenant
gu’elles sontC*” ; pour celagcrivons :

k gk
A(t) = Aly) +(t —y)d%A(y) TR k!y) ij(y) +(t-Y)BLY).

D’autre part, on a, poura l'intérieur deC :

dlo _ (UM YO |
C

dz-1 21Tt
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Il nous faut prouver que, pour tolt cette expression a une limite quandend vers un point d€.
RemplaganA par I'expression ci-dessus, on obtient tout d’ab@rdpnstante [@s, des termes de la forme

f Y gt pourk < |. Cette inégrale pouvanétre calcude surC, au lieu deC, lorsquez s’ap-
proche deC eIIe tend bien vers une limite continue zat eny.

Il resteégalement un terme de la formg‘d(%)kW(t)B(t,y) dt. Supposons quetende vers un point
Zp deC. Faisons maintenant varigr. prenons le commétant le pied de la normale issue zisurC. On

voit qu alors( ) tend vers 1 uniforrament, sauf pour undans un voisinage arbitrairement petitaje

pour lequel elle reste finie. Par c&ugient,f- (E)kLIJ(t) B(t,y) dt a une limite finie. On montre bien ainsi
qued estC” le long deC. Le méme raisonnement s’applique patr

Il nous reste maintena@at montrer que I'on peut choisib et W tels que leur dterminant ne s’annule
jamais.

Supposons donc que defc) = 0 pour un sertairt. |l existe une matricéVl de ceterminant non nul
telle que les coefficients de la preme ligne deM®(c) s’annulent tous. On remarque qu’alabs= %

ety = % fournissentgalement une soluticmnotre prok@me. On peut ainsi diminuer la multiplieitu
zéroc de detb. On peut recommencer cetteé@ption. Les seule pointdid’'on n’est pas &r de s'aréter
sont les points © ® n'est pas analytique, c'estdire les points d€ ou A n'est pas analytique. Mais en
fait, il ne peut y avoir de&ro de multiplicié infinie. En effet, consigrons les fonction® et ¥ solutions de
®(2) = A" 1(2)¥(2). En comparant aved = AW, il vient detd detd = detW detd. La fonction detb detd
est donc analytiqué I'intérieur eta I'extérieur deC, donc surC tout entier. Elle @&galement ungde d’ordre

p a l'infini : c’est donc un polybme. Par corequent, de® a un Zro de multiplici€é finie.

Ceci acleve la @@monstration dans le cas d'une seule courbe. Il reste maintarfaine la Ecurrence.
On se donne des courb@s, . ..,Cy 1 et des matrice8y, . .., Ac 1 vérifiant les hypotbses du tioeme. On
suppose que I'on agjh trouve ®y solution du prol®me pour les courbd&y, ... ,Ck. Cherchonsby, 1 de la
forme @y ; = U®y. Alors :

— U est analytique sauf siil, ...,Cy, a un ple ena et est de dterminant partout non nul.

— U admet une limite de chaquété deC;, qui estC” et analytique, sau I'intersection des courbes

et aux points 0 A; n’est pas analytique.

—Ona:

Vi <k, limU(z) = limU(z)

Ca -7

et

lim U(z)®x(z) = < lim U(z)d)k(z)> Aci1(Zi1)-

i -
=4 =400

Ces conditions impliquent d'une part queest analytique sauf st 1, etque l'ona:

lim U(z2) = ( lim U(Z)> Pz 1) A1 (2 1) P (Zera)-

i .
Eaachi) h

Il nous suffit donc de &rifier que I'on a bien les hypoéises du tboeme poulC =Cy, 1 etA= dJkAkHCD;l.
Mais A est bien analytique sauf en un nombre fini de points et&derchinant non nul. La seule difficalt
réside en montrer qua est bienC* aux points d'intersection des courbes. Supposons que I'on ait une
intersection entr€; etCy, 1. Quand on passe d@i& + au dté — deC;, Ok devientdA;. Par congquent,

A devienthkAiAkHAi‘ldJl:l. Or, la condition sur les@&tivees de#\ montre péci€ment que les&tivees

de cette matrice sont legdvées deA au point d'intersection, donc que lesrd/ees se raccordent bien. On
peut donc appliquer le #oeme @&ja cEmonté pour une seule courbe pour trouterdonc®y . 1, et ainsi
achever la&currence. O
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8.2 Equations aux difierences |

Ce chapitre seraedige apes I'expo& de Landry Salle.

8.3 Equations aux difierences Il

Ce chapitre seraedige apes I'expo de Julien Roques.

8.4 Sur un article de Praagman

Ce chapitre seraedige apes I'expo& d’Anne Granier.

8.5 Algorithmes algebriques

Ce chapitre seraedige apes I'expog d'Olivier Moioli.
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Chapitre 9

Examen de fin d’annee

Les temps attribess aux trois parties de 'examétaient respectivement : 1 heure, 1 heure 15 et 1 heure
30 (avec ramassage des copies et pause d’'un quart d’heure entre deux parties).

9.1 Premkre partie : trois exercices sur leequations differentielles

Les questions en italiques sont plus difficiles.

Exercice 1. -

On se propose @tudier I'equation diféerentielle lireaire rationnelle d’ordre 1 :
(9.1.0.1) f'(z7=a(2)f(z2) oua(z) € C(2).

Afin de fixer les notations, on appellera .. .,zy les ples dea(z) et I'on écrira :

L ajk
(z—zj)k

avecP(z) €ClZ, m>1, Wy,....um>1, @1y, ..., 8mpu, # 0.

M=

a(z)=P(2) + le

k=1

1) Décrirea priori (a I'aide des thoemes @réraux) et sans justification ce que I'on sait des solutions
surC (existence, monodromie ...). Pourquoi peut-on ici patlegroupe de monodromie sanspision ?

2) On fixezp € C point regulier de [equation 9.1.0.1. Donner explicitement la solution fondameritale
au voisinage de telle quefp(zp) = 1. On pécisera un disque ouvert défihition.
Indication : on pourraécrire a= b+ c et obtenir en corésjuence d= goho, oU b admet une primitive etg
est uniforme, et c et by sont aussi simples que possible.

3) Décrire le groupe de monodromie déduation 9.1.0.1 relativemeatla basefy. En ceduire quefy
est uniforme si et seulement silag, , j = 1,...,msont entiers.

4) Que dire des solutions de 9.1.0.1 sur lagssptde Riemans?

5) Montrer que § est algebrique seulement si les @, j = 1,...,m sont rationnels. Formuler une
condition recessaire et suffisante.
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Exercice 2. -

SoitA(z) € Mp(C(2)) et soitzg € C\ { pdles deA}. Le theoeme de Cauchy garantit I'existence d’'une
unique solutionX (z) du sysemeX’(z) = A(z)X(z) développable enésie entere au voisinage ds sous la
forme :

X(2) = In+ X1(z2— 20) + X2(z2— 20)? +---  les X; € Mp(C).

Donner un minorant du rayon de convergence de cétte.s

Exercice 3 -

Lors de la preuve de la proposition 3.3.7 du cours, on a obtenu la situation suivante :
1. On a une@rie entére matricielle :

A2) =Ao+Az+AZ +--- les A € Mp(C).
2. On a construit une suite de matridgss Mp(C) telles que = I, et :

C k-1
Vk>1, (Rl < S AR
k J; )

Ici, C > 0 désigne unéel fixé et I'on notel| — || une norme d’algbre quelconque s, (C).

Démontrer que laégie entére matricielley F.Z converge. Attention, I'indication doge dans le cours
n'est pas fiable!'!'!

9.2 Corrigé succinct de la premere partie

Corrig é de I'exercice 1. -

1) SoitX = {z,...,zn}. Alors, pour tout ouvert connexé C C\ Z, I'espaceSol(V) des solutions de
9.1.0.1 sul est de dimensiort 1. SiV est simplement connex8pl(V) est de dimension 1. Le prolonge-
ment analytique le long d’'un chemynqui relie un point de I'ouvert simplement connéxea un point de
I'ouvert simplement connexé induit un isomorphismé&ol(V1) — Sol(V2) et cet isomorphisme neegend
que de la classe d’homotopie du chemittansC \ .

En principe, “le” groupe de monodromie n’egtdrmiré qua conjugaison @s dan$sL,(C) (il dépend
du choix d’un point base et d’'une solution fondamentale) nlet, 1 etGL,(C) = C* est alglien : le groupe
de monodromie est donc un sous-groupe parfaitenfditidie C*.

2) Prenong = zj“zl Za_‘—zlj etb=a—c. On prendyy = €2, ol B est la primitive deb qui s’annule erxy :

z m Hj ai k a',k
= [lPwac 3 5 (G o i e

Z*Zj
70—z

a; o
Qo est cfinie surC \ =. On prendho = 1, ( ) " qui est @finie surD(zy, dist(z,%)).
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3) Le groupe de monodromie est le sous-group€tengende par les?™i1 | j =1,...,m. La fonc-
tion fo est uniforme si et seulement si ce groupe est trivial, Gedire si lesaj 1 sont entiers.

4) 0 € Sest egulier< w2a(w1) est dfinienw=0< P=0 ety ;a1 = 0. Dans le cas contraire,
le résidu er estas 1 = — 3" aj 1 et la monodromie locale eef™-1.

5) Si fp est algbrique, elle n’a qu’'un nombre fini de conjuEgiet le groupe de monodromie est fini,
donc lesa; 1 rationnels. Pour une CNS, il faut de plus “tuer” les facteurs exponentiels,&'@se demander
gueb = 0 (notation de la question 2).

Corrig é de I'exercice 2. -

On sait qu’une &rie entére a un rayon de convergengeR si et seulement si la fonction holomorphe
o

gu’elle cefinit admet un prolongement analytiqa®(0,R). D’apres le tleoeme de Cauchy, le minorant
demané est donc la distance dgau plus proche fe deA.

Corrig & de I'exercice 3. -

Puisque la &rie A(z) converge, il existd,R > 0 tels quevi > 0, [|A/|| < DR™'. Posonsf; = ||Fj|| et
gj=fjR.Onagg=1et:

CD k—1

Vk>1, gk < s 209]~

J:

En distinguant les ca8D < 1 etCD > 1, on prouve paré&currence quek > 0, gy < max1,CD)k d’'ou
[|F|| < (R*lmax(l,CD))k. La conclusion est imidiate.

9.3 Deuxeme partie : trois exercices sur legquations auxg-diff erences

On suppose, dans ces exercices, [giie- 1.

Les questions en italiques sont plus difficiles.

Exercice 1. -

SoitA € GLy(C). On cEfinit la €rie de Laurent matricielle :

aa?) = 3 (-1 KA
ke

1) Montrer queBga est holomorphe su€* et queBya(qz) = (—02)AB8ga(2) = (—02)8ga(2)A. En
déduire une solution fondamentalémmorpheeg o du sysemeggX = AX.
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2) Verifier que, siP € GLn(C), on af;pap-1 = P 8ga P~1. Calculerqa lorsqueA est semi-simple.
Quelles sont (dans tous les cas) les singuaritedq A ?

3) CalculerBga lorsque A est quelcongue etn2. Suggrer une formule grérale.

Exercice 2. -

On consi@re I'equation auxy-différences lidaire d’ordre 2 :
(9.3.0.2) a(2)f(0?2) +b(2)f(q2) +c(2)f(2) =0, oua(z),b(z),c(z) € C{z} eta(z)c(z) # 0.

Onécriraa=ag+a;z+---,b=bo+b1z+---,c=co+c1z+--- etI'on supposera de plus gae, bg, Co
ne sont pas tous les trois nuls. Il est clair que I'on peut toujours mettréqunetion analytique d’'ordre 2
sous cette forme. On noteP4r) = agr? + bor + ¢ (polyndme de lequation caraétistique).

1) Montrer que, si I'on substitué = fo+ f1z+--- dans lequation 9.3.0.2, on obtient des relations
de écurrence de la formeP(1)fo =0 et, pourk > 1 : P(qk) fx = combinaison ligaire defy, ..., fx_1.
En déduire qu'une conditiomécessairegpour que 9.3.0.2 admette une soluti@ris avecfy = 1 est que
P(1) = 0; puis qu'une conditiorsuffisantepour avoir I'existence et I'unicé est que de plusk > 1,

P(d¥) #0.

2) On suppose dénavant ces conditiongxifiees et I'on note la solution correspondante. Etudier la
convergence de l&sief sia=1,b=—-1,c=2z Méme questiona=z b=1,c=—1.

3) On suppose de plus qug # 0. Montrer que f converge (lemme d’Adams).

Exercice 3 -

1) On notep = g~*. Soitu € C. En consiérant l'equation aux-différences d’ordre 1 satisfaite par le
membre gauche dedgali€, montrer lehéoreme g-binomiai

0

(UZP)o < (U;P)n
(Z D) _n;(p; p)nzn

Pour quelles valeurs des paratmes la fonction hype&prétrique basique est-elegalea % ?

2) Résoudre la rameéquationa I'infini selon la néthode du cours et pciser la matrice de connexion
(icide rang 1).

3) Que donne le toreme g-binomial lorsque I'on fait tendre g vetavec u= p%, a étant fixe ?
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9.4 Corrigé succinct de la deuwéme partie

Corrig é de I'exercice 1. -

1) La srie est normalement convergente sur tout compa€t‘dee calcul qui suit est le Bme que pour
eq : eq,A(qZ) _ zkez(—1)k+1q_k(k+1)/2qk+1zk+lAk+l _ _qZAzkeZ(_1)kq—k(k—1)/22kAk _ —quequ(z), et
I'on peut aussi bien “sortir” |é\ & droite. On peut alors poser (au plus simfigh = e—lqeq_,A.

2) L'égalie 6y ppp-1 = PBq, AP~ ! estimnédiate (vraie pour tout polgrme de Laurent, puis continéjt
LorsqueA = P diag(cy, ..., Cn) P71, on en @duit6qa(z) = P diagq(c12),...,0q(ch2)) P~1. En eréral,
en trigonalisanA, on voit que les singulagés debga (i.e.les les deeii) sont simples et sBgA1) ¢?.

3) SiAest semi-simple, le calcul & éte fait. Sinon :

A=P c(cl) D Plo A= Pk (é i) P 1= 84a(2) =P <qu:z) C;i%g)z)) p-1,

Donc, en posamh = D + N (Dunford additif), on trouve 8qa = 8qp +2(64p)'N. Une formule grérale
s’obtient et en appliquant la formule de Tayé#bla fonctiont — 64 p.tN ; I'exercice est laiss au lecteur ...
Notons que des formules analogues valent pour tarie de Laurenty la place déy).

Corrig & de I'exercice 2. -

1) NotonsPR (r) = air2+ bir +¢;. Le coefficient de dansa(z) f (q?2) + b(2) f (q2) + c(2) f (2) est alors
Yitj=k P (a’)f;. CommeP = Py, toute la question s’ensuit.

2) Poura=1,b= —1, ¢ = z on trouveg®f, — q“fy + fx_1 = 0, d’oll fi/f_1 = —1/(q* — ). Le
rayon de convergence deest donc infini. Poua =z b=1,c= —1, on trouveg® 2f,_1 + gfc — fx =0,
d'ou f/fk_1 = —q*2/(g¢ - 1). Le rayon de convergence deest donc nul.

3) D’apres le calcul de la question &= — SX_; iR (g1) /Po(d¥), avec ded < 2 et ded® = 2. Avec
un peu d'efforts, on ené&tluit que le rayon de convergence e40.

Corrig é de I'exercice 3. -

1) Le membre gauche est analytique, vaut 1 en 0 et satisfgitidition (1—q2) f(qz) = (1-uq2 f(2).
Ses coefficientsarifient donc les relationsfy = 1 et(q“ — 1) fy = (g€ — uq) fx_1, d’oli I' égali&. On retrouve
®(a,b,c;q,2z) poura=uetb=coub=ueta=c.

2) Posantv=1/zetg(w) = f(1/w), on au(1—w/u)g(qw) = (1—w)g(w), d’ou la solution canonique :
f(2) = g(W) = €q1/u(W) (PW; P)w/ (PW/U; P) €t la “matrice” de connexion (qu est bieng-invariante) :

_ (UZP)o(P/UZ P)o Bq(U/2) _ Bq(U2)Bq(U/2)  Bq(U2)Bq4(2/u) 1 -1
P apep/zpe 1) BB g7 )T N
3) Pour les coefficients, on% — (=" (—na>_ Sous de bonnes hypéﬁses,% —(1-279,

mais ce n'est nullemerévident! Cela écoule (par exemple) de lagbrie grérale de la confluence. On
obtient dona la limite le tleoeme binomial .

114



9.5 Troisieme partie : un probleme sur lesequations differentielles

Les questions en italiques sont plus difficiles.

Rappels sur I'equation hypergeomeétrique, notations et conventions en vigueur dans le prokine. -

Il s’agit de I'equation diferentielle :

(Bapy) 1"(2)+ (‘Z’+ 1“;*_?“3) 2+ Z(Za_Bl) f(2) =0.

On supposera que I'on est dans le casrfgique” (semi-simple norésonnant) en chacune des singuéarit
0,1,, autrement dity¢ Z, a —B ¢ Z ety— o — B € Z. Pour simplifier, orécriraD = d/dzet :

1-y+a+p op
z-1 )D+z(z—1)'

D2+ pD+q=D?+ (Z+

Définition. - Un opérateur diferentielP(D) € C(z) < D > sera ditréductibles’il s’ écritP(D) = Q(D)R(D),
ou Q(D) etR(D) sont des ograteurs direntiels de de@> 1 enD (etirr éductibledans le cas contraire).

Le disqueQ = D(1/2,1/2) est un ouvert simplement connexe qui ne rencontre pas le lieu singulier de
(Eqy)- Le C-espace vectoriél = Sol(Q) des solutions déE, g,) surQ est donc de dimension 2. Pour
décrire la monodromie, nous choisissons comme point-pasé/2 et comme §grérateurs libres du groupe
fondamentaiy (C\ {0,1}, p) = ™ (S\ {0,1,}, p) les classes d’homotopie des deux laggtsty; définis
par les formules yo(t) = 1™ ety; (t) = 1— €™, et nous posong, = (Yo.y1) .

La repésentation de monodromie assciest ainsi &finie : pour tout lacey dansC\ {0,1}, de base
p, pour toutg € V, le prolongement analytique dgle long dey donne une fonction € V et I'applica-
tion @+— Y est un automorphisme direspace vectoriél. Cet automorphisme neéegend que de la classe
d’homotopiey € Ty (C\ {0, 1}, p) et nous le noteroril (y).

Nous obtenons ainsi une applicatighde (C\ {0, 1}, p) dansAutc (V) qui est une antiregsentation,
autrement dit M (yy) = M(Y)M(y). On parlera cependant de "ré&gentation de monodromie”, soit par abus
de langage, soit en faisaréferencea la repésentation du groupe oppoée qui ne changera rien dans la
pratique).

Définition. - Une repésentation (ou une antirégmentation) liaireG — GL(V) sera diteréductibles’il
existe un sous-espadédeV, W #V , {0} et stable sous I'action de (etirr €ductibledans le cas contraire).

Probleme. -
A. Une implication. -
On suppose que la regsentation de monodromie eétuctible.

1) Démontrer qu'il existef € V \ {0} qui est simultaBment vecteur propre dé(Y,), M(Y;) etM(Y,,)
(on ne dit rien des valeurs propres).
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2) Deémontrer que’/f admet un prolongement uniforméz) aC\ {0,1}.

3) Par consiération de son type de croissance aux voisinages Heepmontrer que la fonction(z)
est rationnelle.

4) En ceduire que I'on peut factoriser I'épateur diférentielD? + pD+ g sous la forme :
D?+pD+q=(D—s)(D—T),

avecse C(2).

B. Laréciproque. -
On suppose que I'dpateur diférentielD? + pD+ g est eductible.
1) Montrer qu'il peut s&crire sous la forméD —s)(D —r), avecr,s € C(2) etr’ +r2+ pr+q=0.

2) Montrer qu’en tout pleader dansC\ {0, 1}, on peutecrire :r = éﬁ‘ une fonction holomorphe en
a. En ceduire que =r1+ % ol ry est une fraction rationnelle qui n'a pas ddgsurQ etr, un polyrbme.

3) Montrer que lequationD f; = r1 f; admet une solution non triviale holomorphe dahgui est vec-
teur propre de tous les automorphismes de monodromie et gue f; est solution d®? + pD+ q.

4) Montrer que la refsentation de monodromie egtluctible.

C. Synthése. -

1) Formuler un teoeme déquivalence entre ieductibilitt d’'une repesentation et igductibilitt d'un
opérateur dif€rentiel.

2) Proposer une gréralisation de cettéquivalence et en esquisser une preuve.

9.6 Corrigé succinct de la troiseme partie
A. Une implication. -

1) La repésentation de monodromie est ici de dimension 2. Dire qu’elleégstctible, c’est dire gu'il
y a une droite stable, c’estdire un vecteur propre commartous les automorphismes de monodromie.

2) La cérivation commute au prolongement analytique Mgy, )(f) = Aaf poura € {0,1,}, alors
M(Y,)(f') =Aaf’ et f'/f estinvariant par leM(y,), donc admet un prolongement uniformaC\ {0, 1}.
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3) Commef est vecteur propre del(y,) c’est une solution assdg a |'un des exposantsf. = Z\g,
ol g est holomorphe inversible en 0 (en fait, ich:c {0,1—y} et la valeur propre est*™). Alors
r=f'/f =(N/2)+(d'/g) qui a une croissance meie pes de 0. On fait le @me raisonnement en 1
etoo : r étant uniformex croissance mduée partout, elle est emomorphe su§, c’'esta-dire rationnelle.

4)Ona(D—s)(D—r)=D?—(r+s)D+(rs—r’). On cherche donstel ques+r = —petrs—r' =q,
d'olis=—p—retlonveutr’ +r(p+r)+q=0, avecr = f'/f, c'esta-diref” + pf' +qf =0.

B. Laréciproque. -

1) D? + pD+ q réductible=- ses facteurs sont de dégt enD = D?+ pD+q = (soD —s1)(roD —r1).
Alors sorg =1=D?+ pD+q= (D — (s1ro—sofp)) (D —r1%o), La formule concernanta ét vue en A.4.

2) Sir a un @le d'ordrek > 0 ena, r’' y a un @le d’ordrek+ 1 etr? un pdle d’ordre X. Commep,q
sont holomorphes ea, I' égalie r’ +r? = —pr — q implique d’abordk = 1 et ensuite la forme demagel.
La partie polaire de surQ est donc une somme (finie) de termes de la fogﬂt@ donc sécrit % avec
r> =[](z—a) € C[Z] (ou a parcourt 'ensemble dedfes der dansQ).

3) L'espaceW,; des solutions d®f; —ryf; = 0 dansQ est une droite (Cauchy) stable par la mono-
dromie, car le prolongement analytiquéperve les relations défentiellesa coefficients uniformes. On a
alorsDf /f =Dfy/fi+Drz/rz, d'ou (D—r)f =0,dou (D—s)(D—r)f =0.

4) La droiteW = roW; engendee parf est contenue dané et elle est stable par la monodromie car
est uniforme. La refasentation de monodromie est doaductible.

C. Synthese. -

1) Les proprétes suivantes soréquivalentes : (i) la regsentation de monodromie d&;p,) est
irreductible ; (i) LopérateuD? 4 pD + g est iréductible dan€(z) < D >.

2) L'opérateurP(D) est iréductible si et seulement si la régentation de monodromie assl’est.
SiP(D) = Q(D)R(D), on raisonne comme pour lagiprogque ci-dessus, avét= Ker(R(D)).

Si la repésentation estaductible, soiWW un sous-espace stable de bdise. ., fx. Soit X la matrice
wronskienne de cette base. La matrice= X’ X~ est uniforme car, quand se prolonge emxC, C €
GLy(C) (stabilite dew), X’ se prolonge eix’C. DoncX’ = AX ; commeX est une matrice wronskienne, on
vérifie sans peine quiest la matrice d’'un sy8tne provenant d’unequation (cette partie du raisonnement
est proche de la preuve de la proposition 3.1.18 du cours)f; lsesit donc solutions d&(D) f =0, au R(D)
est de degrk. La division euclidiennd®(D) = Q(D)R(D) + S(D) montre que tous le§ sont solutions de
S(D), ce qui fait une dimension trop grande, sausdd) = 0, ce qui donne la factorisation voulue.
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