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ET ÉQUATIONS FONCTIONNELLES
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Résuḿe

Le but du cours est de donner le minimum de connaissances sur les représentations des groupes
algébriques lińeaires complexes qui permette de définir le groupe de Galois d’unéequation diff́erentielle
ou aux q-diff́erences analytique. On prouvera la partie facile du “théor̀eme de Tanaka” et on ad-
mettra l’autre partie, que l’on appliqueràa des exemples intéressants en th́eorie de Galois.
Contenu du cours :

– Cat́egories et foncteurs
– Géoḿetrie alǵebrique affine
– Groupes alǵebriques lińeaires
– Comment reconstruire un groupe algébriqueà partir de la cat́egorie de ses représentations.
– Compĺet́e proalǵebrique d’un groupe.
– La correspondance de Riemann-Hilbert et le groupe de Galois.
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Le résuḿe ci-dessus reproduit la présentation du cours telle qu’elle figurait sur le site “Ensei-
gnement” du d́epartement de mathématiques. Je ne prétends pas que ce (vaste) programme soit
réalisable. Le v́eritable plan du cours et la véritable bibliographie apparaissent plus loin ! ! !
Outre le cours polycopié, les documents suivants ontét́e distribúes aux́etudiants :

– Le premier chapitre de mon cours de DEA de 2004-2005 ; ce chapitre porte sur le prolon-
gement analytique et la correspondance de Riemann-Hilbert.

– Des feuilles d’exercices de géoḿetrie alǵebrique de M1.
– Le chapitre de ǵeoḿetrie alǵebrique d’un cours de L3 sous la direction de Jean-Pierre Ramis
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– L’appendice de ma th̀ese portant sur le calculélémentaire de l’enveloppe proalgébrique de
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1.1 Équations diff́erentielles lińeaires analytiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1.1 Le faisceau des solutions de (1.1.0.1) surX′ . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.2 Le faisceauF est un syst̀eme local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 Exemples basiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2.1 Les “caract̀eres” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2.2 Le logarithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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2.1.3 Équivalences de catégories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.2 Probl̀emes universels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2.1 Limites inductives (direct limits) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2.2 Limites projectives (inverse limits) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2.3 Le produit tensoriel : rappels et compléments . . . . . . . . . . . . . . . 26
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5.3 Groupes alǵebriques lińeaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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C.5 Groupes monogènes dans GLn(K) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

Conventions. La notationA := B signifiera que le termeA est d́efini par la formuleB. Les
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Chapitre 1

En guise d’introduction : groupe(s)
attaché(s)à uneéquation différentielle.

Ce chapitre a un rôle introductif, presque culturel : il sert essentiellementà motiver le cours.
On y montre de quelle manière des groupes interviennent naturellement dans l’étude deśequations
diff érentielles, et en quel sens on peut parler de thorie de Galois. La présentation n’est pas très
détaillée.

L’ étudiant que le M1 n’a pas suffisamment familiarisé avec le probl̀eme du prolongement
analytique et du passage du local au global compensera cette lacune avec le chapitre 8 de [2],
qu’il complètera (agŕeablement) de [38] pour savoir où l’appliquer. Pour la correspondance de
Riemann-Hilbert, il consultera avec profit [3] (chap. 1), [4] (chap. 7), [19] (chap. 1) et (mais oui !)
[5]. Mon cours [31] (premìere partie) peut aider. Enfin, pour la théorie de Galois diff́erentielle,
la seule ŕeférence actuellement accessible est [26]. Noter enfin que [12] expose le point de vue
“moderne” (d̂u à Grothendieck) sur les théories galoisiennes.

1.1 Équations différentielles linéaires analytiques

Soit uneéquation diff́erentielle lińeaire analytique scalaire d’ordren (ouf !) dans le domaine
(i.e.ouvert connexe non vide)X deC :

(1.1.0.1) a0(z) f (n)(z)+ · · ·+an(z) f (z) = 0,

où a0, . . . ,an ∈ O(X) (anneau des fonctions holomorphes surX) et òu a0 6= 0 (i.e. ce n’est pas
la fonction nulle). Le plus souvent,X = C (le plan complexe) ouX = S (la sph̀ere de Riemann,
c’est-̀a-dire la droite projective complexeP1(C)), et lesai sont des fractions rationnelles, ou des
polynômes, ce qui revient au m̂eme puisque l’on peut chasser les dénominateurs. En vue d’appli-
quer le th́eor̀eme de Cauchỳa l’équation (1.1.0.1), on introduit sonlieu singulier:

Σ := {z∈ X | a0(z) = 0}.

C’est un ferḿe discret deX etX′ := X \Σ est encore un domaine. (Pourquoi ?)
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1.1.1 Le faisceau des solutions de(1.1.0.1)sur X′

Pour tout ouvertU deX′ = X \Σ, on notera :

F (U) := { f ∈ O(U) | a0 f (n) + · · ·+an f = 0}

le C-espace vectoriel des solutions de (1.1.0.1) surU . (Par convention, ou par raisonnement capil-
lotract́e mais correct,F ( /0) est l’espace vectoriel trivial.) On obtient ainsi unfaisceau deC-espaces
vectoriels sur X′, le faisceau des solutions de (1.1.0.1) ; cette terminologie résume les propriét́es
suivantes.

À chaque inclusion d’ouvertsV ⊂U ⊂ X′ est associé unmorphisme de restriction:

ρU
V : F (U)→ F (V), f 7→ f|V .

C’est une application lińeaire, et l’ensemble desρU
V vérifie les propríet́es de compatibilit́e sui-

vantes : on aρU
U = IdF (U) et ρV

W ◦ρU
V = ρU

W. On ŕesume cela en disant queF est unpréfaisceau.

Soit U =
S
i∈I

Ui un recouvrement ouvert de l’ouvertU ⊂ X′. Soit f ∈ F (U). Il découle de la

premìere propríet́e que la famille des restrictionsfi := ρU
Ui

( f )∈F (Ui) satisfait la relation suivante :

∀i, j ∈ I , ρUi
Ui∩U j

( fi) = ρU j
Ui∩U j

( f j).

On peut le formuler ainsi : les “données locales”fi ∈ F (Ui), obtenues par restrictionsà partir de
la “donńee globale”f ∈ F (U) sont “compatibles” sur leurs lieux de définition communsUi ∩U j .
Réciproquement, si l’on se donnea priori des donńees locales compatibles, on peut les “recoller”
en une unique donnée globale :

∀( fi)i∈I ∈∏
i∈I

F (Ui) t.q.∀i, j ∈ I , ρUi
Ui∩U j

( fi) = ρU j
Ui∩U j

( f j) , ∃! f ∈ F (U) : ∀i ∈ I , fi := ρU
Ui

( f ).

C’est cette dernière propríet́e (existence et unicité du recollement de données locales compatibles)
que l’on ŕesume en disant queF est un faisceau. On peut aussi l’écrire sous forme de suite exacte :

0−→ F (U)−→∏
i∈I

F (Ui)−→ ∏
i, j∈I

F (Ui ∩U j).

(Le lecteur d́efinira lui-même les fl̀eches de cette suite.)

1.1.2 Le faisceauF est un syst̀eme local

Nous allons ŕesumer sans preuve (pour ces dernières, voir1 [2]) les propríet́es caract́eristiques
du faisceauF . Ces propríet́es sont líees, pour l’essentiel, au théor̀eme de Cauchy sur leséquations
diff érentielles lińeaires analytiques complexes, et au principe du prolongement analytique. Le lec-
teur est invit́e à formuler la contrepartie réelle de chacun desénonćes ci-dessous et de voir lesquels
sont propres au champ complexe.

1Dans [2], les faisceaux sont présent́esà partir des “espacesétaĺes”. Le lien entre les deux points de vue est explicité
dans l’ouvrage [13].
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Exercice 1.1.1 (Lemme du wronskien)Pour tout ouvert connexeU ⊂ X′, on a dimC F (U)≤ n.

Exercice 1.1.2 (Th́eorème de Cauchy)Soientz0 ∈ X′ et b0, . . . ,bn−1 ∈ C. Montrer qu’il existe
une unique śerie entìere f (z) := ∑

k∈N
ck(z−z0)k solution de (1.1.0.1) et dont lesn premiers coeffi-

cients soientc0 := b0, . . . ,cn−1 := bn−1.

Et maintenant, la liste des propriét́es caract́eristiques de notre faiceau, qui en font un “système
local”.

Exercice 1.1.3 (F est un syst̀eme local) 1. Soit z0 ∈ X′. Il existe alorsr > 0 tel queU :=
◦
D(z0, r) ⊂ X′ (il s’agit du disque ouvert de centrez0 et de rayonr) et queF (U) est de
dimensionn. (C’est une conśequence imḿediate du lemme du wronskien et du théor̀eme de
Cauchy.)

2. Soient deux ouvertsV ⊂U ⊂ X′ tels queU est connexe etV non vide. Alors le morphisme
de restrictionρU

V : F (U)→ F (V) est injectif. (Cela d́ecoule du principe de prolongement
analytique.)

3. SoitU ⊂X′ un ouvert non vide simplement connexe. Alors dimC F (U) = n. (Raisonnement
purement topologiquèa partir de ce qui préc̀ede.)

Supposons maintenant queU1,U2 ⊂ X′ sont deux ouverts non vides simplement connexes et
soitV ⊂U1∩U2 un ouvert connexe non vide. D’après ce qui pŕec̀ede, on a deuxisomorphismes
ρUi

V : F (Ui)→ F (V) : ils sont injectifs, la dimension estn à la source et≤ n au but. On a donc des
isomorphismes :

F (U1)−→ F (V)←− F (U2), d’où, par composition :F (U1)−→ F (U2).

Si V = U1∩U2 (i.e. si cette intersection est connexe), on en déduit quetoute solution de(1.1.0.1)
sur U1 admet un unique prolongementà U2 défini par compatibilit́e sur U1∩U2.

Mais, siU1∩U2 n’est pas connexe, on peut définir un tel isomorphismeF (U1)' F (U2) pour
chaque composante connexeV deU1∩U2 ! (Ces composantes sont bien ouvertes.) Rien ne dita
priori que ces “prolongements analytiques” sont les mêmes.

Remarque 1.1.4Nous n’avons pas d́efini ce qu’est un “système local”. C’est essentiellement un
faisceau sur lequel on peut faire des raisonnements du type préćedent : voir [8] pour unéetude en
forme.

1.2 Exemples basiques

1.2.1 Les “caract̀eres”

On prendX := C. Pour un certainα ∈ C, on consid̀ere :

(1.2.0.1) z f′(z)−α f (z) = 0. Ainsi, Σ = {0} etX′ = C∗.

Soientz0 ∈ C∗ etU :=
◦
D(z0, |z0|). La śerie de Newton :(

1+
z−z0

z0

)α
= ∑

n≥0

(
α
n

)(
z−z0

z0

)n
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définit une solutionfz0 de (1.2.0.1) non triviale surU , et l’on peut prouver queF (U) = Vect( fz0).
(Méthode : pour toute telle solutionf , le wronskienf f ′z0

− f ′ fz0 est trivial.) En revanche, on prouve
également que, pour qu’il y ait des solutions non triviales globales,i.e. F (C∗) 6= {0}, il faut, et il
suffit, queα ∈ Z. (Méthode pour l’implication non triviale : sif est une telle solution, appliquer
la formule des ŕesidus̀a f ′/ f .)

Consid́erons maintenant les disques ouvertsU` :=
◦
D(i`,1), ` = 0,1,2,3 (etU4 = U0) et notons

f` := fi` ∈ F (U`) les “fonctions-bases” correspondantes. Il est clair que, pour chaque`, l’inter-
sectionU`∩U`+1 est un ouvert connexe non vide (le dessiner), et l’on en déduit un isomorphisme
F (U`)'F (U`+1). Celui-ci est parfaitement caractériśe par l’image def`, qui est un multiple (non
trivial) de f`+1. Il y a donc une unique constanteα` ∈C∗ telle que les restrictions def` et deα` f`+1

àU`∩U`+1 cöıncident.

En composant ces isomorphismes, on obtient l’automorphisme deF (U0) qui envoie f0 sur
a f0, où a := α0α1α2α3 ∈ C∗. Plus ǵeńeralement, en prolongeant une solutionf ∈ F (U0) par
la méthode ci-dessus (restriction-dérestriction de disque en disque voisin), on obtient la solution
a f ∈ F (U0).

Pour savoir s’il s’est passé quelque chose,i.e. si a 6= 1, il importe de calculer lesα`. On peut
le faire de la manìere suivante. On constate d’abord que, pour chaque` et pour toutz∈U`, on a
z/i` ∈U0 et f`(z) = f0(z/i`) (c’est imḿediat d’apr̀es la formule). On prouve ensuite :

∀z∈U0 , f0(z) = ραeiαθ, où ρ := |z| ∈ ]0,2[ et θ := Argz∈ ]−π/2,π/2[ .

(On note Arg ladétermination principale de l’argument.) La même formule permet d’étendref0
en une fonction analytiqueg0 surV0 := C\R− ⊃U0 et donc, plus ǵeńeralement, d’́etendre chaque
f` en une fonction analytiqueg` surV̀ := C \ i`R− ⊃U`. On a bien entendug` ∈ F (V̀ ) (car la
fonction analytiqueg′`−αg` est nulle surU` donc identiquement nulle surV̀ ). Le morphisme de
restrictionF (V̀ )→ F (U`) est un isomorphisme, et notre petit jeu de restriction-dérestriction de
disque en disque voisin peut aussi bien se jouer de plan fendu en plan fendu voisin.

Puisque les restrictions def` et deα` f`+1 à U` ∩U`+1 cöıncident, il en est de m̂eme des
restrictions deg` et deα`g`+1 à V̀ ∩ V̀ +1 (encore le principe de prolongement analytique). Mais
i`+1 ∈ V̀ ∩V̀ +1, etg`+1(i`+1) = 1, d’où les formule magiques :

α` = g`(i`+1) = g1(i) = eiπα/2, d’où l’on déduit :a = e2iπα.

On peut retrouver le critère d’existence de solutions globalesénonće plus haut. Sih ∈ F (C∗),
notonsh` sa restrictioǹaU`. Alors l’image deh` par l’isomorphismeF (U`)→ F (U`+1) ne peut
être queh`+1 (elles cöıncident sur l’intersection de leurs domaines) ; le prolongement analytique
deh0 est donch0 (car restriction d’une solution globale) etah0 (vrai pour toute solution locale).
Cela entraineah0 = h0, doncah= h. L’existence de solutions globales non triviales implique donc
a = 1, c’est-̀a-direα ∈ Z.
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1.2.2 Le logarithme

Le logarithme complexe peut̂etre d́efini soit comme inversèa droite de l’exponentielle :

exp(logz) = z, soit comme primitive : log′(z) =
1
z
. Il n’est pas difficile de montrer que ces deux

probl̀emes admettent dessolutions localesau voisinage de tout point deC∗ (le premier par le
théor̀eme d’inversion locale ; le second par intégration termèa terme de śeries entìeres). Il n’est
pas non plus tr̀es difficile de montrer qu’il ne peut exister de solution globale surC∗ (même sim-
plement continue dans le premier cas). On va utiliser le point de vue deséquations diff́erentielles
pour comprendre l’obstruction topologiquèa l’existence du logarithme.

Pour ce faire, on supposera connue la fonctionlogarithme ńeṕerien, not́ee ln : il s’agit de
la détermination principale du logarithme, qui est d́efinie surC \R−, y est inversèa droite de

l’exponentielle : exp(lnz) = z, et y est holomorphe, de dérivée ln′(z) =
1
z
·. De plus, on a la formule

explicite :

∀ρ ∈ R∗+ , ∀θ ∈ ]−π,π[ , ln
(

ρeiθ
)

= lnρ+ iθ

et le d́eveloppement en série entìere, valable sur
◦
D(1,1) :

ln(1+z) = ∑
n≥1

(−1)n−1

n
zn.

Pour obtenir unéequation diff́erentielle linéaire, on remplace la relation log′(z) =
1
z
, qui

équivautà zlog′ = 1, par sa d́erivée :(zlog′)′ = 0. Il est bien clair que cette dernière n’implique
pas la pŕećedente et que l’on introduit ainsi des solutions “parasites”, comme par exemple les
constantes, qui v́erifient zlog′ = 0. Mais le fait de s’̂etre rameńe à un probl̀eme lińeaire com-
porte des avantages qui compensent largement cet inconvénient. On consid̀erera donc l’́equation
diff érentielle lińeaire analytique scalaire d’ordre 2 (ouf) :

(1.2.0.2) z f′′(z)+ f ′(z) = 0. Ainsi, Σ = {0} etX′ = C∗.

On notera encoreF le faisceau surX′ des solutions de (1.2.0.2) : donc un faisceau deC-espaces

vectoriels. Soientz0 ∈ C∗ etU :=
◦
D(z0, |z0|). La śerie entìere :

ln

(
1+

z−z0

z0

)
= ∑

n≥1

(−1)n−1

n

(
z−z0

z0

)n

définit une solutionfz0 de (1.2.0.2) non triviale surU , et l’on peut v́erifier que c’est bien la solution

ln(z/z0) définieà partir du logarithme ńeṕerien. (Siz∈U , on a bienz/z0 ∈
◦
D(1,1).) On peut alors

démontrer queF (U) = Vect(1, fz0), où l’on a abusivement noté 1 la fonction constante 1 surU .
Plus pŕeciśement, la famille(1, fz0) est une base deF (U). On peut alors noterVz0 := C\z0R− (un
plan fendu) et v́erifier que l’unique fonction deF (Vz0) qui se restreint enfz0 surUz0 est d́efinie par
gz0(z) := ln(z/z0) ; et leC-espace vectorielF (Vz0) admet pour base la famille(1,gz0).

Pour recommencer le jeu du prolongement par restriction-dérestriction, on reprend les mêmes
disques ouvertsU` et les m̂emes plans fendusV̀ que pŕećedemment. LeC-espace vectorielF (V̀ )
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admet pour base la famille(1,g`), où l’on noteg` := gi` . Pour d́eterminer compl̀etement l’isomor-
phisme deF (V̀ ) surF (V̀ +1), il suffit d’expliciter son effet sur une base, c’est-à-dire de trouver
une matriceA` ∈GL2(C) telle que :

(1,g`) = (1,g`+1)A`,

cetteégalit́e abusive signifiant en fait que les deux membres coı̈ncident sur l’ouvert intersection. La

premìere colonne deA` estévidemment

(
1
0

)
. La deuxìeme admet pour coefficients des scalaires

a,b∈ C tels que :
g` = a+bg̀ +1,

l’ égalit́e ayant le m̂eme sens qu’auparavant. De la définition de ln par module et argument et de
l’ égalit́eg`(z) = ln(z/i`), le lecteur d́eduira sans peine la relation suivante :

a = g`

(
i`+1
)

= ln(i) =
iπ
2
·

D’autre part, en d́erivant, on voit que :

g′` = bg′`+1 =⇒ b = 1,

puisqueg′` = g′`+1 =
1
z
. La matrice de prolongement deF (V̀ ) à F (V̀ +1) est donc :

A` =
(

1 iπ/2
0 1

)
.

La matrice de l’automorphisme de prolongement deF (V0) dans la base(1, ln) est donc :

A = A3A2A1A0 =
(

1 2iπ
0 1

)
.

Exercice 1.2.1En d́eduire que les seulśeléments deF (V0) qui proviennent d’une solution globale
sont les constantes. (Ce sont les points fixes de l’automorphisme de prolongement.)

1.3 Retour au formalisme ǵenéral

1.3.1 Le principe de monodromie

On repart du système localF de 1.1.2. On veut pouvoir parler de solutions au voisinage d’un
point z0 ∈ X′ sans avoir̀a pŕeciser ce point. pour cela, on introduit la notion degerme de solution
enz0 : c’est, par d́efinition, une classe d’équivalence de couple( f ,U), oùU est un voisinage ouvert
dez0 dansX′ et òu f ∈ F (U), la relation d’́equivalencéetant d́efinie comme suit :

( f ,U)∼ (g,V)⇐⇒∃W ⊂U ∩V : z0 ∈W et f|W = g|W.

Ces germes forment, de manière naturelle, unC-espace vectorielFz0 et l’on a, pour tout voisinage
ouvertU dez0 une application lińeaire deF (U) dansFz0, qui, à f ∈ F (U), associe son germe,
i.e. la classe de( f ,U) dansFz0.

Les propríet́esénuḿeŕees en 1.1.2 se traduisent alors ainsi :
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1. SiU est un voisinage ouvertconnexedez0 dansX′, l’application lińeaire deF (U) dansFz0

est injective.

2. SiU est un voisinage ouvert non videsimplement connexedez0 dansX′, cette application
linéaire est bijective.

Le jeu du prolongement peut alors se traduire ainsi. On se donne deux pointsz0,z1 ∈ X′ et un
cheminγ reliant ces deux points dansX′. Pour simplifier, on notera encoreγ l’image ce ce chemin
(donc un compact connexe deX′). On peut alors recouvrirγ par des disques ouverts non vides
D1, . . . ,Dm inclus dansX′, centŕes en des points deγ, et tels que :

1. D1 est centŕe enz0 etDm est centŕe enz1.

2. Pour̀ = 1, . . . ,m−1, le disqueD` rencontreD`+1.

On obtient ainsi des isomorphismes de restriction-dérestrictionF (D`)→ F (D`+1), puis, en com-
posant, un isomorphismeF (D1)→ F (Dm), soit encore, en vertu des propriét́es de syst̀eme local
énuḿeŕees plus haut, un isomorphisme deFz0 surFz1. Outre les affirmations rapides qui préc̀edent,
le lecteur prouvera sans trop de peine quel’isomorphisme ainsi obtenu ne dépend pas du choix
des disques D̀. Il ne d́epend donc que du cheminγ, et nous le noterons (provisoirement) :

Φγ : Fz0→ Fz1.

On parle deprolongement analytique le long du cheminγ.

En ŕealit́e, l’isomorphismeΦγ dépend d’encore bien moins que cela. Si l’on déforme contin̂ument
γ en un cheminγ′ sans bouger ses extrémit́es, on obtient le m̂eme prolongement analytique :

Théorème 1.3.1 (Principe de monodromie)Si les chemins γ et γ′ d’origine z0 et d’extrémité z1

sont homotopes, alors Φγ = Φγ′ .

Il s’agit ici (et partout dans la suite) d’homotopie dansX′. Ce th́eor̀eme est d́emontŕe dans [2,
8.1.5]. Notant[γ] la classe d’homotopie du cheminγ, on est donc fond́e à poser :

Φ[γ] := Φγ.

En particulier, siz1 = z0, autrement dit, siγ est un lacet de basez0, alors on obtient une application
[γ] 7→ Φ[γ] de l’ensembleπ1(X′,z0) des classes d’homotopie de lacets de basez0 dans le groupe
linéaire GL(Fz0).

Exercice 1.3.2Montrer que le lacet constant enz0 a pour image l’automorphisme identité et en
déduire que le prolongement analytique le long d’un lacethomotopiquement trivial(i.e.homotope
au lacet constant) est trivial (i.e.c’est l’automorphisme identité).

Exemple 1.3.3Dans le cas deX′ := C∗ etz0 := 1, les deux exemples de 1.2 concernaient le “lacet
fondamental”γ : t 7→ e2iπt . Dans chaque cas, l’automorphisme de prolongement analytiqueΦ[γ]
était non trivial, manifestant le fait que le lacetγ n’est pas homotopiquement trivial.

Remarque 1.3.4Le principe de monodromie est ainsi appelé parce qu’il dit que divers chemins
(“drom”) donnent lieùa un seul (“mono”) prolongement. Pourtant, l’effet du prolongement le long
d’un chemin non homotopiquement trivial a fini parêtre appeĺe monodromie, alors qu’il se traduit
par exemple par lamultiplicitédes d́eterminations dezα ou du logarithme. Il y a donc eu dérive du
senśetymologique ...
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1.3.2 La représentation de monodromie

Si l’on compose les cheminsγ1 d’origine z0 et d’extŕemit́e z1 et γ2 d’origine z1 et d’extŕemit́e
z2, on obtient un chemin d’originez0 et d’extŕemit́e z2. Notonsγ1.γ2 ce chemin composé2. Il est
alorsévident que :

Φγ1.γ2 = Φγ2 ◦Φγ1.

Par ailleurs, la relation d’homotopie est compatible avec la composition des chemins, et, si l’on
pose[γ1] . [γ2] := [γ1.γ2], on d́efinit le compośe de deux classes d’homotopie et l’on a :

Φ[γ1].[γ2] = Φ[γ2] ◦Φ[γ1].

Dans le cas de lacets basés en un pointz2 = z1 = z0, on sait que l’oṕeration ci-dessus fait de
π1(X′,z0) un groupe, appelé groupe fondamentalou groupe de Poincaŕe. La discussion ci-dessus
est ŕesuḿee par le

Théorème 1.3.5L’application [γ] 7→ Φ[γ] est un antihomomorphisme de groupesde π1(X′,z0)
dans GL(Fz0).

Dit autrement, c’est un morphisme du groupeπ1(X′,z0)◦ (groupeoppośeau groupe fondamen-
tal) dans GL(Fz0). Un morphisme d’un groupeG dans un groupe lińeaire est appelé représentation
(linéaire)deG (chapitre 3), et nous venons de définir la représentation de monodromieenz0 at-
tach́eeà l’équation (1.1.0.1). On appellegroupe de monodromiede cettéequation enz0 l’image de
cette repŕesentation.

Exemple 1.3.6Dans le cas deśequations (1.2.0.1) et (1.2.0.2),X′ = C∗, et le groupe fonda-
mentalπ1(X′,1) est isomorphèa Z, la classe du lacet fondamentalt 7→ e2iπt étant l’un des deux
géńerateurs. L’image dansZ de la classe du lacet[γ] s’obtient en calculant l’unique entierk ∈ Z
tel queγ est homotopèak fois le lacet fondamental :k est donc l’indicedeγ tel qu’on le d́efinit en
analyse complexe ou en topologie algébrique.
Un morphisme ou un antihomomorphisme deZ dans GL(F1) est de la formek 7→ Φk

0, où Φ0 ∈
GL(F1) est l’automorphisme de prolongement analytique le long du lacet fondamental, qui détermine
donc compl̀etement la représentation de monodromie.

Exemple 1.3.7Dans le cas de l’équation (1.2.0.1),F1 est une droite vectorielle et le groupe
linéaire GL(F1) s’identifie canoniquement (i.e.sans choix de base)àC∗. On a vu queΦ0∈GL(F1)
s’identifieà e2iπα ∈ C∗, et donc que la représentation de monodromie envoie le géńerateur 1∈ Z
sure2iπα ∈ C∗. C’est donc, modulo cette identification, l’applicationk 7→ e2iπkα.
En particulier, le groupe de monodromie est{e2iπkα | k ∈ Z} ⊂ C∗. Il est trivial (resp. fini) si, et
seulement si,α ∈ Z (resp.α ∈Q).

Exemple 1.3.8Dans le cas de l’équation (1.2.0.2), dimC F1 = 2 et le groupe lińeaire GL(F1)
s’identifieà GL2(C), mais il faut pour cela choisir une base. Nous prendrons bien entendu la base
(1, ln) (i.e. formée par les germes au point 1 de ces deux fonctions).

Dans ce cas, on a vu queΦ0∈GL(F1) s’identifieà la matriceA=
(

1 2iπ
0 1

)
. Ainsi, la repŕesentation

de monodromie (modulo ces identifications) est l’applicationk 7→ Ak.

2Cette notation, traditionnelle, entraine de petites complications algébriques auxquelles il faut bien se faire ...
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En particulier, le groupe de monodromie est le sous-groupe de GL(F1) qui correspond, dans la
base donńee, au sous-groupe{Ak | k∈ Z} ⊂ C∗ de GL2(C). Ce groupe est infini.

Remarque 1.3.9Décrire “la repŕesentation de monodromie” attachéeà unéequation diff́erentielle
présuppose le choix d’un point de basez0 ∈ X′ ; et, si l’on tientà une description matricielle, le
choix d’une base deFz0. Cependant, toutes les réalisations possibles du groupe de monodromie
dans GLn(C) sont conjugúees entre elles. En ce qui concerne l’effet du choix d’une base deFz0,
c’est évident (alg̀ebre lińeaireélémentaire). En ce qui concerne le choix d’un point base, cela
découle du fait queX′ est connexe par arcs.

Exercice 1.3.10Expliciter l’effet du choix d’un point base.

1.4 La théorie de Galois diff́erentielle

Le lecteur pourra compléter les maigres renseignements historiques qui suivent par la lecture
de [3] et [4].

C’est Riemann qui, dans [29] et [30], a montré l’importance de la monodromie dans l’étude
deséquations diff́erentielles dans le champ complexe ; c’est ensuite Hilbert qui en a donné la
formalisation en termes de groupes et d’action linéaires (voir, dans [17], ce qui concerne le 21e

probl̀eme). Lacorrespondance de Riemann-Hilbertest un th̀eme essentiel en mathématiques.

Ce th̀eme est dans l’esprit de la théorie de Galois : comprendre leséquations m̂eme sans savoir
les ŕesoudre,̀a partir d’un groupe oṕerant sur leurs solutions ; comprendre les solutions elles-
mêmes̀a partir du groupe attaché à l’équation.

Les “solutions” que l’on peut espérer comprendre grâceà la correspondance de Riemann-
Hilbert sont lesfonctions sṕeciales(voir par exemple [38]). Le type d’application que l’on peut
esṕerer se laisse devinerà partir de deux exemples simples : si le groupe de monodromie est
trivial, toutes les solutions se prolongentà X′ ; dans le cas d’équationsà coefficients polyno-
miaux, le groupe de monodromie est fini si, et seulement si, toutes les solutions sont des fonctions
algébriques.

Exercice 1.4.1Vérifier ces deux dernierśenonćes sur nos exemples.

Naturellement, le cas oùX′= C∗ et le cas òun= 1 sont particulìerement simples parce qu’alors
le groupe de monodromie est abélien. Le premier cas non trivial est celui où X′ = C \ Σ avec
card Σ = 2, et òu n = 2 : c’est celui deśequations hyperǵeoḿetriques, sur lequel Riemann a
démontŕe la puissance de sa méthode.

1.4.1 La théorie de Picard-Vessiot

Le calcul du groupe de monodromie d’uneéquation diff́erentielle est, par nature, transcen-
dant : il faut calculer une base de solutions, puis prolonger analytiquement ces dernières le long
des lacets. La th́eorie de Picard-Vessiot viseà d́efinir et calculer un groupe attaché à uneéquation
diff érentielle par des voies purement algébriques et, autant que possible,à partir de l’́equation
elle-même. Comme on va le voir, elle s’inspire de la théorie de Galois, et le domaine auquel elle a
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donńe naissance est d’ailleurs appelé théorie de Galois diff́erentielle.

L’id ée de base est la suivante. Le prolongement analytique le long d’un chemin préserve les
relations alǵebriques. En fait, chaqueΦ[γ] est un morphisme d’espaces vectoriels, maiségalement
un morphisme pour la multiplication (à condition de l’́etendre, au delà des germes de solutions,
à toutes les fonctions analytiques susceptibles de prolongement). D’autre part, la raison pour la-
quelle une solution est transformée en une solution est queΦ[γ] est compatible avec la dérivation :

Φ[γ]( f ′) =
(
Φ[γ]( f )

)′
.

On dit aussi queΦ[γ] commutèa la dérivation. On va donc chercher̀a caract́eriser leséléments
du groupe de monodromie commeéléments de GL(Fz0) qui pŕeservent les relations algébriques
et les relations diff́erentielles. (La contrepartie en théorie de Galois classique est de rechercher les
éléments du groupe de permutation des racines qui préservent les relations algébriques.)

Comme pour la forme “moderne” (c’est-à-dire datant du d́ebut du XXe siècle) de la th́eorie de
Galois, on commence par traduire cela en termes d’automorphismes pour une structure donnée.
Ici, on introduit le corpsK engendŕe par les fonctions qui servent de coefficients (par exemple les
fonctions rationnelles) ainsi que les solutions de l’équation et toutes leurs dérivées. (La contrepar-
tie en théorie de Galois classique est le corps engendré par leśeléments qui servent de coefficients,
par exemple les nombres rationnels, et par les solutions de l’équation.)

Enfin, on d́efinit le groupe de Galois de l’équation diff́erentiellecomme le groupe des auto-
morphismes du corpsK qui commutent̀a la d́erivation et qui induisent l’identité sur le sous-corps
K0 des coefficients.

Exemple 1.4.2On reprend l’exemple des caractères. SoitM (U0) le corps des fonctions ḿeromorphes
surU0. Soit f0 une base deF (U0), par exemplezα. On prend pourK le sous-corps deM (U0) en-
gendŕe par le corps des coefficientsK0 = C(z) (corps des fractions rationnelles) et parf0 : comme

f ′0 =
α
z

f0, les d́erivées viennent avec ! On cherche les automorphismesφ du corpsK qui sont tri-

viaux surC(z) et tels queφ( f ′) =
(
φ( f )

)′
pour tout f .

Soit f := φ( f0), qui n’est donc pas nul. On a :

f ′

f
=

φ( f0)′

φ( f0)
=

φ( f ′0)
φ( f0)

= φ
(

f ′0
f0

)
= φ

(
α
z

)
=

α
z

;

cette dernìereégalit́e vient de l’hypoth̀ese queφ est trivial surK0 = C(z). Ainsi, f est une solution
de (1.2.0.1), donc de la formef = λ f0 pour un certainλ ∈ C∗.
Il est clair queφ est totalement d́etermińe parλ et que l’applicationφ 7→ λ est un morphisme
injectif du groupe de Galois de (1.2.0.1) dansC∗. Mais ce morphisme est-il surjectif, autrement
dit, toutλ ∈ C∗ définit-il un automorphismeφ convenable ?
Dans le cas òu α∈Q, soitα = p/q (fraction irŕeductible), on af q

0 = zp∈K0, donc f q
0 = φ( f q

0 ) = f q,
doncλq = 1 etλ ∈ µq, groupe des racinesqes de l’unité. Ŕeciproquement, tout telλ convient, et le
groupe de Galois est doncµq⊂ C∗ dans ce cas.
Dans le cas òu α 6∈ Q, on v́erifie facilement quezα est transcendant surQ et toutλ convient. Le
groupe de Galois est doncC∗ dans ce cas.
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Dans tous les cas, les automorphismes de monodromie sont bien là : ce sont des “automorphismes
galoisiens”.

Exemple 1.4.3On reprend l’exemple du logarithme. Avec les mêmes notations que ci-dessus,K
est ici le sous-corps deM (U0) engendŕe parK0 = C(z) et par ln ; comme ln′ = 1/z, les d́erivées
viennent avec. Pour tout automorphisme galoisienφ, notant f := φ(ln), on a :

f ′ =
(
φ(ln)

)′ = φ(ln′) = φ(1/z) = 1/z,

d’où φ(ln) = ln+a pour une certaine constantea∈C. Il est facile de v́erifier que ln est transcendant
surK0 et que touta convient, et d’en d́eduire que le groupe de Galois est ici isomorpheàC.
Pour y retrouver les automorphismes de monodromie, il faut se rappeler que ces derniers laissent
invariant 1∈ K0 et qu’ils envoient ln sur ln+2iπk. En fait, en identifiant le groupe de Galois

C au groupe des matrices

(
1 a
0 1

)
(ce sont bien des groupes isomorphes), on retrouve bien les

automorphismes de monodromie comme cas particuliers d’automorphismes galoisiens.

La leçonà tirer de nos calculs est que la théorie de Galois donne un groupe qui contient le
groupe de monodromie, mais qui peutêtre plus gros. En fait, on se retrouve dans une situation de
la forme :

M ⊂G⊂GLn(C),

et l’on se demande quelle relation (autre que l’inclusion) relie le groupe de monodromieM au
groupe de GaloisG. Résumons les cas observés :

1. Équation (1.2.0.1) avecα = p/q ; Notant〈g〉 le groupe engendré parg :

M ⊂ G ⊂ GL1(C)
q q q〈

e2iπα〉= µq ⊂ µq ⊂ C∗

2. Équation (1.2.0.1) avecα 6∈Q :

M ⊂ G ⊂ GL1(C)
q q q〈

e2iπα〉 ⊂ C∗ ⊂ C∗

L’inclusion M ⊂G est ici stricte.

3. Équation (1.2.0.2) :
M ⊂ G ⊂ GL2(C)
q q q
〈A〉 ⊂ {Aa | a∈ C} ⊂ GL2(C)

La matriceA étant unipotente, la puissanceAa est bien d́efinie. L’inclusionM⊂G est encore
stricte.

On constate que, dans chaque cas, le sous-ensembleG de GLn(C) peut être caract́eriśe par des
équations alǵebriques :Xq = 1 dans le premier cas, aucuneéquation dans le deuxième cas,X1,1−
1 = X2,2−1 = X1,2 = 0 dans le troisìeme cas. On dit queG est unsous-ensemble algébriquede
GLn(C).

On constate aussi dans chaque cas (mais c’est un peu moinsévident) queG est le plus petit
sous-ensemble algébrique de GLn(C) contenantM.
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Exercice 1.4.4Le vérifier dans chaque cas.

Comme on le verra (mais c’est facilèa d́emontrer), l’assertion “G est le plus petit sous-
ensemble alǵebrique de GLn(C) contenantM” est équivalenteà la suivante : “toute fonction
rationnelle sur Matn(C) définie sur GLn(C) et nulle surM est nulle surG”. Cela s’apparentèa
une propríet́e de densit́e, et l’on dit en effet queM estZariski-densedansG.

En fait, c’est un th́eor̀eme d̂u à Schlesinger que, pour uneéquation diff́erentielle dont les singu-
larités sont “raisonnables”, le groupe de Galois est toujours le plus petit sous-ensemble algébrique
du groupe lińeaire contenant le groupe de monodromie ; autrement dit, le groupe de monodromie
est Zariski-dense dans le groupe de Galois. Nous ne définirons pas “raisonnable”, mais le lec-
teur int́eresśe peut regarder dans [2] ou dans d’autres ouvrages ce qui concerne les “singulartiés
régulìeres” ou les “́equations fuchsiennes”.

Exercice 1.4.5Vérifier que c’est faux pour l’équation f ′ = f . (Le groupe de monodromie est
trivial, le groupe de Galois estégalà GL1(C) = C∗.) La raison en est que cetteéquation admet
une singularit́e “déraisonnable”̀a l’infini !

Ce qui est vrai sans restriction, c’est que le groupe de Galois d’uneéquation diff́erentielle
linéaire se ŕealise toujours comme sous-ensemble algébrique (et sous-groupe) du groupe linéaire,
d’où l’int ér̂et d’étudier de tels groupes : ce sont lesgroupes alǵebriques lińeaires.

1.4.2 La dualité tannakienne

En th́eorie de Galois clasique, le groupe de Galois ne porte qu’une information partielle. Ce qui est
vraiment important, c’est l’action de ce groupe sur les racines ou sur un corps. De la même manìere, dans
la théorie de Riemann-Hilbert, le groupe de monodromie ne porte qu’une information partielle, ce qui
est vraiment important, c’est la représentation de monodromie. De la même manìere, en th́eorie de Ga-
lois différentielle, c’est l’action du groupe de Galois qui nous intéresse ; on verra que c’est encore une
repŕesentation lińeaire, et m̂eme “rationnelle” (cette propriét́e met en jeu la structure de groupe algébrique).

En fait, on a prouv́e (cf. par exemple [10]) que l’on pouvait calculer le groupe de Galoisà partir de la
classe de toutes ses représentations ; ce point de vue a d’ailleursét́e appliqúeà la th́eorie de Galois classique,
et a permis de lui donner une allure géoḿetrique en l’unifiant avec la th́eorie des rev̂etements en topologie
algébrique (cf. par exemple [12]). Cette ḿethode a une chance de fonctionner parce qu’il arrive que l’on
sache d’avance qu’une certaine “catégorie” d’objets (le mot sera défini plus loin) s’identifieà la cat́egorie
des repŕesentations rationnelles d’un certain groupe algébrique, que l’on peut alors définir explicitement.
Une telle cat́egorie est dite “tannakienne”. Nous ne lesétudierons cependant pas en toute géńeralit́e. Dans
notre cas, c’est la catégorie des représentations deM qui s’identifie la cat́egorie des représentations ration-
nelles deG, et nous verrons comment en déduireG.

Signalons enfin que le but n’est pas seulement de disposer d’une alternativeà la th́eorie de Picard-
Vessiot. D’abord, la ḿethode tannakienne apporte plus d’informations sur le groupe de Galois (par exemple,
son comportement quand on change le corps de base) ; ensuite, elle s’applique dans des domaines où la
théorie de Picard-Vessiot áechoúe (th́eorie de Galois transcendante deséquations auxq-diff érences). En
contrepartie (mais peut-être est-ce un avantage ?), elle exige d’investir dans des techniques variées.
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Chapitre 2

Catégories, foncteurs,́equivalences,
limites, produit tensoriel

Ce chapitre a pour but d’introduire le langage des catégories et des foncteurs, indispensable
pour toutes les th́eories qui utilisent la ǵeoḿetrie alǵebrique (et bien d’autres). Il y a surtout du
vocabulaire et deśenonćesélémentaires, entrecoupés d’exemples destinésà faciliter la digestion.
L’essentiel de la th́eorie se trouve dans le classique [22]. Pour usage ultérieur, et comme exemple
de propríet́e universelle, nous rappelons rapidement ce qui aurait dû être vu en M1 (òu, sinon ?)
sur le produit tensoriel ; un exposé complet figure dans [21].

2.1 Cat́egories et foncteurs

2.1.1 Cat́egories

La théorie des catégories permet par exemple de parler de la catégorie des ensembles. Comme
le lecteur sait, ou devrait savoir, qu’il n’y a pas d’ensemble de tous les ensembles, il est clair que
l’on ne peut pas formuler cette théorie dans le cadre habituel de la théorie des ensembles. Pour ne
pas noyer ce qui nous importe dans du formalisme (il y en aura déjà bien assez), nouśeluderons
ce genre de difficult́e et utiliserons le mot “classe” dans les cas douteux.

Définition 2.1.1 (Cat́egories) Unecat́egorieC est la donńee :
– d’une “classe” d’objets, not́ee Ob(C ) ;
– d’une “classe” demorphismes (ou fl̀eches)not́ee MorC ;
– pour chaquef ∈ MorC , d’une source(ou source) s( f ) ∈ Ob(C ) et d’un but (ou target)

t( f ) ∈Ob(C ) : on dit quef va deX dansY et l’on écrit f : X→Y ;
– pour chaque objetX ∈Ob(C ), d’un morphisme identit́e IdX ∈MorC de source et butX ;
– pour chaque couple de flèchesf ,g ∈ MorC telles quet( f ) = s(g), d’unecompośeenot́ee

g◦ f ∈MorC , telle ques(g◦ f ) = s( f ) et t(g◦ f ) = t(g).
Ces donńees sont assujetties aux axiomes suivants :

– Pour tousX,Y ∈ Ob(C ), les fl̀echesf ∈ MorC telles ques( f ) = X et t( f ) = Y forment
un ensemble noté MorC (X,Y), ou Mor(X,Y), ou HomC (X,Y), ou encore Hom(X,Y) ; ces
ensembles sont donc deuxà deux disjoints, IdX ∈ MorC (X,X) et ( f ,g) 7→ g◦ f est une
application (ditede composition) de MorC (X,Y)×MorC (Y,Z) dans MorC (X,Z).
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– chaque IdX ∈MorC (X,X) est “neutrèa gauche et̀a droite”, i.e. leségalit́es ci-dessous sont
vérifiées chaque fois qu’elles ont un sens :

f ◦ IdX = f et IdX ◦g = g.

– La “loi de composition partielle” est associative,i.e. l’ égalit́e ci-dessous est vérifiée chaque
fois qu’elle a un sens :

h◦ (g◦ f ) = (h◦g)◦ f .

Terminologie.

1. UnendomorphismedeX est un morphisme deX dansX. Ils forment l’ensemble End(X).

2. Un isomorphismede X surY est une fl̀eche deX dansY inversibleà droite età gauche ;
autrement dit,f ∈MorC (X,Y) est telle qu’il existef ′, f ′′ ∈MorC (Y,X) tels quef ′ ◦ f = IdX

et f ◦ f ′′ = IdY. Ils forment l’ensemble Iso(X).

3. UnautomorphismedeX est un isomorphisme deX surX. Ils forment l’ensemble Aut(X).

4. La cat́egorieC ′ est unesous-cat́egoriede la cat́egorieC si Ob(C ′)⊂Ob(C ) et si MorC ′(X,Y)⊂
MorC (X,Y) pour tousX,Y ∈Ob(C ′).

5. La sous-catégorieC ′ de C est ditepleinesi MorC ′(X,Y) = MorC (X,Y) pour tousX,Y ∈
Ob(C ′) ; elle est diteessentiellesi tout objet deC est isomorphèa un objet deC ′.

Exercice 2.1.2 1. Muni de la composition, End(X) est un monöıde de neutre IdX.

2. L’inverseà gauche et l’inversèa droite d’un isomorphismef ∈MorC (X,Y) sontégaux. On
note f−1 ce morphisme, appelé inversede f . C’est un isomorphisme et son inverse estf .

3. Muni de la composition, Aut(X) est un groupe de neutre IdX ; le syḿetrique d’un automor-
phisme est son inverse.

Exemples 2.1.3 (̀a vérifier soigneusement) 1. La cat́egorieEnsdes ensembles et des appli-
cations : c’est une manière abŕeǵee de dire que Ob(Ens) est la classe de tous les ensembles,
que MorEns(X,Y) est l’ensemble des applications de l’ensembleX vers l’ensembleY, que
IdX désigne l’application identité deX et que la composition des morphismes dansEnsest
la composition des applications.

2. La cat́egorieGr des groupes et des morphismes de groupes.

3. La cat́egorieT opdes espaces topologiques et des applications continues.

4. La cat́egorieT op∗ desespaces topologiques pointés. Ses objets sont les couples(X,x0)
formés d’un espace topologiqueX et d’un pointx0 ∈ X ; les morphismes de(X,x0) dans
(Y,y0) sont les applications continuesf : X→Y telles quef (x0) = y0.

5. Pour un anneauA donńe (non ńecessairement commutatif), la catégorie M odA des A-
modulesà gauche et des applicationsA-linéaires. LorsqueA est un corps commutatifK,
on écrira plut̂ot EvK .

6. Pour un corps commutatifK, la cat́egorieEv fK desK-espaces vectoriels de dimension finie
et des applicationsK-linéaires : donc une sous-catégorie pleine deEvK .

7. La cat́egorieAnndes anneaux commutatifs (sous-entendu : “et des morphismes d’anneaux”).

19



Exercice 2.1.4On se donne une catégorieC . Vérifier que l’on obtient bien une catégorieCend

(resp.Caut), en prenant pour objets les couples(X, f ), où X ∈ Ob(C ) et f ∈ End(X) (resp. f ∈
Aut(X)) ; et pour morphismes(X, f )→ (Y,g) les u ∈ MorC (X,Y) tels queg◦u = u◦ f , ce que
l’on traduit en disant que le diagramme ci-dessous est commutatif :

X
u−−−−→ Y

f

y yg

X
u−−−−→ Y

.

2.1.2 Foncteurs

Un foncteur covariant est un “morphisme de catégories”, un foncteur contravariant est un
“antimorphisme de catégories”. Plus pŕeciśement :

Définition 2.1.5 (Foncteurs) SoientC et C ′ deux cat́egories.
(i) On appellefoncteur covariantdeC dansC ′ la donńee d’une fonctionF de Ob(C ) dans Ob(C ′),
ce que nous noteronsX F(X) ou X FX ; et, pour tous objetsX,Y de C , d’une application
également notéeF de MorC (X,Y) dans MorC ′(FX,FY) ; le tout, de telle sorte queF(IdX) = IdFX

et que, lorsque ces compositions sont définies, on aitF(g◦ f ) = F(g)◦F( f ).
(ii) On appellefoncteur contravariantde C dansC ′ la donńee d’une fonctionF de Ob(C ) dans
Ob(C ′) et, pour tous objetsX,Y deC , d’une applicatiońegalement notéeF de MorC (X,Y) dans
MorC ′(FY,FX), de telle sorte queF(IdX) = IdFX et que, lorsque ces compositions sont définies,
on aitF(g◦ f ) = F( f )◦F(g).

Lorsque l’on parlera de foncteur sans autre précision, il s’agira d’un foncteur covariant. On
décrit souvent un foncteur par son seul effet sur les objets, le contexte permettant de deviner sans
ambig̈uité quel est l’effet sur les morphismes. La notationX FX, plutôt queX 7→ FX, a pour
but de nous rappeler que Ob(C ) et Ob(C ′) ne sont pas des ensembles et que la fonctionF sur les
objets n’est donc pas une application.

Exemples 2.1.6 (̀a vérifier soigneusement) 1. Dans toute catégorie, il y a un foncteur (cova-
riant) identit́e dont l’effet sur les objets estX X et l’effet sur les morphismes estf 7→ f .

2. On d́efinit desfoncteurs (covariants) oublispartant respectivement deGr, deT op, deT op∗,
deM odA, deEv fK et deAnn, et arrivant dansEns, par “oubli de structure” :̀a un objet, ils
associent l’ensemble sous-jacent ; et,à un morphisme, l’application sous-jacente.

3. On d́efinit de m̂eme des foncteurs d’oubli partiel de structure : deT op∗ dansT op, deM odA

dansGr, deAnndansGr, etc.

4. SoitA un anneau commutatif. Le foncteur de dualité deM odA dans elle-m̂eme associèa
tout A-moduleM son dualM∗ := HomA(M,A) (avec sa structure naturelle deA-module
à gauche, d̂ue à la commutativit́e deA), et, à tout morphismef : M → N, son transpośe
t f : N∗→M∗ défini part f (u) := u◦ f . C’est un foncteur contravariant. De même, il y a un
foncteur de dualit́e deEv fK dans elle-m̂eme.

5. Plus ǵeńeralement, en associant auxA-modulesM,N le A-module HomA(M,N), on d́efinit
unbifoncteurdeM odA dans elle-m̂eme ; il est contravariant enM et covariant enN.

6. Le foncteurA Sp(A) est contravariant deAnndansT op.
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Exercice 2.1.7Définir la cat́egorieCat des cat́egories et des foncteurs.

Proposition 2.1.8 Si F est un foncteur (covariant ou contravariant) et f un isomorphisme, alors
F f est un isomorphisme et (F f )−1 = F

(
f−1
)
.

Preuve. - Soit f : X→Y un isomorphisme et soitg l’inverse def . Alors, dans le cas covariant :

F(g)◦F( f ) = F(g◦ f ) = F(IdX) = IdFX etF( f )◦F(g) = F( f ◦g) = F(IdY) = IdFY,

etF( f ) admetF(g) pour inverse. Dans le cas contravariant :

F(g)◦F( f ) = F( f ◦g) = F(IdY) = IdFY etF( f )◦F(g) = F(g◦ f ) = F(IdX) = IdFX,

etF( f ) admet encoreF(g) pour inverse.�

Exemple 2.1.9 (̀a vérifier soigneusement)On d́efinit un foncteur covariant deT op∗ dansGr en
associant̀a tout espace pointé (X,x0) le groupe fondamentalπ1(X,x0). Son effet sur les mor-
phismes est le suivant : sif : (X,x0)→ (Y,y0) est une application continue telle quef (x0) = y0,
alors l’applicationγ 7→ f ◦ γ transforme les lacets dansX baśes enx0 en lacets dansY baśes en
y0, elle est compatible avec les homotopies, et passe au quotient en un morphisme de groupes de
π1(X,x0) dansπ1(Y,y0). Par ailleurs, siX ⊂ Rn est un ensembléetoilé enx0, le groupeπ1(X,x0)
est trivial ; et, siY = C∗, son groupe fondamental basé en n’importe quel point est isomorpheàZ.
Il découle alors de la proposition queC∗ n’est hoḿeomorphèa aucune partiéetoilée d’unRn.

Et maintenant, un objet vraimentétrange : le morphisme entre foncteurs.

Définition 2.1.10 (Transformation naturelle) Unetransformation naturelleφ : F→Gentre deux
foncteurs tous deux covariants ou tous deux contravariants deC dansC ′ est la donńee, pour tout
objetX deC , d’un morphismeφX : FX→GX (c’est donc une fl̀eche dansC ′), de telle sorte que,
pour tous objetsX,Y deC , on aitφY ◦F( f ) = G( f )◦φX. En termes de diagrammes commutatifs :

FX
F( f )−−−−→ FY

φX

y yφY

GX
G( f )−−−−→ GY

Exemple 2.1.11 (̀a vérifier soigneusement)Fixons un anneau commutatifA. Pour toutA-module
M, notonsFM le foncteur covariantN HomA(M,N) deM odA dans elle-m̂eme. Alors tout mor-
phismeu : M→M′ fournit une transformation naturelleφ deFM′ dansFM : pour tout moduleN,
on d́efinit φN : FM′(N)→ FM(N) en posantφN( f ) := f ◦u.

Un isomorphismeφ : F→G entre deux foncteurs tous deux covariants ou tous deux contrava-
riants deC dansC ′ est une transformation naturelle telle que chaque morphismeφX : FX→ GX
est un isomorphisme dansC ′. L’ inversede cet isomorphisme est alors la transformation naturelle
ψ : G→ F obtenue en posantψX := φ−1

X ; on la noteφ−1. Le lecteur v́erifiera que c’est bien une
transformation naturelle. De m̂eme, on peut composer deux transformations naturellesφ : F →G
et ψ : G→ H, etc.

Exercice 2.1.12Les cat́egoriesC et C ′ étant fix́ees, d́efinir la cat́egorie des foncteursC → C ′.

21



2.1.3 Équivalences de cat́egories

Définition 2.1.13 (́Equivalence de cat́egories) On dit que le foncteur covariantF : C → C ′ est
essentiellement surjectifsi tout objet deC ′ est isomorphèa unFX, X ∈Ob(C ). On dit queF est
fidèle, resp.plein, resp.pleinement fid̀elesi, pour tous objetsX,Y deC , l’application f 7→ F( f ) de
MorC (X,Y) dans MorC ′(FX,FY) est injective, resp. surjective, resp. bijective. On dit queF est
uneéquivalence de catégoriess’il est essentiellement surjectif et pleinement fidèle.

Les d́efinitions similaires pour un foncteur contravariant conduiraientà la notion d’antiéquivalence.

Exemple 2.1.14Si C est une sous-catégorie deC ′, il y a un foncteuŕevident d’inclusion deC dans
C ′. Ce foncteur est fid̀ele ; il est essentiellement surjectif (resp. pleinement fidèle) si, et seulement
si, la sous-catégorie est essentielle (resp. pleine).

Proposition 2.1.15 Pour que le foncteur covariant F : C → C ′ soit une équivalence de catégories,
il faut, et il suffit, qu’il existe un foncteur covariant G : C ′→ C tel que G◦F soit isomorphe au
foncteur identité de C et que F ◦G soit isomorphe au foncteur identité de C ′.

La preuve est donńee dans [22]. Un tel foncteurG est appeĺe quasi-inversedeF . Il n’y a pas
unicité, mais tous les quasi-inverses deF sont isomorphes entre eux.

Remarque 2.1.16La notion d’́equivalence de catégories est plus faible que celle d’isomorphisme
dans la cat́egorie des catégories : dans ce dernier cas, on exigerait que les foncteursG◦F etF ◦G
soientégaux aux foncteurs identités. C’est pourtant bien l’équivalence qui dit si deux catégories
sont “essentiellement les mêmes”. En effet, ce n’est pas l’égalit́e des objets qui compte mais leur
isomorphie. Par exemple, peut-on dire que le groupeZ est dans l’image du foncteur “groupe
fondamental” ? Par exemple,Z est-il égalàπ1(C∗,1) ? Leséléments de ce dernier groupe sont des
classes d’homotopie de lacets. L’une d’elle est-elleégale au nombre entier 1 ? Quelle que soit la
définition choisie deZ, c’est absurde. Ce qui est vrai, et important, c’est queZ est isomorphèa
π1(C∗,1) et qu’il appartient donc̀a “l’image essentielle” du foncteur “groupe fondamental”.

Exemple 2.1.17Lorsque l’onétudie la ŕeduction des endomorphismes sur un corps commutatif
K, on utilise le fait qu’il “revient au m̂eme” de munir leK-espace vectoriel de dimension finieE
d’un endomorphismef ou bien de faire deE un module sur l’anneau des polynômesK[X]. Nous
allons formaliser cettéequivalence, mais sans nous restreindre aux espaces de dimension finie.
Consid́erons donc la catégorieC des couples(E, f ) formés d’unK-espace vectorielE et d’un
endomorphismef de E. Les morphismes de(E, f ) dans(E′, f ′) sont les applications lińeaires
u : E→ E′ telles quef ′ ◦u = u◦ f (c’est le proćed́e de l’exercice 2.1.4). Considérons d’autre part
la cat́egorieC ′ := M odK[X]. Pour tout(E, f ) de C , on peut d́efinir un K[X]-moduleM dont le
groupe sous-jacent estE et dont la loi externe est définie par :

∀P∈ K[X] , ∀x∈M , P.x := P( f )(x).

(C’est bien unK[X]-module.) Siu est un morphisme de(E, f ) dans(E′, f ′), alors c’est un mor-
phisme desK[X]-modules associés. On a ainsi d́efini un foncteur deC dansC ′.
Pour toutK[X]-module, notantE le K-espace vectoriel sous-jacent, on voit quef : x 7→ X.x est un
endomorphisme deE et donc(E, f ) un objet deC . Le lecteur d́efinira l’effet sur les morphismes
du foncteur correspondant, et vérifiera que c’est un quasi-inverse du préćedent.
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Exercice 2.1.18Interpŕeter de manìere analogue la catégorie des(E, f ) où f est un automor-
phisme deE, puis (dans l’autre sens) la catégorie desK[X,Y]-modules.

2.2 Problèmes universels

2.2.1 Limites inductives (direct limits)

C’est une sorte de géńeralisation de la ŕeunion. La version la plus géńerale est d́ecrite dans
[22], nous n’́etudions ici que les systèmes inductifs index́es par des ensembles ordonnés filtrants.
Noter que [21] contient un exposé concis dans le cas de la catégorieM odA.

Exemple 2.2.1Pour d́efinir l’anneauK[X1, . . . ,Xn, . . .] des polyn̂omes̀a une infinit́e (d́enombrable)
d’indétermińees sur le corps commutatifK, l’id ée naturelle est de prendre la réunion desK[X1, . . . ,Xn]
pourn∈ N. Mais, dans les constructions usuelles, ces ensembles ne sont pas inclus les uns dans
les autres : par exemple l’élémenta de K n’est pas le polyn̂ome constanta de K[X1], il sont
seulement identifíes via le morphisme canonique deK dansK[X1]. En fait, dans la “ŕeunion” des
K[X1, . . . ,Xn] tous les morphismes canoniques deK[X1, . . . ,Xn] dansK[X1, . . . ,Xp] pourn≤ p in-
terviennent comme contraintes d’identification.

Définition 2.2.2 (Syst̀eme inductif) Soit I un ensemble ordonnéfiltrant (à droite), autrement dit :

∀i, j ∈ I , ∃k∈ I : (i ≤ k et j ≤ k).

Un syst̀eme inductifindex́e parI dans la cat́egorieC est la donńee d’une famille(Xi)i∈I d’objets
deC et d’une famille(φi

j) i, j∈I
i≤ j

de morphismes deC tels queφi
j ∈MorC (Xi ,Xj) et que :

(
∀i ∈ I , φi

i = IdXi

)
et
(
∀i, j,k∈ I , i ≤ j ≤ k , φ j

k ◦φi
j = φi

k

)
.

Exercice 2.2.3Faire deI une cat́egorie dont les objets sont leséléments deI et les morphismes
sont les couples(i, j) tels quei ≤ j et vérifier qu’un syst̀eme inductif est alors la m̂eme chose
qu’un foncteur covariant.

Définition 2.2.4 (Limite inductive) Une limite inductivedu syst̀eme inductif
(
(Xi)i∈I ,(φi

j) i, j∈I
i≤ j

)
,

est la donńee d’un objetX deC et d’une famille(φi)i∈I de morphismesφi : Xi→X, le tout assujetti
à deux conditions :
(i) La famille desφi est “compatible” avec le système inductif, au sens où l’on a :

∀i, j ∈ I , i ≤ j , φ j ◦φi
j = φi .

(On peut penser que l’on a remplacék par∞ dans les relations de la définition pŕećedente.)
(ii) Le couple

(
X,(φi)i∈I

)
est initial parmi tous les couples vérifiant (i). Cela signifie que, pour

tout
(
Y,(ψi)i∈I

)
de m̂eme nature et v́erifiant (i), il existe un unique morphismef : X→Y rendant

commutatifs tous les diagrammes concernés :

∀
(
Y,(ψi)i∈I

)
t.q.
(
∀i, j ∈ I , i ≤ j , ψ j ◦φi

j = ψi
)

, ∃ ! f : X→Y : (∀i ∈ I , ψi = f ◦φi).
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Cette d́efinition est en un sens analogueà celle de la borne supérieure comme le plus petit des
majorants. Ainsi, la ŕeunion d’une famille de parties d’un ensemble en est la borne supérieure (pour
l’inclusion), mais aussi la limite inductive en un sens que le lecteur pourra chercherà pŕeciser.

Exercice 2.2.5Pŕeciser l’affirmation suivante : lesK[X1, . . . ,Xn] forment un syst̀eme inductif in-
dex́e parN dansAnnetK[X1, . . . ,Xn, . . .] en est une limite inductive.

Remarque 2.2.6Conforḿementà un abus de langage courant, aucun morphisme n’aét́e men-
tionné dans l’́enonće pŕećedent, ce qui sous-entend que l’on peut les deviner sans ambigüité. Le
lecteur soigneux commencera donc par les citer explicitement.

Contrairement aux limites habituelles, la limite inductive n’est pas toutà fait unique, mais
presque ...

Lemme 2.2.7 Soit
(
X,(φi)i∈I

)
une limite inductive du système inductif

(
(Xi)i∈I ,(φi

j) i, j∈I
i≤ j

)
. Soit

h : X→ X tel que : ∀i ∈ I , h◦φi = φi . Alors h = IdX.

Preuve. - Appliquer l’assertion d’unicit́e du (ii) de la d́efinition au cas de
(
Y,(ψi)i∈I

)
:=
(
X,(φi)i∈I

)
:

le f de la d́efinition est alors̀a la foish et IdX �

Proposition 2.2.8 Soient
(
X,(φi)i∈I

)
et
(
Y,(ψi)i∈I

)
deux limites inductives du système inductif(

(Xi)i∈I ,(φi
j) i, j∈I

i≤ j

)
. Il existe alors un unique isomorphisme f : X→Y rendant commutatifs tous les

diagrammes concernés :

∃ ! f ∈ IsoC (X,Y) : (∀i ∈ I , ψi = f ◦φi).

Preuve. - Il s’agit de voir que l’unique morphismef vérifiant ceségalit́es (selon le (ii) de la
définition) est bien un isomorphisme. Les deux couples jouant un rôle syḿetrique, il existeg :
Y→ X tel que l’on ait les commutationsg◦ψi = φi . Posanth := g◦ f , on voit queh◦φi = φi . On
applique alors le lemme, pour conclure queg◦ f = IdX. On d́emontre de m̂eme quef ◦g= IdY.�

Noter que rien ne garantit l’existence des limites inductives. Sous nos hypothèses (I filtrant),
elles existent dans la plupart des catégories d’usage courant - mais pas, par exemple, dansEv fK
(à cause de la dimension).

Exemple 2.2.9Soit
(
(Mi)i∈I ,(φi

j) i, j∈I
i≤ j

)
un syst̀eme inductif deA-modules. On construit sa limite

inductive comme suit : le moduleM est le quotient de la somme directeN :=
L
i∈I

Mi par le sous-

moduleR engendŕe par lesx−φi
j(x), où i ≤ j et x∈Mi . On a ici identifíe lesélémentsx∈Mi et

φi
j(x) ∈ M j avec leurs images dansN. Les morphismesφi : Mi → M sont obtenus en composant

les inclusionsMi→N avec la projectionN→N/R. La preuve que l’on a bien une limite inductive
est facile et laisśee au lecteur.

Exercice 2.2.10Si l’on suppose de plus que lesMi sont tous des sous-modules d’un même module
M′ et si lesφi

j sont des inclusionsMi ⊂M j , vérifier que l’union desMi en est une limite inductive.
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2.2.2 Limites projectives (inverse limits)

Commeà la section 2.2.1, la version la plus géńerale est d́ecrite dans [22], nous n’étudions ici
que les syst̀emes projectifs index́es par des ensembles ordonnés filtrants (et [21] contient un exposé
concis). Comme les raisonnements sont très proches de ceux qui préc̀edent, on sera beaucoup
plus bref. En fait, tout ce qui concerne les limites projectives se déduit de l’analogue inductif en
inversant le sens des flèches dansC .

Exemple 2.2.11Une śerie formellef := ∑
n≥0

anXn∈K[[X]] est un “polyn̂omeà une infinit́e de ter-

mes”. On peut consid́erer f comme une sorte de limite de ses troncaturesfn :=
n
∑

k=0
akXk. Chaque

fn peutêtre consid́eŕe comme un polyn̂ome d́efini moduloXn+1, i.e. comme uńelément de l’an-
neau quotientK[X]/ < Xn+1 >. Cesélémentsfn “convergent” vers une série formelle parce qu’ils
sont plus pŕecis (moins tronqúes) les uns que les autres, c’est-à-dire parce que, pourn≤ p, la sur-
jection canoniqueK[X]/ < Xp+1 >→ K[X]/ < Xn+1 > envoie fp sur fn. Ainsi, on peut identifier
f à la famille desfn ∈ K[X]/ < Xn+1 > assujettie aux conditions de compatibilité ci-dessus. On
dit queK[[X]] est la “limite projective” desK[X]/ < Xn+1 >.
Remarquons que l’anneauZp des nombresp-adiques s’obtient par une construction en tous points
similaires : c’est la “limite projective” desZ/pn+1Z.

Définition 2.2.12 (Syst̀eme projectif) Soit I un ensemble ordonné filtrant (̀a droite). Unsyst̀eme
projectif index́e parI dans la cat́egorieC est la donńee d’une famille(Xi)i∈I d’objets deC et d’une
famille (φ j

i ) i, j∈I
i≤ j

de morphismes deC tels queφ j
i ∈MorC (Xj ,Xi) et que :

(
∀i ∈ I , φi

i = IdXi

)
et
(
∀i, j,k∈ I , i ≤ j ≤ k , φ j

i ◦φk
j = φk

i

)
.

Exercice 2.2.13Montrer qu’un syst̀eme projectif est la m̂eme chose qu’un foncteur contravariant.

Définition 2.2.14 (Limite projective) Unelimite projectivedu syst̀eme projectif
(
(Xi)i∈I ,(φ

j
i ) i, j∈I

i≤ j

)
,

est la donńee d’un objetX deC et d’une famille(φi)i∈I de morphismesφi : X→Xi , le tout assujetti
à deux conditions :
(i) La famille desφi est “compatible” avec le système projectif, au sens où l’on a :

∀i, j ∈ I , i ≤ j , φ j
i ◦φ j = φi .

(On peut penser que l’on a remplacék par∞ dans les relations de la définition pŕećedente.)
(ii) Le couple

(
X,(φi)i∈I

)
est final parmi tous les couples vérifiant (i). Cela signifie que, pour

tout
(
Y,(ψi)i∈I

)
de m̂eme nature et v́erifiant (i), il existe un unique morphismef : Y→ X rendant

commutatifs tous les diagrammes concernés :

∀
(
Y,(ψi)i∈I

)
t.q.
(
∀i, j ∈ I , i ≤ j , φ j

i ◦ψ j = ψi

)
, ∃ ! f : Y→ X : (∀i ∈ I , ψi = φi ◦ f ).

Exercice 2.2.15Pŕeciser l’affirmation suivante : lesK[X]/ < Xn+1 > forment un syst̀eme projectif
index́e parN dansAnnetK[[X]] en est une limite projective.

La limite projective n’est pas toutà fait unique, mais presque !
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Lemme 2.2.16Soit
(
X,(φi)i∈I

)
une limite projective du système projectif

(
(Xi)i∈I ,(φ

j
i ) i, j∈I

i≤ j

)
. Soit

h : X→ X tel que : ∀i ∈ I , φi ◦h = φi . Alors h = IdX.

Proposition 2.2.17 Soient
(
X,(φi)i∈I

)
et
(
Y,(ψi)i∈I

)
deux limites projectives du système projectif(

(Xi)i∈I ,(φ
j
i ) i, j∈I

i≤ j

)
. Il existe alors un unique isomorphisme f : Y→ X rendant commutatifs tous les

diagrammes concernés :

∃ ! f ∈ IsoC (X,Y) : (∀i ∈ I , ψi = φi ◦ f ).

Noter que rien ne garantit l’existence des limites projectives. Sous nos hypothèses (I filtrant),
elles existent dans la plupart des catégories d’usage courant - mais pas, par exemple, dansEv fK
(toujoursà cause de la dimension).

Exemple 2.2.18Soit
(
(Mi)i∈I ,(φ

j
i ) i, j∈I

i≤ j

)
un syst̀eme projectif deA-modules. On poseN := ∏Mi

et :M := {(xi)i∈I ∈ N | ∀i, j ∈ I t.q. i ≤ j , φ j
i (x j) = xi}. Alors M est une limite projective desMi .

Exercice 2.2.19Pŕeciser toutes les fl̀eches et prouver l’assertion.

Caractères sur un groupe ab́elien. Pour tout groupe ab́elienG, notonsĜ := HomGr(G,C∗) le groupe
descaract̀eresdeG (multiplicationévidente). Dans le cas où G est un groupe ab́elien fini, la structure dêG
est compl̀etement d́ecrite dans [34]. SiG est ab́elien de type fini, il est de la formeH×Zr etĜ= Ĥ×(C∗)r .
Dans le cas ǵeńeral, notonsI := P f (G) l’ensemble des parties finies deG, que l’on ordonne par inclusion
(il est filtrant). Pour touti ∈ I , notonsGi le sous-groupe deG engendŕe par la partiei : c’est donc un
groupe ab́elien de type fini. Puisquei ≤ j ⇒Gi ⊂G j , lesGi forment un syst̀eme inductif de sous-groupes
de G et leur limite inductive estG (exercice 2.2.10 avecA = Z). Par ailleurs, sii ≤ j et doncGi ⊂ G j ,
on a “dualement” un morphisme de restriction deĜ j dansĜi défini parχ 7→ χ|Gi

. LesĜi forment ainsi un
syst̀eme projectif de groupes. De même, les inclusionsGi ⊂G donnent lieùa des morphismes de restriction
deĜ dansĜi définis parχ 7→ χ|Gi

. Il est aiśe de voir que la famille de ces morphismes est compatible avec
le syst̀eme projectifet que le groupêG est la limite projective deŝGi .

2.2.3 Le produit tensoriel : rappels et compĺements

C’est une construction classique de l’algèbre lińeaire, mais c’est́egalement une solution de
“problème universel”, tout comme les limites inductives et projectives. On fixe un corps commu-
tatif K et deuxK-espaces vectorielsV,W. Onécrira simplementEv pourEvK . Pour toutK-espace
vectorielE, on note :

Bil(V,W;E) := {φ : V×W→ E | φ est bilińeaire}.

C’est, de façon naturelle, unK-espace vectoriel. Pour toutf ∈ MorEv(E,F), l’application de
Bil(V,W;E) dans Bil(V,W;F) définie parφ 7→ f ◦ φ est lińeaire. On a obtient ainsi un foncteur
covariant Bil(V,W;−) de la cat́egorieEv dans elle-m̂eme.

Par ailleurs, on sait d́efinir leproduit tensorieldeV etW, not́eV⊗K W, ou simplementV⊗W.
C’est unK-espace vectoriel muni d’une application bilinéaireµ∈Bil(V,W;V⊗W), not́ee(v,w) 7→
v⊗w, et satisfaisant̀a la propríet́e suivante : si(vi)i∈I et (w j) j∈J sont respectivement des bases de
V et W, alors(vi ⊗w j)(i, j)∈I×J est une base deV ⊗W. Un corollaire de cette propriét́e est que
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l’ensemble desv⊗w, v∈V, w∈W, est une partie ǵeńeratrice deV⊗W. Un autre corollaire est
queEv fK est stable par produit tensoriel et que dimK(V⊗K W) = (dimK V)(dimK W). Enfin, de
la propríet́e des bases, on peut déduire la suivante, qui est plus intrinsèque : toute forme bilińeaire
surV×W se factorise de manière unique parV⊗W. De manìere plus pŕecise :

Proposition 2.2.20 (Propríeté universelle du produit tensoriel) Pour tout espace vectoriel E et
pour toute application bilinéaire φ ∈ Bil(V,W;E), il existe une unique application linéaire f :
V⊗W→ E telle que φ = f ◦µ. Autrement dit : φ(v,w) = f (v⊗w).

Pour la preuve, voir [21]. On peut reformuler cette propriét́e en termes de foncteurs. L’es-
paceV ⊗W et la formeµ étant donńes, pour toutE, on a une application lińeaire f 7→ f ◦µ de
MorEv(V⊗W,E) dans Bil(V,W;E). Il est facile de voir que cela définit une transformation natu-
relle entre les foncteurs covariants MorEv(V⊗W,−) et Bil(V,W;−). La propríet́e universelle dit
que cette transformation naturelle est un isomorphisme.

Construction. Le produit tensoriel s’obtient par la construction suivante : c’est le quotient de
l’espace1 des “combinaisons lińeaires formelles”∑λi(vi ,wi) d’éléments deV ×W par le sous-
espace vectoriel engendré par tous leśeléments(v,w+w′)− (v,w)− (v,w′), (v+v′,w)− (v,w)−
(v′,w), (v,λw)− λ(v,w), (λv,w)− λ(v,w), où v,v′ ∈ V, w,w′ ∈W, λ ∈ K. On note alorsV ⊗W
l’espace vectoriel quotient etv⊗w l’image de(v,w) dans ce quotient. Il est facile de voir que
l’application (v,w) 7→ v⊗w est bilińeaire, et pas très difficile non plus de prouver la propriét́e
universelle. (La propriét́e portant sur les bases est moinsévidente.) Notons d’ailleurs que la même
construction peut̂etre faite dansM odA, avec les m̂emes propríet́es.

Exercice 2.2.21(i) Montrer à l’aide de la propríet́e universelle que, sif ∈ MorEv(V,V ′) et g ∈
MorEv(W,W′), il existe une unique application linéaire f ⊗ g deV ⊗W dansV ′⊗W′ telle que
v⊗w 7→ v′⊗w′. En d́eduire que le produit tensoriel est un bifoncteur covariant en chaque argument.
(ii) Démontrer la formule :
(2.2.21.1)
∀u : U →V , ∀v : V→W , ∀u′ : U ′→V ′ , ∀v′ : V ′→W′ , (v⊗v′)◦ (u⊗u′) = (v◦u)⊗ (v′ ◦u′).

(Vérifier que les deux membres ont même effet surx⊗x′ ∈U⊗U ′.)

Produit tensoriel d’algèbres (voir [21]). SoientA,B deux alg̀ebres sur le corps commutatifK.
On fait duK-espace vectorielA⊗K B uneK-algèbre en posant :

(a⊗b)(a′⊗b′) := (aa′)⊗ (bb′).

Le neutre est́evidemment 1⊗1. On a alors les propriét́es :

1. SoientI ⊂A etJ⊂B des id́eaux. Alors le morphisme d’algèbresA⊗B→ (A/I)⊗(B/J) est
surjectif de noyauI ⊗B+A⊗J.

2. Les alg̀ebresA⊗K K[X] etK[X]⊗K Asont canoniquement isomorphesàA[X]. En particulier :

K[X1, . . . ,Xn]⊗K K[Y1, . . . ,Yp] = K[X1, . . . ,Xn,Y1, . . . ,Yp].

1Rappelons que l’espace des “combinaisons linéaires formelles” d’́eléments d’un ensembleX est simplement l’es-
pace vectorielK(X) des applications̀a support fini deX dansK, dans lequel on note∑λixi l’application telle quexi 7→ λi
et nulle ailleurs. Apr̀es identification dex∈X à l’applicationx 7→ 1 et nulle ailleurs, on voit queX est une base deK(X).
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Chapitre 3

Représentations lińeaires de groupes,
enveloppe proalǵebrique

Notre butétant de relier la correspondance de Riemann-Hilbertà la th́eorie de Galois diff́erentielle
(pour laquelle le corps de base estK), nous exposerons la théorie sur un corps de baseK de ca-
ract́eristique nulle et alǵebriquement clos.

Pour la th́eorie ǵeńerale des représentations lińeaires, les grands classiques sont [33] et [20] ;
mais l’essentiel de nos besoins est couvert par [21]. Notre but, qui est d’en tirer une première
approche de la dualité tannakienne, n’est abordé par voieélémentaire nulle part. (L’approche de
[36] porte sur un autre aspect de la théorie.) D’autres ŕeférences seront donc fourniesà la fin de ce
cours.

3.1 Repŕesentations lińeaires

Définition 3.1.1 (Repŕesentation lińeaire d’un groupe) Unereprésentation K-lińeaire de dimen-
sion finied’un groupeG est une action deG sur unK-espace vectoriel de dimension finieV, not́ee
(g,x) 7→ g.x, telle que, pour toutg∈ G, l’applicationx 7→ g.x soit linéaire. Pour faire court, nous
dirons “repŕesentation” pour “représentationK-linéaire de dimension finie”.

Notantρ(g) l’application x 7→ g.x, on a doncρ(g) ∈ GL(V). En fait, ρ : G→ GL(V) est un
morphisme de groupes en vertu du calcul suivant (dans lequelg,g′ ∈G) :(
∀x∈V , ρ(gg′)(x)= (gg′).x= g.(g′.x)= ρ(g)

(
ρ(g′)(x)

))
=⇒ ρ(gg′)= ρ(g)◦ρ(g′)= ρ(g)ρ(g′).

Réciproquement, pour tout morphisme de groupesρ : G→ GL(V), en posantg.x := ρ(g)(x),
on d́efinit une repŕesentation lińeaire. Une d́efinition alternative du mot “représentation” est donc
“morphisme de groupes deG dans un groupe lińeaire”. On dit d’ailleurs aussi bien “représentation
linéaire deG dans GL(V)” que “repŕesentation lińeaire deG dansV”. Lorsque le groupeG est
fixé, nous noterons fréquemment(V,ρ) la repŕesentationρ : G→GL(V).

Remarque 3.1.2Lorsque le groupeG est muni d’une structure supplémentaire, on peut décider
de se restreindrèa des espaces vectoriels munis d’une structure analogue età des repŕesentations
compatibles avec ces structures. Par exemple, siG est un groupe topologique etV un espace
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vectoriel topologique, une représentation deG dansV est dite continue si l’application(g,x) 7→
g.x de G×V dansV est continue : cette condition est d’ailleurs strictement plus forte que celle
qui requiert la continuit́e deρ : G→ GL(V). Un autre exemple est celui des “représentations
rationnelles des groupes algébriques” (chapitre 6).

Bien entendu (what else ?)1, nous voulons faire une catégorie !

Définition 3.1.3 (Morphisme de repŕesentations)Soient(V,ρ), (V ′,ρ′) deux repŕesentations de
G. Un morphismede(V,ρ) dans(V ′,ρ′) est une application lińeaireu : V→V telle que :

∀g∈G , ∀x∈V; , u(g.x) = g.u(x).

De manìereéquivalente :
∀g∈G , u◦ρ(g) = ρ′(g)◦u.

On obtient ainsi unecat́egorie des repŕesentations de G, not́eeR epK(G).

Exercice 3.1.4 (i) Préciser ce que sont la composition et les identités dans cette catégorie.
(ii) V érifier l’existence d’un foncteur d’oubli(V,ρ) V deR epK(G) dansEv fK .

3.1.1 Repŕesentations deG et K[G]-modules

L’ étude des représentations peut̂etre en partie ramenéeà l’étude des modules sur un anneau
non commutatif, en vertu de la définition et du th́eor̀eme qui suivent.

Définition 3.1.5 (Algèbre d’un groupe) NotonsK[G] l’espace vectorielC(G) des combinaisons
K-linéaires formelles d’éléments deG, muni de la multiplication :(

∑
g∈G

λgg

)(
∑
g∈G

µgg

)
:= ∑

g∈G

νgg, où ∀g∈G , νg := ∑
g′,g′′∈G
g′g′′=g

λg′µg′′ .

(C’est donc la seule multiplicationK-bilinéaire quiétende la loi de groupe deG). On appelle
algèbre du groupe G(surK) la K-algèbre associative unitaire ainsi obtenue.

Remarque 3.1.6Modulo l’identification de la combinaison linéaire formelle ∑
g∈G

λgg avec l’ap-

plicationà support finiλ : G→K, la multiplication ci-dessus s’identifie au produit de convolution :

ν = λ?µ où ∀g∈G , (λ?µ)(g) := ∑
g′,g′′∈G
g′g′′=g

λ(g′)µ(g′′).

(Il faut naturellement v́erifier queλ?µ està support fini.)

À toute repŕesentation(V,ρ), on peut associer unK[G]-module dont le groupe sous-jacent est
V et dans lequel la multiplication externe est définie par la formule :

∀

(
∑
g∈G

λgg

)
∈ K[G] , ∀x∈V ,

(
∑
g∈G

λgg

)
.x := ∑

g∈G

λg(g.x).

On notera encore abusivementV le K[G]-module ainsi d́efini. (On l’appelle parfoiśegalement
“G-module”.)

1Traduction dans l’esprit : “comment pourrait-il enêtre autrement ?”
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Exercice 3.1.7 (i) Vérifier queK[G] est bien uneK-algèbre associative unitaire. Est-elle commu-
tative ? Quels sont ses inversibles ?
(ii) V érifier que la construction ci-dessus définit bien unK[G]-module.
(iii) V érifier que tout morphismeu : V → V ′ de la repŕesentation(V,ρ) dans la repŕesentation
(V ′,ρ′) est une applicationK[G]-linéaire.
(iv) Vérifier qu’en associant̀a la repŕesentation(V,ρ) le K[G]-moduleV et au morphisme de
repŕesentationsu le morphisme deK[G]-modulesu, on d́efinit un foncteur deR epK(G) dans
M odK[G].

Théorème 3.1.8Ce foncteur est pleinement fidèle ; autrement dit, c’est une équivalence de la
catégorie R epK(G) avec une sous-catégorie pleine de la catégorie M odK[G].

Preuve. - Notons d’abord que toutK[G]-module peut̂etre vu comme unK-espace vectoriel. La
sous-cat́egorie pleine en question est celle desK[G]-modules qui, vus commeK-espaces vecto-
riels, sont de dimension finie. Ils forment l’image essentielle de notre foncteur (cela va découler
de l’argument qui suit) : notons provisoirementD cette cat́egorie.
Par ailleurs, il y a une notiońevidente de “repŕesentation pas nécessairement de dimension finie”,
ces dernìeres forment une catégorieD ′ et la construction ci-dessus définit en fait un foncteur deD ′
dansM odK[G]. Réciproquement,̀a toutK[G]-moduleV, on associe d’abord leK-espace vectoriel
V (comme ci-dessus), puis une représentation deG dansV définie par(g,x) 7→ g.x (le membre de
droite d́esigne ici le produit externe deg ∈ K[G] par x ∈ V). De m̂eme, toute applicationK[G]-
linéaire donne lieùa un morphisme de représentations.
On a donc obtenu un foncteur deM odK[G] dansD ′, et le lecteur v́erifiera que c’est un quasi-inverse
du pŕećedent (voir apr̀es la proposition 2.1.15 de la page 22).
Enfin, il est clair que ces foncteurs se restreignent en des foncteurs quasi-inverses l’un de l’autre
entreR epK(G) et D.�

Remarque 3.1.9Parmi tout lesK[G]-modules, il est possible de caractériser ceux qui sont de
dimension finie surK de manìere purement “ring theoretic” : ce sont les modules de longueur
finie.

3.1.2 Repŕesentations de Z

Un objet d’int́er̂et topologiqueparticulier est la catégorie des représentations deZ. En effet, le
cas le plus simple de groupe fondamental non trivial est celui du “trou”π1(C∗,z0). Ce qui suit fait
partie de l’́etude de la topologie du trou.

Une repŕesentation deZ dansV est un morphisme de groupesρ : Z → GL(V), et il est
entìerement d́etermińe par l’imageφ := ρ(1) ∈ GL(V). Il revient donc au m̂eme de se donner
la repŕesentation(V,ρ) ou le couple(V,φ). La condition pour que l’application lińeaireu : V→V ′

soit un morphisme de représentations de(V,ρ) dans(V ′,ρ′) entrâıne imḿediatementφ′ ◦u= u◦φ,
où l’on a pośe φ := ρ(1) et φ′ := ρ′(1) ; mais il est facile de v́erifier que la ŕeciproque est vraie,
i.e. : (

ρ′(1)◦u = u◦ρ(1)
)

=⇒
(
∀n∈ Z , ρ′(n)◦u = u◦ρ(n)

)
.
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(Plus ǵeńeralement, pour un groupeG quelconque, il est suffisant de tester la condition de mor-
phisme entre représentations deG sur des ǵeńerateurs deG.) On voit donc que la catégorie
R epK(Z) estéquivalentèa la cat́egorie suivante :

– Les objets sont les couples(V,φ), où V est unK-espace vectoriel de dimension finie et où
φ ∈GL(V) ;

– les morphismes de(V,φ) dans(V ′,φ′) sont les applications lińeairesu : V →V ′ telles que
φ′ ◦u = u◦φ ; autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

V
u−−−−→ V ′

φ
y yφ′

V
u−−−−→ V ′

(C’est la cat́egorieCaut de l’exercice 2.1.4 page 20.)

Selon le th́eor̀eme 3.1.8, on obtiendra un autre modèle deR epK(Z) si l’on décrit l’algèbre
du groupeZ. Pour cela, il est pŕeférable de partir d’une forme multiplicative de ce groupe :
Z ' {Xn | n ∈ Z}. Il est alors imḿediat que l’alg̀ebre de groupe deZ est isomorphèa l’anneau
K[X,X−1]. On retrouve le ŕesultat de l’exercice 2.1.18, page 23. L’anneauK[X,X−1] étant princi-
pal, on sait complètement d́ecrire ses modules de type fini (et d’autant plus simplement queK est
algébriquement clos). La classification des représentations deZ (au sens de la section 3.2, c’est-à-
dire à isomorphisme près) en d́ecoule . En fait, cette classification se ramène essentiellementà la
théorie de la ŕeduction des matrices. En effet :

1. Tout couple(V,φ) est isomorphèa un couple(Kn,A), où n ∈ N et òu A ∈ GLn(K) est
consid́eŕe comme un automorphisme deKn. (Cette assertion vient simplement de la pos-
sibilité de choisir une base deV.)

2. Pour que le couple(Kn,A) soit isomorphe au couple(Kp,B), il faut, et il suffit, quen = p
et que les matricesA,B∈GLn(K) soient conjugúees (i.e.semblables). En effet, la condition
sur les dimensions estévidente, et l’isomorphismeu prend ici la forme deU ∈ GLn(K) tel
queBU = UA.

3.2 Quelques questions de classification (effleurées)

Dans le casG= Z, on sait construire toutes les représentations̀a partir d’objetśelémentaires et
déciderà quelle condition deux représentations sont isomorphes : c’est la théorie de la ŕeduction.
Comme corollaire, on sait décrire “l’espace des modules de représentations deZ”. Le mot histo-
rique “module” signifie ici plus ou moins “classe d’isomorphie décriteà l’aide d’un jeu complet
d’invariants”. Ici, ces invariants sont par exemple les invariants de similitudes (une suite finie de
polynômes) ; ou bien le spectre et la liste des dimensions des blocs de Jordan.

Exercice 3.2.1LorsqueG est trivial, le seul invariant est la dimension et l’espace des modules est
N.

On va voir que le problème est complètement ŕesolu lorsqueG est ab́elien fini ; le cas d’un
groupe fini non ab́elien est le cœur de la théorie classique, il remplit le livre [33]. Le cas le plus
important pour nous est celui d’un groupe non abélien deprésentation finie, i.e. défini par un
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nombre fini de ǵeńerateurs et de relations : c’est en effet le cas des groupes fondamentaux que
l’on rencontre dans la vie courante, par exemple les groupes fondamentaux des surfaces compactes
connexes. Il n’y a pas de solution complète ǵeńerale dans ce cas.

Exemples 3.2.2(i) Le groupe fondamental deC\{0,1} est le groupe libre sur deux géńerateurs
g1,g2.
(ii) Le groupe fondamental du toreS1×S1 estZ2, quotient du groupe libre sur deux géńerateurs
g1,g2 par la relationg1g2 = g2g1 ; autrement dit, le groupe défini par les ǵeńerateursg1,g2 et la
relationg1g2g−1

1 g−1
2 .

Exercice 3.2.3 (i) Soit G le groupe d́efini par les ǵeńerateursg1, . . . ,g` et les relationsR1, . . . ,Rm.
On rappelle que cela signifie queG est le quotient du groupe libreL de ǵeńerateursG1, . . . ,G` par
le plus petit sous-groupe distingué contenantR1, . . . ,Rm∈L. Décrire la cat́egorie des représentations
deG dans l’esprit de l’exercice 2.1.4 page 20.
(ii) Appliquer aux deux exemples qui préc̀edent.

3.2.1 Vocabulaire de la classification

Définition 3.2.4 (Sous-repŕesentations, repŕesentations irŕeductibles) (i) Unesous-repŕesentation
de (V,ρ) est une repŕesentation(V ′,ρ′), où V ′ ⊂ V et òu cette inclusion est un morphisme de
repŕesentations ; de manièreéquivalente, c’est un sous-espaceV ′ deV stable sous l’action deG et
muni de lareprésentation induiteρ′ définie par :

∀g∈G, ρ′(g) := ρ(g)|V ′ ∈GL(V ′).

Les sous-repŕesentationsbanalesde(V,ρ) sont la sous-représentation triviale et(V,ρ) elle-même.
(ii) Une repŕesentation est diteirr éductiblesi elle est non triviale et si de plus elle n’admet pas de
sous-repŕesentation non banale ; de manièreéquivalente, siV 6= {0} et si les seuls sous-espaces
G-stables deV sont{0} etV.

Remarque 3.2.5 Il est de coutume de considérer comme “irŕeductibles”, “simples, “premiers” ...
des objetśelémentaires mais non triviaux : par exemple un nombre premier n’est paségal à 1.
Lorsque l’on vise un th́eor̀eme de d́ecomposition unique en facteursélémentaires, cette condition
de non trivialit́e est indispensable (pour l’unicité).

Exercice 3.2.6Par quelle propríet́e deK[G]-module se traduit l’irŕeductibilit́e ?

Si (V ′,ρ′) est une sous-représentation de(V,ρ), en choisissant une base deV qui étend une
base deV ′, on obtient une description matricielle comme morphisme deG dans le sous-groupe de

GLn(K), n := dimV, formé des matrices triangulaires par blocs

(
A1,1 A1,2

0 A2,2

)
, où A1,1 ∈GLn′(K),

n′ := dimV ′, A2,2 ∈GLn′′(K), n′′ := n−n′, etA1,2 ∈Matn′,n′′(K).

Définition 3.2.7 (Sommes directes de représentations, repŕesentations ind́ecomposables)(i) La
somme directedes repŕesentations(V,ρ) et (V ′,ρ′) deG est la repŕesentation(V⊕V ′,ρ⊕ρ′), où
l’on pose

∀g∈G, (ρ⊕ρ′)(g) := ρ(g)⊕ρ′(g) ∈GL(V⊕V ′).
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(ii) Une repŕesentation est diteindécomposablesi elle n’est pas triviale et si elle n’est pas somme
directe de deux sous-représentations non triviales (i.e.de dimensions> 0) ; de manìereéquivalente,
c’est une repŕesentation(V,ρ) telle queV n’admette aucun sous-espace non trivialG-stable ad-
mettant un supplémentaire non trivialG-stable.

Si (V,ρ) est la somme directe de(V ′,ρ′) et de de(V ′′,ρ′′), en choisissant une base deV
qui soit la juxtaposition de bases deV ′ et deV ′′, on obtient une description matricielle comme
morphisme deG dans le sous-groupe de GLn(K), n := dimV, formé des matrices diagonales par

blocs

(
A1,1 0
0 A2,2

)
, où A1,1 ∈GLn′(K), n′ := dimV ′ etA2,2 ∈GLn′′(K), n′′ := dimV ′′.

Exercice 3.2.8Montrer que la repŕesentation

(
K2,

(
1 1
0 1

))
deZ est ind́ecomposable mais pas

irréductible.

3.2.2 Repŕesentations compl̀etement ŕeductibles

Théorème 3.2.9Si une représentation est somme directe de représentations irréductibles (on dit
alors qu’elle est compl̀etement ŕeductible), les composantes et leurs multiplicités (voir la suite
pour ce terme) sont uniquement déterminées à l’ordre près.

Preuve. - Une repŕesentation irŕeductible est unK[G]-module simple, c’est-à-dire non trivial et
n’admettant aucun autre sous-module que 0 et lui-même. Une repŕesentation complètement ŕeductible
est donc un module semi-simple, c’est-à-dire somme directe de modules simples. Ici, il s’agit
d’une somme directe finie (à cause des dimensions), et l’on peutécrireM = Pk1

1 ⊕·· ·⊕Pkr
r , avec

r ∈ N∗, k1, . . . ,kr ∈ N∗ et lesPi simples et deux̀a deux non isomorphes. Le théor̀eme est donc la
conśequence de la proposition qui suit.�

Proposition 3.2.10 Soient A un anneau non nécessairement commutatif, r,s∈N∗, k1, . . . ,kr , `1, . . . , `s∈
N∗ et P1, . . . ,Pr ,Q1, . . . ,Qs des modules simples tels que :

Pk1
1 ⊕·· ·⊕Pkr

r 'Q`1
1 ⊕·· ·⊕Q`s

s .

On suppose les Pi (resp. les Q j ) deux à deux non isomorphes. Alors r = s, et, quitte à renuméroter,
ki = `i et Pi 'Qi .

Preuve. - Nous esquissons une preuve ; pour une démonstration diff́erente et plus d́etaillée, voir
[21].

En vertu du lemme de Schur ci-dessous, Hom
(

Pki
i ,Q

` j
j

)
= 0, sauf siPi 'Q j . On a doncr = s

et, apr̀es ŕeindexation, on peut supposer quePki
i 'Q`i

i . On en d́eduit d’abord quePi 'Qi ' P, puis
quePk ' P`. On a donc une matricek× ` inversible,à coefficients dans End(P), qui est un corps
(toujours en vertu du lemme de Schur), donck = `.�

Lemme 3.2.11 (Lemme de Schur)Soient P,Q deux modules simples et f ∈ Hom(P,Q). Alors f
est nul ou bijectif.
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Preuve. - Le noyau def est un sous-module du module simpleP, il est donc nul oúegalà P. De
même, l’image def est nulle oúegaleàQ.�

3.2.3 Repŕesentations des groupes abéliens finis

Théorème 3.2.12 (Th́eorème de Maschke)Toute représentation d’un groupe fini est complètement
réductible.

Preuve. - Il suffit de d́emontrer que, si(V,ρ) est une repŕesentation deG, tout sous-espaceG-stable
V ′ deV admet un supplémentaireG-stableV ′′ ; ensuite, on raisonnera par récurrence sur dimV.

Pour le voir, on choisit une projection arbitrairep deV surV ′, et l’on pose :

π :=
1

cardG ∑
g∈G

ρ(g)◦ p◦ρ(g)−1.

On vérifie d’abord que l’image deπ est dansV ′ (ce qui utilise laG-stabilit́e) et queπ se restreint
en l’identit́e surV ′ (idem) ; autrement dit,π est une projection deV surV ′. D’autre part, un petit
calcul standard montre que :

∀g∈G , ρ(g)◦π◦ρ(g)−1 = π,

d’où l’on tire facilement que le supplémentaireV ′′ := Ker π deV ′ estG-stable.�

Remarque 3.2.13Cette d́emonstration, et donc le théor̀eme, restent valables pour un corps quel-
conque sous la seule hypothèse que cardG n’est pas multiple de la caractéristique. Cette hypothèse
ne peut̂etre rel̂ach́ee, comme le montre l’exemple suivant.

Exercice 3.2.14SoientK := F2 (i.e. le corps̀a 2éléments),G := Z/2Z (i.e. le groupèa 2éléments),
V := K2 et ρ : G→GL2(K) définie par :

∀a∈ Z/2Z , ρ(a) :=
(

1 a
0 1

)
.

Vérifier que l’on a bien une représentation et qu’elle n’est pas complètement ŕeductible.

Théorème 3.2.15Toute représentation irréductible d’un groupe abélien est de rang 1. (On appelle
rangd’une représentation (V,ρ) la dimension de l’espace V.)

Preuve. - C’est du niveau L2 ! L’ensembleρ(G)⊂GL(V) est forḿe de matrices trigonalisables qui
commutent deux̀a deux, donc cotrigonalisables. Cet ensemble admet donc une droite propre com-
mune, qui est doncG-stable. Si la dimension deV est> 1, la repŕesentation n’est pas irréductible.
�

Corollaire 3.2.16 Toute représentation d’un groupe fini abélien est somme directe de représentations
de rang 1.
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Exercice 3.2.17Donner des contre-exemples en relâchant successivement l’une ou l’autre des
hypoth̀eses de finitude et d’abélianit́e.

Corollaire 3.2.18 (Agrégation externe 2003, Math́ematiques ǵenérales) Toute sous-groupe fini
abélien de GLn(C) est diagonalisable, i.e. conjugué à un groupe de matrices diagonales.

3.3 Premìere approche de la dualit́e

De manìere ǵeńerale, une représentation(V,ρ) de rang 1 d’un groupeG est caract́eriśee, à
isomorphisme pr̀es, par le morphismeρ : G→ GL(V) = K∗, cette dernìere égalit́e refĺetant un
isomorphisme canonique (non dépendant d’un choix de base). Connaitre les représentations de
rang 1 deG revient donc̀a connaitre lescaract̀eresdeG, c’est-̀a-dire leśeléments de sondual :

Ĝ := HomGr(G,K∗).

On d́efinit de plus une loi de groupe surĜ en posant(χ.χ′)(g) := χ(g)χ′(g). (La lettreχ est tradi-
tionnelle dans ce contexte.)

LorsqueG est un groupe ab́elien fini, on a vu (corollaire 3.2.16) que la connaissance des
caract̀eres d́etermine la connaissance de toutes les représentations deG. En fait, la connaissance
du groupe des caractères d́etermine la connaissance du groupeG :

Théorème 3.3.1 (Bidualit́e des groupes ab́eliens finis) Pour tout groupe G, l’application :

g 7→
(
φg : χ 7→ χ(g)

)
est un morphisme de groupes de G dans son bidual ˆ̂G. Dans le cas d’un groupe abélien fini, c’est
un isomorphisme.

La preuve est donńee dans [34]. On peut donc reconstituer un groupe abélien finià partir de ses
repŕesentations de rang 1,à condition de savoir les multiplier. Ce théor̀eme admet une extension
facile au cas des groupes abéliens de type fini [34], et une extension, nettement moins triviale, au
cas des groupes abéliens localement compacts2 (dualit́e de Pontryaguine).

3.3.1 Peut-on reconstituerG à partir de R epK(G) ?

Pour passer au cas nettement plus difficile d’un groupe non abélien, on peut tout d’abord se
convaincre que les représentations de rang 1 n’ont aucune chance de permettre de reconstituer le
groupe.

Exercice 3.3.2DéterminerĜ dans le cas du groupe symétrique surn éléments.

C’est Tannaka qui a le premier formulé et prouv́e (en 1938) un th́eor̀eme de reconstitution
d’un groupèa partir de ses représentations de rang arbitraire ; le cadreétait celui des groupes de Lie
compacts. Nous allons tenter de reconstituer le groupe “abstrait” (i.e.sans structure supplémentaire)
G à partir de la cat́egorieR epK(G).

2Dans ce cas, le dual̂G est d́efini comme le groupe des morphismes continus deG dans le cercle unité, muni d’une
topologie convenable.
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Sens direct. Comme on l’a vu dans le théor̀eme 3.3.1, il s’agit d’un ḿecanisme de bidualité, il
faut donc faire agirG sur la cat́egorieR epK(G). Soit doncg∈ G. Pour tout objetX := (V,ρ) de
R epK(G), c’est surV queg agit naturellement, via l’automorphismeρ(g). On est donc conduit̀a
introduire lefoncteur oubli :

ω : X := (V,ρ) V,

deR epK(G) dansEv fK (effet évident sur les morphismes).

Proposition 3.3.3 (i) L’élément g de G étant fixé, en posant :

φg : X := (V,ρ) 
(
ρ(g) : ω(X)→ ω(X)

)
,

on définit une transformation naturelle du foncteur covariant ω dans lui-même.
(ii) L’application g 7→ φg est un morphisme de groupes de G dans le groupe Aut(ω) des automor-
phismes du foncteur oubli ω.

Preuve. - (i) La fonctorialit́e se prouve ainsi. Pour tout morphisme de représentationsu : X :=
(V,ρ)→ X′ := (V ′,ρ′), on veut montrer que le diagramme :

ω(X)
ω(u)−−−−→ ω(X′)

φg(X)
y yφg(X)

ω(X)
ω(u)−−−−→ ω(X′)

est commutatif. Mais ce diagramme s’identifieà :

V
u−−−−→ V ′

ρ(g)
y yρ′(g)

V
u−−−−→ V ′

qui est commutatif par d́efinition d’un morphisme de représentations.
(ii) Il reste à vérifier queφ1 est l’automorphisme identité et queφgg′ = φgφg′ , ce qui est facile et
laisśe au lecteur.�

Sens ŕeciproque. Peut-on dire que le groupe des automorphismes du foncteur oubli est le bidual
recherch́e, et peut-̂etre m̂emeG? On va d’abord voir̀a quoi ressemble un automorphisme deω
dans le cas òu G est un groupe ab́elien fini.

Soit doncφ∈Aut(ω). Tout d’abord, les morphismes de projections deX⊕X′ surX,X′ donnent
lieu à des morphismes deω(X⊕X′) surω(X),ω(X′), puisà un isomorphisme deω(X⊕X′) sur
ω(X)⊕ω(X′). En appliquant la propriét́e de fonctorialit́e deφ à ces morphismes età cet isomor-
phisme, on voit queφ(X⊕X′) est d́etermińe parφ(X) etφ(X′). Ainsi, φ est d́etermińe par son effet
sur les repŕesentations de rang 1.

Pour une telle représentationX := (V,χ), où X est une droite, on aχ ∈ Ĝ et φ(X) est un auto-
morphisme de la droiteV, donc une homoth́etie de rapportµ∈ K∗. De plus, un isomorphisme de
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X := (V,χ) avecX′ := (V,χ′) signifie queχ,χ′ ∈ GL1(K) sont conjugúes,i.e. égaux ; et, dans ce
cas,φ(X) et φ(X′) sontégalement conjugúes, donćegaux. Autrement dit,µ est une fonction deχ
seul. Nous noterons encoreφ : Ĝ→ K∗ cette fonction. Pour résumer :́etant donńee l’application
φ : Ĝ→ K∗, la transformation naturelleφ associèa toute repŕesentationX := (V,χ) de rang 1 l’au-
tomorphisme deω(X) = V homoth́etie de rapportµ := φ(χ).

De plus, quelle que soit l’applicationφ de d́epart, on peut́etendre la transformation naturelle
φ à toute repŕesentation en d́ecomposant celle-ci en somme directe de représentations de rang
1. Pŕeciśement, siX =

L
(Vi ,χi), alorsφ(X) agit sur chaque composante deVi de ω(X) =

L
Vi

comme homoth́etie de rapportφ(χi) : c’est la seule possibilité, et elle d́efinit bien une transforma-
tion naturelle.

Proposition 3.3.4 Le groupe Aut(ω) est isomorphe au groupe (K∗)Ĝ de toutes les applications
Ĝ→ K∗.

Preuve. - On a d́ejà montŕe que ces deux ensembles sontégaux. La compośee des homoth́eties de
rapportsµ,µ′ est l’homoth́etie de rapportµµ′. La compośee des transformations naturelles définies
par les applicationsφ,φ′ : Ĝ→ K∗ est donc la transformation naturelle définie par l’application
φφ′ : Ĝ→ K∗.�

Ce groupe est beaucoup plus gros queG = ˆ̂G. On a perdu la condition queφ devait respecter
la structure multiplicative dêG :

φ(χχ′) = φ(χ)φ(χ′).

Il aurait fallu faire intervenir une représentation de caractèreχχ′ et lui associer un automorphisme
de droite qui soit une homothétie de rapportµµ′ = φ(χ)φ(χ′) ; autrement dit : il aurait fallu pouvoir
“multiplier” des repŕesentationsX et des espaces sous-jacentsV, et imposer̀a la transformation
naturelleφ d’être compatible avec ces structures multiplicatives.

3.3.2 Produit tensoriel de repŕesentations

On peut en effet munirR epK(G) d’une structure multiplicativèa l’aide du produit tenso-
riel. SoientX := (V,ρ) et X′ := (V ′,ρ′) deux repŕesentations deG. Pour toutg∈G, l’application
linéaire d́efinie parx⊗x′ 7→ ρ(g)(x)⊗ρ′(g)(x′) deV⊗V ′ dans lui-m̂eme est bien d́efinie et c’est
un automorphismeρ(g)⊗ ρ′(g) ∈ GL(V ⊗V ′). De la formule (2.2.21.1) (exercice 2.2.21, page
27), on d́eduit queρ⊗ρ′ : g 7→ ρ(g)⊗ρ′(g) est un morphisme deG dans GL(V⊗V ′), d’où une
repŕesentationX⊗X′ := (V⊗V ′,ρ⊗ρ′) appeĺeeproduit tensorieldes repŕesentationsX etX′. Le
rang de la repŕesentationX⊗X′ est donc le produit des rangs deX et deX′.

SoientX := (V,ρ), X′ := (V ′,ρ′) Y := (W,σ) etY′ := (W′,σ′) quatre repŕesentations deG. À
l’aide de la formule (2.2.21.1), on voit que, siu : X→Y et u′ : X′→Y′ sont des morphismes de
repŕesentations, alors l’application linéaireu⊗u′ deV⊗V ′ dansW⊗W′ est encore un morphisme
de repŕesentations deX⊗X′ dansY⊗Y′.

Enfin, le foncteur oubliω estcompatible au produit tensoriel(on dit aussi⊗-compatible) :

ω(X⊗X′) = ω(X)⊗ω(X′) et ω(u⊗u′) = ω(u)⊗ω(u′).
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Exemple 3.3.5SoientX := (V,χ) et X′ := (V ′,χ′) deux repŕesentations de rang 1 deG. Alors
X⊗X′ est la repŕesentation(V⊗V ′,χχ′). En effet,V etV ′ sont des droites, doncV⊗V ′ aussi. Pour
toutg∈G, les automorphismesχ(g),χ′(g) sont des homoth́eties de rapportsµ,µ′ doncχ(g)⊗χ′(g)
est l’automorphisme deV⊗V ′ défini parx⊗x′ 7→ µx⊗µ′x′= µµ′x⊗x′, i.e. l’homothétie de rapport
µµ′ = χχ′(g).

Remarque 3.3.6Dans le cas de représentations de rang 1, il n’y a aucun malà se restreindrèa
des objets de la forme(K,χ), en particulier parce queK⊗K s’identifie naturellement̀aK.
Pour les dimensions supérieures, si l’on veut se ramenerà des descriptions matriciellesX :=
(Kn,ρ) avecρ : G→GLn(K), on sera conduit̀a utiliser l’isomorphisme :Kn⊗Kp'Knp. Mais cet
isomorphisme n’est pas unique. En fait, la base “naturelle” deKn⊗Kp est forḿee desei ⊗ f j où
lesei (resp. lesf j ) forment la base canonique deKn (resp. deKp). Toute bijection de{1, . . . ,n}×
{1, . . . , p} sur {1, . . . ,np} fournit un ordre total sur cette base naturelle, donc un isomorphisme
Kn⊗Kp' Knp.
L’une des complications de la théorie (si l’on tientà des descriptions matricielles, ce qui n’est
pas obligatoire) est donc de choisir, pour tousn, p∈N une bijection de{1, . . . ,n}×{1, . . . , p} sur
{1, . . . ,np} de manìereà obtenir des formule cohérentes, comme dans l’exercice suivant.

Exercice 3.3.7 (i) Vérifier l’existence d’un isomorphisme naturel deV⊗(V ′⊗V ′′) sur(V⊗V ′)⊗
V ′′.
(ii) Montrer que le choix, pour tousn, p∈N, d’une bijection de{1, . . . ,n}×{1, . . . , p} sur{1, . . . ,np},
donne lieu, pour tousn, p,q∈ N, à des isomorphismes deKn⊗ (Kp⊗Kq) et de(Kn⊗Kp)⊗Kq

surKnpq.
(iii) Y a-t-il automatiquement compatibilité entre les isomorphismes trouvés aux questions préćedentes ?

3.3.3 Enveloppe proalǵebrique d’un groupe

Puisque nous avons muniR epK(G) d’une structure multiplicative (tensorielle), on peut main-
tenant śelectionner,̀a l’intérieur de Aut(ω), leséléments qui pŕeservent cette structure.

Ce formalisme garde un sens dans un cadre plus géńeral, òu l’on n’a pas ńecessairementégalit́e
de ω(X⊗X′) avecω(X)⊗ω(X′) mais seulement un isomorphismetX,X′ de ω(X)⊗ω(X′) sur
ω(X)⊗ω(X′)3. Aussi, d́ecorerons-nous les flèches horizontales ci-dessous (ici, deségalit́es !) de
l’ étiquettetX,X′ .

Définition 3.3.8 (Automorphismes⊗-compatibles deω) Une transformation naturelleφ de ω
dans lui-m̂eme est ditecompatible au produit tensoriel, ou⊗-compatiblesi, quelles que soient les
repŕesentationsX etX′, le diagramme suivant est commutatif :

ω(X⊗X′)
tX,X′−−−−→ ω(X)⊗ω(X′)

φ(X⊗X′)
y yφ(X)⊗φ(X′)

ω(X⊗X′)
tX,X′−−−−→ ω(X)⊗ω(X′)

L’ensemble des automorphismes⊗-compatibles deω est not́e Aut⊗(ω).

3Dans les cat́egories munies de telles structures, on impose cependantà la classe de ces isomorphismes de vérifier
des conditions de compatibilité : voir par exemple la d́efinition 1.8 p. 113 de [9].
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De la relation (2.2.21.1) (exercice 2.2.21, page 27), et des relations (à la preuve similaire) :

(u⊗u′)−1 = u−1⊗u′−1 et IdV⊗V ′ = IdV ⊗ IdV ′ ,

on d́eduit que Aut⊗(ω) est un sous-groupe de Aut(ω). De plus, par le m̂eme genre de calcul, on
vérifie que l’applicationg 7→ φg est un morphisme de groupes deG dans Aut⊗(ω).

Exercice 3.3.9 Écrire les diagrammes commutatifs qui justifient ces assertions et justifier soi-
gneusement leurs commutativités.À titre d’exemple, voici l’un des diagrammes :

ω(X⊗X′)
tX,X′−−−−→ ω(X)⊗ω(X′)

ψ(X⊗X′)
y yψ(X)⊗ψ(X′)

ω(X⊗X′)
tX,X′−−−−→ ω(X)⊗ω(X′)

φ(X⊗X′)
y yφ(X)⊗φ(X′)

ω(X⊗X′)
tX,X′−−−−→ ω(X)⊗ω(X′)

Définition 3.3.10 (Enveloppe proalǵebrique d’un groupe) Le groupeGalg := Aut⊗(ω), muni
du morphismeg 7→ φg deG dansGalg, est appeĺeenveloppe proalǵebrique de G.

Le morphismeg 7→ φg fait partie de la structure. (Comparer au cas d’une clôture alǵebriqueK
d’un corpsK : le plongementK → K fait partie de la structure.) Nous verrons au chapitre 7 que
l’enveloppe proalǵebrique est caractériśee par une propriét́e universelle.

Proposition 3.3.11 Pour un groupe abélien fini G, l’enveloppe proalgébrique s’identifie au bidual
ˆ̂G muni de l’isomorphisme de bidualité.

Preuve. - Cela d́ecoule des sections préćedentes.�

L’isomorphie deG etGalg est malheureusement loin d’être le cas ǵeńeral. Le groupeGalg peut
être beaucoup plus gros : on n’a pas réussià ŕecuṕerer le groupeG à partir de ses représentations.
Ce n’est cependant pas une totale défaite, le groupeGalg est int́eressant quand m̂eme !

Exemple 3.3.12On verra queZalg'HomGr(K∗,K∗)×K, avec morphisme structuraln 7→
(
(z 7→

zn),n
)
.
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Chapitre 4

Rappels et compĺements de ǵeométrie
algébrique affine

L’essentiel de nos besoins est couvert par le cours de M1 de géoḿetrie alǵebrique, et nous le
rappellerons sans preuve. Au delà, les preuves sont fournies sans trop de détails : elles pourront
être compĺet́ees par la lecture des chapitres introductifs de [6] et de [36].

Le cadre est celui de la géoḿetrie alǵebrique affine sur un corpsK algébriquement clos de
caract́eristique nulle.

4.1 Ensembles alǵebriques affines

4.1.1 La topologie de Zariski

SoitE un espace affine de dimension finie (surK). Tout choix d’un rep̀ere (i.e.d’une origine et
d’une base) permet d’identifierE à Kn, donc d’interpŕeter les polyn̂omes deK[X1, . . . ,Xn] comme
des fonctions polynomiales deE dansK ; autrement dit, on a un morphisme deK-algèbres :

K[X1, . . . ,Xn]→ KE, P 7→
(
(x1, . . . ,xn) 7→ P(x1, . . . ,xn)

)
.

Le corpsK étant infini, ce morphisme est injectif. De plus, l’image de ce morphisme ne dépend
pas du rep̀ere choisi : la notion d’application polynomialede E dansK, ou encore defonction
polynomialesur E, est d́efinie intrins̀equement (ind́ependamment du choix d’un repère). Nous
noterons A(E) la K-algèbre des fonctions polynomiales surE.

Exemple 4.1.1Sur l’espace vectorielE := Matn(K), on a la base canonique des matricesélémentaires,
d’où une identification de A(E) avecK[(Xi, j)1≤i, j≤n]. Chaque fonction coefficientM 7→ (M)i, j est
une fonction polynomiale surE, ainsi que la trace, le déterminant, et, plus ǵeńeralement, les coef-
ficients du polyn̂ome caract́eristique. Nous noterons :

χM(T) := det(TIn−M) = Tn +c1(M)Tn−1 + · · ·+cn(M),

et consid̀ererons chaqueci(M) comme uńelément aussi bien de A
(
Matn(K)

)
que deK[(Xi, j)1≤i, j≤n].
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Pour toute partieF de l’algèbre A(E), on d́efinit le lieu des źeros de Fcomme :

V (F) := {x∈ E | ∀ f ∈ F , f (x) = 0}.

Dans le cas d’une partie finieF = { f1, . . . , fk}, on notera simplementV (F) = V ( f1, . . . , fk). Dans
le cas ǵeńeral, l’idéalI de A(E) engendŕe parF est de type fini (noetherianité de A(E)), on a donc
I =< f1, . . . , fk > et :

V (F) = V (I) = V ( f1, . . . , fk) = V ( f1)∩·· ·∩V ( fk).

Formulaire. On ne consid̀ere ici que desV (I), I idéal de A(E).

V (I) = E ⇐⇒ I = {0},
V (I) = /0 ⇐⇒ I = A(E),

I ⊂ J =⇒ V (J)⊂ V (I),

V (I) = V
(√

I
)

,\
V (Ik) = V

(
∑ Ik

)
,

V (I)∪V (J) = V (IJ),
= V (I ∩J).

Exercice 4.1.2Quelle est l’unique affirmation non triviale du formulaire ci-dessus ?

Il r ésulte de ces formules que lesV (I) sont les ferḿes d’une certaine topologie surE.

Définition 4.1.3 (Topologie de Zariski) (i) On appelletopologie de Zariskisur E la topologie
dont les ferḿes sont lesV (I), I idéal de A(E).
(ii) On appellefermé de Zariskiou fermé alǵebriquedeE un tel ferḿe.
(iii) On appelleensemble alǵebrique affineun ferḿe alǵebrique d’un espace affine de dimension
finie.

Exemples 4.1.4(i) Les ferḿes d’une droite affineE sont ses parties finies etE.
(ii) DansE quelconque, toute partie finie est un fermé.
(iii) Les fermés d’un plan affineE sont les unions finies de points et de courbesV ( f ) ( f non
constant), etE lui-même.

Exercice 4.1.5Montrer que les points sont des fermés, mais que la topologie de Zariski n’est pas
sépaŕee. Plus pŕeciśement deux ouverts non vides quelconques se rencontrent.

4.1.2 Correspondance entre ferḿes et id́eaux

SoitX ⊂ E une partie quelconque. L’idéal (deśequations) de Eest :

IE(X) := { f ∈ A(E) | ∀x∈ X , f (x) = 0}.

S’il n’ a pas de risque de confusion, on notera parfois pour simplifierI(X) := IE(X).
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Formulaire.

I( /0) = A(E),
I(E) = {0},
I(X) =

√
I(X),

X ⊂Y =⇒ I(Y)⊂ I(X),

I
([

Xk

)
=

\
I(Xk).

Exemples 4.1.6(i) Si E = Kn etX = {a}, a = (a1, . . . ,an), alorsI(X) est l’idéal maximal :

Ma :=< X1−a1, . . . ,Xn−an > .

(ii) Si X est un sous-espace vectoriel d’un espace vectorielE, l’id éalI(X) est engendré par l’or-
thogonalX⊥ ⊂ E∗ (dual deE, qui estévidemment inclus dans A(E)).

Exercice 4.1.7Quel est l’id́eal d’un sous-espace affine d’un espace affineE ?

Voici uneéquivalence extrêmement utile :

(4.1.7.1) ∀I ⊂ A(E) , ∀X ⊂ E ,
(
I ⊂ I(X)

)
⇐⇒

(
X ⊂ V (I)

)
.

On en d́eduit imḿediatement l’adh́erence de Zariski d’une partie quelconque :

(4.1.7.2) ∀X ⊂ E , X = V
(
I(X)

)
,

et un crit̀ere deZariski-densit́e, i.e.de densit́e au sens de la topologie de Zariski :

(4.1.7.3) (X est Zariski-dense)⇐⇒ (I(X) = {0}),

autrement dit :X est Zariski-dense si, et seulement si, toute identité polynomiale v́erifiée surX
l’est surE tout entier.

Proposition 4.1.8 (Principe de prolongement des identités alǵebriques) Si f ∈ A(E) est non
nulle, E \V ( f ) est Zariski-dense.

Preuve. - Si g s’annulle surE \V ( f ), alorsg f s’annule surE, doncg f = 0, doncg = 0 puisque
A(E) est int̀egre etf non nulle.�

Remarque 4.1.9Une formulation topologique de ceténonće est que deux ouverts non vides quel-
conques se rencontrent (exercice 4.1.5), et donc que tout ouvert non vide est dense : comme on va
le voir en 4.1.3, on dit alors queE est irŕeductible (d́efinition 4.1.16).

Exemple 4.1.10En prenantE = Matn(K) et f = det, on voit que GLn(K) est Zariski-dense dans
Matn(K). On va en d́eduire que, pour deux matricesA,B quelconques,χAB = χBA. Fixons A
et consid́eronsB comme unélément variable de Matn(K). Pour i = 1, . . . ,n, l’application B 7→
ci(AB)− ci(BA) est polynomiale (lesci ont ét́e d́efinis dans l’exemple 4.1.1). LorsqueB est in-
versible,AB est semblablèa B(AB)B−1 = BA; on a doncχAB = χBA dans ce cas. Les fonctions
polynomialesci(AB)−ci(BA) en les coefficients deB sont donc nulles sur la partie Zariski-dense
GLn(K), donc partout, autrement dit,χAB = χBA dans tous les cas.̀A noter cependant queAB et
BAne sont pas toutjours semblables ; par exemple, on peut avoirAB= 0 6= BA.
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Exercice 4.1.11(i) Démontrer que les matrices diagonalisables forment une partie Zariski-dense
de Matn(K). (Leur ensemble contient le lieu de non annulation du discriminant du polynôme
caract́eristique.)
(ii) En déduire une preuve simple du théor̀eme de Cayley-Hamilton sur un corps algébriquement
clos.

4.1.3 Le nullstellensatz

Il esta priori évident que, pour tout id́ealI de A(E), on a l’inclusion
√

I ⊂ I
(
V (I)

)
.

Théorème 4.1.12 (Nullstellensatz (ou th́eorème des źeros) de Hilbert) (i) Pour tout idéal I de
A(E), on a l’égalité :

I
(
V (I)

)
=
√

I .

(ii) En particulier : (
V (I) = /0

)
⇐⇒

(
I = A(E)

)
.

Pour la preuve, voir [21].

Corollaire 4.1.13 Les applications I 7→ V (I) et X 7→ I(X) induisent deux bijections réciproques
l’une de l’autre entre l’ensemble des idéaux radiciels de A(E) (ce sont les idéaux I tels que I =

√
I )

et l’ensemble des fermés de Zariski de E.

Exercice 4.1.14Démontrer que, siX etY sont des ferḿes :I(X∩Y) =
√

I(X)+I(Y).

Le cas des id́eaux maximaux

Soit I un idéal propre de A(E). D’après le nullstellensatz,V (I) 6= /0, il existea∈ V (I), d’où
l’inclusion I ⊂Ma := I({a}). Ainsi, les seuls id́eaux maximaux de A(E) sont lesMa et, par les
bijections du corollaire 4.1.13, se correspondent les idéaux maximaux de A(E) et les points deE.

Le morphisme A(E)→ A(E)/Ma s’identifie en fait aumorphisme d’́evaluation P7→ P(a) de
A(E) surK. c’est un morphisme deK-algèbres, et il n’est pas difficile de voir que tout morphisme
de K-algèbres de A(E) dansK s’obtient de cette manière (voir l̀a dessus page 47 la “dualité de
Gelfand”).

Exercice 4.1.15En prenantE = Kn et donc A(E) = K[X1, . . . ,Xn], vérifier cette dernìere assertion
et expliciter une bijection deE sur l’ensemble HomA lgK

des morphismes deK-algèbres de A(E)
dansK.

Le cas des id́eaux premiers

On va voir que les id́eaux premiers acquièrent, par la correspondance du corollaire 4.1.13, une
signification topologique.
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Définition 4.1.16 (Ferḿes irréductibles) Le ferméX deE est ditirr éductibles’il est non vide et
s’il n’est pas la ŕeunion de deux ferḿes strictement plus petits,i.e. si l’ égalit́e X = X1∪X2 (avec
X1,X2 fermés) entrâıneX = X1 ouX = X2.
De manìereéquivalente :X 6= /0 et l’inclusionX ⊂ X1∪X2 (avecX1,X2 fermés) entrâıneX ⊂ X1

ouX ⊂ X2.

Exemples 4.1.17(i) Les ensembles finis irréductibles sont les singletons.
(ii) L’ensembleE est irŕeductible (remarque 4.1.9).

Proposition 4.1.18 Le fermé X est irréductible si, et seulement si, l’idéal I(X) est premier.

Preuve. - La conditionX 6= /0 équivautàI(X) 6= A(E).
SupposonsX irréductible. Sif1 f2 ∈ I(X), alorsX ⊂ V ( f1)∪V ( f2), doncX ⊂ V ( f1) ou X ⊂
V ( f2) (irréductibilit́e), i.e. f1 ∈ I(X) ou f2 ∈ I(X) et l’idéalI(X) est premier.
SupposonsI(X) premier. SiX ⊂ X1∪X2, alorsI(X1)∩I(X2) = I(X1∪X2)⊂ I(X). PuisqueI(X)
est premier, on en déduit (alg̀ebre facile) queI(X1) ⊂ I(X) ou I(X2) ⊂ I(X), donc (puisque ce
sont des ferḿes) queX ⊂ X1 ouX ⊂ X2.�

Corollaire 4.1.19 Par les bijections du corollaire 4.1.13 se correspondent les idéaux premiers de
A(E) et les fermés irréductibles de E.

Exemple 4.1.20Tout sous-espace affine est un fermé irréductible.

Théorème 4.1.21Tout fermé non vide de E est réunion de ses fermés irréductibles maximaux,
qui sont en nombre fini. On les appelle composantes irréductiblesde X.

Preuve. - C’est la finitude qui est non triviale ; elle découle de la noetherianité de A(E), pour la
preuve voir [6].�

Si X = X1∪ ·· · ∪Xk est ladécomposition de X en composantes irréductibles, c’est-̀a-dire
l’ écriture deX comme ŕeunion de ses composantes irréductibles, cette réunion est minimale, au
sens òu l’on ne peut enlever aucun desXi : sinon, ce dernier serait inclus dans la réunion des autres,
donc (irŕeductibilit́e) dans l’un des autres, contredisant la maximalité.

Exercice 4.1.22(i) Montrer que le ferḿeV ( f ) est irŕeductible si, et seulement si,f est puissance
d’un polyn̂ome irŕeductible avec un exposant non nul. (Invoquer la factorialité de A(E).)
(ii) En géńeral, les composantes irréductibles du ferḿeX = V ( f ) sont lesV ( fi), où les fi sont les
facteurs irŕeductibles def .

4.2 Fonctions ŕegulières

L’une des principaleśevolutions de la ǵeoḿetrie au XXe siècle aét́e la d́ecouverte du fait que,
pour connaitre un espace, il est essentiel de connaitre l’anneau des fonctions “adéquates” sur cet
espace ; “ad́equates” signifiant, selon le type de géoḿetrie : continues, diff́erentiables, analytiques
... et, pour la ǵeoḿetrie alǵebrique : ŕegulìeres.
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4.2.1 Fonctions ŕegulières, alg̀ebres affines

Définition 4.2.1 (Fonctions ŕegulières, alg̀ebres affines)SoitX un ferḿe deE. On appellefonc-
tion régulìeresurX la restriction d’une fonction polynomiale surE. La K-algèbre des fonctions
régulìeres surX est not́ee AE(X) et appeĺeealgèbre affine de X. (On verraà la section 4.2.3 que
la dépendance enE est inessentielle et que l’on peut aussi bienécrire A(X).)

Par d́efinition, le morphisme A(E)→ AE(X) est surjectif de noyau l’id́ealIE(X). On a donc
un isomorphisme canonique deK-algèbres :

A(E)/IE(X)' AE(X).

Exemples 4.2.2(i) L’alg èbre affine d’un sous-espace affine de dimensionm est isomorphèa
K[X1, . . . ,Xm].
(ii) L’alg èbre affine deX est un corps si, et seulement si,X est un point ; et dans ce cas AE(X) = K.
(iii) L’alg èbre affine deX est int̀egre si, et seulement si,X est irŕeductible.

De manìere ǵeńerale, modulo identification deE avecKn, l’algèbre affine d’un ferḿe deE
est de la formeK[X1, . . . ,Xn]/I , où I est radiciel. C’est donc uneK-algèbre de type fini ŕeduite.
Réciproquement, touteK-algèbre de type fini ŕeduite est (isomorphèa uneK-algèbre) de la forme
K[X1, . . . ,Xn]/I , où I est radiciel, donc isomorphèa AE(X), où X = V (I) ⊂ Kn. (On a eu besoin
de supposerI radiciel pour queI(X) soit égalà I .)

Exercice 4.2.3 (i) Définir en toute ǵeńeralit́e un morphisme injectif deK-algèbres :

AE(X1∪X2)→ AE(X1)×AE(X2).

(ii) Montrer que c’est un isomorphisme si, et seulement siX1∩X2 = /0. (C’est essentiellement le
lemme chinois.)
(iii) En déduire que, pour queX soit connexe, il faut, et il suffit, que AE(X) n’admette pas d’idem-
potents autres que 0 et 1.

La correspondance entre fermés deE et idéaux de A(E) (corollaire 4.1.13) se ǵeńeralise en
une correspondance fermés deX et idéaux de AE(X) par la “chaine” suivante : un ferḿe Y de
X est un ferḿe Y deE contenu dansX ; il correspond̀a un id́eal radicielJ := I(Y) qui contient
I := I(X) ; ce dernier correspond̀a un id́eal radicielJ/I du quotient A(E)/I = AE(X). Par cette
nouvelle correspondance bijective, les points (resp. les fermés irŕeductibles) deX correspondent
aux id́eaux maximaux (resp. aux idéaux premiers) de AE(X).

On va d’ailleurs expliciter cette correspondance enétendant les notationsV et I. Pour tout
idéalL de l’algèbre AE(X), le lieu d’annulation deśeléments deL est un ferḿe deX :

VX(L) := {x∈ X | ∀ f ∈ L , f (x) = 0}.

En fait, si J est l’image ŕeciproque dans A(E) de L ⊂ AE(X), on a I ⊂ J et VX(L) = V (J).
Les VX(L) sont donc les ferḿes inclus dansX. On peut d’ailleurs d́efinir VX(L) pour un sous-
ensemble quelconqueL ⊂ AE(X). Réciproquement, pour toute partieY de X, l’ensemble des
fonctions ŕegulìeres surX nulles surY est un id́eal de AE(X) :

IX(Y) := { f ∈ AE(X) | ∀x∈Y , f (x) = 0}.
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En fait, c’est l’image de l’id́ealI(Y)⊃ I(X) par le morphisme canonique A(E)→ A(E)/I(X) =
AE(X).

Comme on l’a dit,VX etIX induisent des bijections réciproques l’une de l’autre entre fermés
deX et idéaux radiciels de AE(X). De plus, siY est un ferḿe deX, donc deE, le morphisme de
restriction AE(X)→ AE(Y) induit un isomorphisme deK-algèbres :

AE(Y)' AE(X)/IX(Y).

Exercice 4.2.4 (i) Soit (Yα) une famille de ferḿes deX. Montrer l’équivalence :(\
Yα = /0

)
⇐⇒

(
∑IX(Yα) = AE(X)

)
.

(ii) En déduire que l’espace topologiqueX est quasi-compact. Est-il compact ?

4.2.2 Dimension d’un ensemble alǵebrique

Que signifie l’affirmation qu’une courbe est de dimension 1, qu’une surface est de dimension
2, etc ? Il y a beaucoup de définitions de la dimension en topologie, en géoḿetrie différentielle ...
Voici l’une de celles qui se sont imposées en ǵeoḿetrie alǵebrique.

Définition 4.2.5 (Dimension (de Krull) d’un espace topologique)Ladimension (de Krull)dimX
d’un espace topologiqueX est la borne suṕerieure des longueursk deschaines de ferḿes irréductibles
de X, une chaine de longueurk étant une suiteX0⊂ ·· · ⊂ Xk de ferḿes irŕeductibles embôıtés, les
inclusionsétant suppośees strictes. Par convention, l’ensemble vide est de dimension−∞.

Exemples 4.2.6Un ensemble fini non vide est de dimension 0. Une droite affine est de dimension
de Krull 1.

Remarque 4.2.7En fait, la dimension est souvent définie par l’interḿediaire du degŕe de trans-
cendance (voir [6, 36]). Les deux approches sontéquivalentes (th́eor̀eme 4.2.12) mais celle qui
préc̀ede se ǵeńeralise mieux.

Proposition 4.2.8 (i) Si X est de dimension finie, dimX est le maximum des dimensions des
composantes irréductibles de X.
(ii) On suppose X de dimension finie k. Pour toute chaine X0⊂ ·· · ⊂ Xk de fermés irréductibles de
X, les fermés X0 et Xk sont respectivement un point et une composante irréductible ; et la chaine
est satuŕee(on ne peut la raffiner).
(iii) Si X,X′ sont des fermés, dim(X∪X′) = max(dimX,dimX′).
(iv) Si X ⊂Y sont des fermés, dimX ≤ dimY. Si de plus Y est irréductible et dimX = dimY, alors
X = Y.

Preuve. - Facile et laisśee au lecteur !�

Définition 4.2.9 (Dimension de Krull d’un anneau commutatif) Ladimension de Krulld’un an-
neau commutatifA est la borne suṕerieure des longueursk deschaines d’id́eaux premiersP0 ⊂
·· · ⊂Pk deA.
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Proposition 4.2.10 La dimension d’un fermé algébrique est égale à la dimension de Krull de son
algèbre affine.

Preuve. - C’est imḿediat.�

Exercice 4.2.11Le plan affineE est de dimension de Krull 2 et, sif ∈ A(E) est non constante,
dimVE( f ) = 1.

Le théor̀eme suivant est fondamental ; nous l’admettrons (voir [6, 36, 21]).

Théorème 4.2.12(i) La dimension de Krull de K[X1, . . . ,Xn] est n. La dimension de Krull d’un
espace affine E est égale à sa dimension.
(ii) Si f ∈ K[X1, . . . ,Xn]\K, la dimension de Krull de K[X1, . . . ,Xn]/ < f > est n−1. Si f ∈A(E)
n’est pas constante, la dimension de Krull de l’hypersurface V ( f ) est dimE−1.
(iii) La dimension de Krull d’une algèbre affine intègre est égale au degré de transcendance sur
K de son corps des fractions. La dimension de Krull d’un ensemble algébrique irréductible X est
égale au degré de transcendance sur K du corps des fractions de A(X).
(iv) Tout ensemble algébrique de dimension 0 est fini.

Exercice 4.2.13Démontrer que tout ensemble algébrique est de dimension finie.

4.2.3 Qu’est-ce intrins̀equement qu’un ensemble alǵebrique ?

Deux difficult́es vont se pŕesenter, d̂uesà notre approchéelémentaire et non intrinsèque1 :

1. Notre d́efinition d’un ensemble alǵebriqueX, et tout ce qui s’en d́eduit, supposeX plonǵe
dans un espace affine. Il n’est pas clair en l’état qu’une “m̂eme” courbe vue dansK2 ou dans
K3 soit en effet le m̂eme objet.

2. Tous nos ensembles algébriques sont obtenus comme des fermés alǵebriques : rien de ce
que nous avons fait ne semble s’appliquerà GLn(K), qui est pourtant notre objet principal
d’intér̂et (dans ce cours).

Pour surmonter ces difficultés, nous allons adopter le point de vue (ou slogan) suivant :ce qui
caract́erise la ǵeoḿetrie de X, c’est sa topologie de Zariski et son algèbre A(X) = AE(X) de
fonctions ŕegulìeres. (Et l’on verra au passage que la dépendance enE est un artefact.)

Comment reconstituerX à partir de A (X) : la “dualit é de Gelfand”

Le “retour en arrìere” de l’alg̀ebre affineA := A(X) vers l’espace topologiqueX peut se ŕealiser
à l’aide de la “dualit́e de Gelfand”. Cette dernière est ńee dans la th́eorie des anneaux commutatifs
normés, mais s’est́etenduèa l’ensemble de la ǵeoḿetrie2. Le lecteur est invit́e à vérifier tous les
détails des arguments qui suivent.

1Les vraiment bonnes définitions reposent sur la notion de “schéma affine”, qui n’est pas très difficile mais demande
un peu de formalisme et masque (temporairement) la géoḿetrie.

2L’avantage de cette construction est qu’elle garde un sens pour touteK-algèbreA, ce qui donne lieùa de vastes
géńeralisations de la ǵeoḿetrie alǵebrique affine.
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On pose d’abord :
X := MorA lgK

(A,K).

Il y a une bijectionX→ X qui, à x∈ X associeχx : f 7→ f (x) ; la bijection ŕeciproque associèa
χ : A→ K l’unique pointx∈ X tel queMx = Ker χ.

Concr̀etement, prenonsA := K[X1, . . . ,Xn]/I , de sorte queX s’identifieàV (I)⊂ Kn. Un mor-
phismeχ : A→ K est d́etermińe par les imagesxi := χ(Xi) ∈ K, soumises̀a la condition que
x := (x1, . . . ,xn) ∈V (I) (pour que le morphisme correspondantK[X1, . . . ,Xn]→ K se factorise via
A). Le pointx correspond̀a χ.

Pour tout id́ealI deA, on pose ensuite :

VX (I) := {χ ∈ X | Ker χ⊃ I}.

On vérifie alors que lesV (I) sont les ferḿes d’une topologie surX , puis que les bijections
ci-dessus sont des homéomorphismes. Ainsi, sia ∈ A, l’ouvert de X qui correspond par ces
homéomorphismes̀a l’ouvertD(a)⊂ X est :

X \VX (a) = {χ ∈ X | χ(a) 6= 0}.

Fermés alǵebriques indépendamment du plongement

Proposition 4.2.14 Soient E un espace affine et E′ ⊂ E un sous-espace affine.
(i) Les fonctions polynomiales sur E′ sont les restrictions à E′ des fonctions polynomiales sur E.
L’algèbre A(E′) des fonctions polynomiales sur l’espace affine E′ est égale à l’algèbre A(E)/IE(E′)
des fonctions régulières sur le fermé E′ de E.
(ii) Le sous-ensemble X ⊂ E′ est un fermé algébrique de E′ si, et seulement si, c’est un fermé
algébrique de E. Les idéaux correspondants sont alors liés par la relation suivante :

IE(X) = IE′(X)A(E)+IE(E′),

et les algèbres affines par la relation suivante :

AE(X) = AE′(X).

Preuve. - Facile et laisśee au lecteur.̀A noter que la dernièreégalit́e d́enote (abus courant) un iso-
morphisme canonique. L’égalit́e pŕećedente est une vraiéegalit́e et elle admet la forme concrète
suivante. On prendE = Kn muni des coordonńes X1, . . . ,Xn et E′ = Kn′ muni des coordonńes
X1, . . . ,Xn′ (n′< n). Soientf1, . . . , fm∈K[X1, . . . ,Xn′ ] des ǵeńerateurs deIE′(X). Alors f1, . . . , fm,Xn′+1, . . . ,Xn

sont des ǵeńerateurs deIE(X).�

Corollaire 4.2.15 La topologie et l’algèbre affine d’un ensemble algébrique X ne dépendent pas
du plongement de X dans un espace affine.
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Extension de ce qui pŕec̀ede aux ouverts affines

L’ouvert GLn(K) de Matn(K) est de nature particulière : son complémentaire est d́efini par une
seuleéquation (det).

Définition 4.2.16 (Ouverts affines)Un ouvert affined’un ensemble alǵebriqueX est un ouvert
de la formeDX( f ) := X \VX( f ), où f ∈ A(X).

L’int ér̂et des ouverts affines3 est qu’ils s’identifient̀a des ensembles algébriques.

Proposition 4.2.17 (i) Soit X un fermé algébrique de l’espace affine E. Alors X′ := X×K est un
fermé de l’espace affine E′ := E×K.
(ii) La première projection X′→ X est une application continue et ouverte.
(iii) La première projection X′→ X induit un homéomorphisme :

VX′(1−T f)'DX( f ).

Preuve. - (i) La premìere assertion est facile et laissée au lecteur.
(ii) La projectionp : X′→ X est une application continue en vertu de la formule suivante, dont la
preuve est facile et laissée au lecteur :

p−1(VX(I)
)

= VX′
(
IAE′(X′)

)
.

La projectionp est de plus une application ouverte ; en effet, pour tout ouvertY′ := X′ \VX′(I ′) de
X′, les pointsx∈ X \ p(U ′) sont caract́eriśes par le fait que tout(x, t) ∈ X′ est dansVX′(I ′). Notant
I l’id éal des coefficients dans A(X) de tous lesf ∈ I ′ vus comme polyn̂omes de A(X)[T], on a
donc :

p(U ′) = X \VX(I).

(iii) On a identifié A(E′) à A(E)[T], d’où l’ égalit́e A(X′) = A(X)[T]. La bijectivité se ram̀ene
alors au fait quef (x) 6= 0⇔∃t : t f (x) = 1, età l’unicité d’un telt. La restrictionVX′(1−T f)→
DX( f )de p est donc bijective, ouverte et continue, donc un homéomorphisme.�

La topologie sur l’ouvert affineDX( f ) est donc celle d’un ensemble algébrique. En vertu
du paragraphe préćedent (sur l’ind́ependance du plongement) et de la proposition, on peut donc
définir l’alg èbre affine de l’ouvert affineDX( f ) comme celle de l’ensemble algébriqueVX′(1−
T f) :

A
(
DX( f )

)
:= A

(
VX′(1−T f)

)
= A(X)[T]/ < 1−T f >

= A(X) f

= A(X)[1/ f ].

Rappelons en effet que, pour tout anneau commutatifA et tout f ∈ A, l’anneau de fractions
Af := S−1A, S := { f n | n∈ N} s’identifie canoniquement̀a A[T]/ < 1−T f >. De plus, siA est
intègre,Af est le sous-anneau du corps des fractions deA engendŕe parA et 1/ f . (Cela s’applique

3Pour des ouverts plus géńeraux, l’alg̀ebre des fonctions régulìeres ne suffit pas : il faut faire appelà un faisceau.
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ici si X est irŕeductible.) On s’en autorise pourécrire en ǵeńeral, avec un ĺeger abus :Af = A[1/ f ].

Les bijections habituelles entre fermés, resp. ferḿes irŕeductibles, resp. points deX et idéaux,
resp. id́eaux premiers, resp. idéaux maximaux de A(X) s’étendent directement au cas où X est un
ouvert affine. Il en est de m̂eme de la th́eorie de la dimension. Nous considèrerons donc d́esormais
les ouverts affines comme des ensembles algébriques.

Exemples 4.2.18(i) PuisqueK∗ = DK(X), on a :

A(K∗) = K[X,T]/ < 1−XT >= K[X,X−1].

(ii) Puisque GLn(K) = DK(det), avecE = Matn(K), on trouve son alg̀ebre affine :

A
(
GLn(K)

)
= K[(Xi, j)1≤i, j≤n][T]/ < 1−T det(Xi, j) >= K[(Xi, j)1≤i, j≤n]

[
1

det(Xi, j)

]
.

Exercice 4.2.19(i) SoientE un espace affine de dimensionn et X := DE( f ) où f ∈ A(E) n’est
pas constante. D́eduire du th́eor̀eme 4.2.12, assertions (i) et (ii) que dimX = n.
(ii) Montrer queX est irŕeductible et que le corps des fractions de son algèbre affine est́egal au
corps des fractions de A(E). En d́eduireà nouveau que dimX = n.

4.3 La cat́egorieA f f K

La véritable manìere de d́ecider si deux courbes sont “essentiellement les mêmes”du point de
vue de la ǵeoḿetrie alǵebrique, c’est de d́efinir la notion d’isomorphisme ; et l’approche la plus
efficace pour cela, c’est de définir une cat́egorie des ensembles algébriques (dans le cadre de ce
cours : affines).

4.3.1 Morphismes

SoientE etF deuxK-espaces affines de dimensions respectivesn et p. Après choix de rep̀eres,
on peut les identifier respectivementà Kn et à Kp, et donc identifier A(E) à K[X1, . . . ,Xn] et A(F)
àK[X1, . . . ,Xp]. Il est naturel de dire qu’une applicationφ : Kn→ Kp estpolynomialesi elle est de
la forme :

φ = (Q1, . . . ,Qp), Q1, . . . ,Qp ∈ K[X1, . . . ,Xn].

Il est clair que cette d́efinition ne d́epend pas du choix des repères. On voit alors que les applica-
tions polynomiales admettent la caractérisation suivante :(

φ : E→ F est polynomiale
)
⇐⇒

(
∀ f ∈ A(F) , f ◦φ ∈ A(E)

)
.

Exercice 4.3.1Prouver cettéequivalence en supposant queE = Kn, F = Kp, A(E)= K[X1, . . . ,Xn]
et A(F) = K[X1, . . . ,Xp].

Il est tout aussi clair, siφ : E→ F est polynomiale, l’applicationf 7→ f ◦φ de A(F) dans A(E)
est un morphisme deK-algèbres. On noteφ∗ ce morphisme, et on l’appellecomorphisme deφ. On
définit ainsi une bijectionφ 7→ φ∗ de l’ensemble des applications polynomiales deE dansF sur
l’ensemble MorA lgK

(
A(F),A(E)

)
.
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Proposition 4.3.2 Soit φ : E→ F une application polynomiale.
(i) Soit Y := VF(J)⊂ F un fermé algébrique. Alors :

φ−1(Y) = VE
(
φ∗(J)

)
.

(ii) Soit X ⊂ E un fermé algébrique. Alors :

IF
(
φ(X)

)
= IF

(
φ(X)

)
= (φ∗)−1(IE(X)

)
.

Preuve. - (i) On a leséquivalences :

x∈ φ−1(Y)⇐⇒ φ(x) ∈Y⇐⇒∀ f ∈ J , f
(
φ(x)

)
= 0⇐⇒

∀ f ∈ J , φ∗( f )(x) = 0⇐⇒∀g∈ φ∗(J) , g(x) = 0⇐⇒ x∈ VF
(
φ∗(J)

)
.

(Noter cependant queφ∗(J) n’est en ǵeńeral pas un id́eal.)
(ii) On a leséquivalences :

f ∈ IF

(
φ(X)

)
⇐⇒∀y∈ φ(X) , f (y) = 0⇐⇒∀x∈ X , f

(
φ(x)

)
= 0⇐⇒

∀x∈ X , φ∗( f )(x) = 0⇐⇒ φ∗( f ) ∈ IE(X)⇐⇒ f ∈ (φ∗)−1(IE(X)
)
.

�

Corollaire 4.3.3 (i) Pour des fermés X ⊂ E, Y ⊂ F , l’inclusion φ(X) ⊂Y équivaut à l’inclusion
φ∗
(
IF(Y)

)
⊂ IE(X), et cette dernière à l’existence d’un diagramme commutatif :

A(F)
φ∗−−−−→ A(E)y y

A(Y) −−−−→ A(X)

dans lequel les flèches verticales sont les surjections canoniques.
(ii) L’application induite A(Y)→ A(X) est alors l’application f → f ◦φ.

Preuve. - (i) La premìereéquivalence d́ecoule imḿediatement de la proposition, la deuxième est
de l’algèbre standard puisque A(Y) = A(F)/IF(Y) et A(X) = A(E)/IE(X). (ii) est imḿediat.�

Nous dirons que l’applicationφ : X→Y estpolynomialesi c’est la restriction d’une application
polynomiale deE dansF . Du corollaire, on d́eduit une caractérisation plus intrins̀eque, que nous
prendrons donc comme définition.

Définition 4.3.4 (Cat́egorie des ensembles algébriques affines) (i) Soient X,Y des ensembles
algébriques. L’applicationφ : X→Y est dite polynomiale si elle induit une applicationφ∗ : f 7→
f ◦φ de A(Y) dans A(X). Le morphisme d’alg̀ebresφ∗ est appeĺecomorphismedeφ.
(ii) La cat́egorie A f f K des ensembles algébriques affines surK a pour objets les ensembles
algébriques affines et pour morphismes les applications polynomiales.
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Exemples 4.3.5(i) L’application i : x 7→ x−1 deK∗ dans lui-m̂eme est polynomiale. Pour le voir,
on identifieK∗ à V (1−XT) ⊂ K2 et l’on voit que le comorphisme dei est l’endomorphismei∗

de A(K∗) = K[X,T]/ < 1−XT > induit par l’endomorphismeX 7→ T,T 7→ X deK[X,T]. Noter
que cet endomorphisme envoie bien l’idéal< 1−XT > dans lui-m̂eme.
(ii) L’application A 7→ A−1 de GLn(K) dans lui-m̂eme est polynomiale. Pour le voir, on identi-
fie GLn(K) à V (1− T det) ⊂ Mn(K)×K. Le comorphisme est l’endomorphisme de l’algèbre
K[(Xi, j)1≤i, j≤n][T]/ < 1−T det(Xi, j) > obtenu par passage au quotient de l’endomorphisme :

Xi, j 7→ TKi, j , T 7→ det(Xi, j),

de l’algèbreK[(Xi, j)1≤i, j≤n][T], où Ki, j désigne le coefficient(i, j) de la transpośee de la comatrice
(Xi, j).

Exercice 4.3.6Dans l’exemple pŕećedent, v́erifier que l’endomorphisme de l’algèbreK[(Xi, j)1≤i, j≤n][T]
envoie bien l’id́eal< 1−T det(Xi, j) > dans lui-m̂eme.

Théorème 4.3.7Le foncteur contravariant X A(X), φ φ∗ de A f f K dans A lgK est pleinement
fidèle et admet pour image essentielle la catégorie des algèbres affines réduites.

Preuve. - C’est un ŕesuḿe de la discussion ci-dessus.�

Exemple 4.3.8Tout comme pour les espaces topologiques, un isomorphisme dansA f f K estipso
facto un morphisme bijectif, mais la réciproque est fausse. Ainsi, l’applicationt 7→ (t2, t3) de
K dansK2 est un morphisme injectif d’image la courbeΓ := V (Y2−X3), et ŕealise donc un
morphisme bijectif deK surΓ. Mais ces deux ensembles algébriques ne sont pas isomorphes, car
dans le cas contraire, leurs algèbres affinesK[T] etK[X,Y]/ < Y2−X3 > le seraient.

Exercice 4.3.9Démontrer que l’anneauK[X,Y]/ < Y2−X3 > est int̀egre, de corps des fractions
K(X)[Y] < Y2−X3 > ; mais qu’il n’est pas int́egralement clos, donc pas isomorpheàK[T].

4.3.2 Aspects topologiques

Proposition 4.3.10 Soit φ : X→Y un morphisme entre ensembles algébriques.
(i) Soit Y′ := VY(J)⊂ F un fermé algébrique. Alors :

φ−1(Y′) = VX
(
φ∗(J)

)
.

(ii) Soit X′ ⊂ X un fermé algébrique. Alors :

IY
(
φ(X′)

)
= IY

(
φ(X′)

)
= (φ∗)−1(IX(X′)

)
.

(iii) Le comorphisme φ∗ est injectif si, et seulement si, le morphisme φ est dominant.
(iv) Le comorphisme φ∗ est surjectif si, et seulement si, le morphisme φ est une immersion fermée,
c’est-à-dire un isomorphisme de X avec un fermé de Y.
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Preuve. - (i) et (ii) se d́emontrent exactement de la même que pour la proposition 4.3.2.
(iii) est une conśequence imḿediate de (ii) appliqúe àX′ := X.
(iv) se voit ainsi : la surjectivit́e du comorphismeφ∗ signifie qu’il se factorise par un isomorphisme
d’un quotient A(Y)/J avec A(X), donc queφ se factorise par un isomorphisme deX avec un ferḿe
VY(J).�

Corollaire 4.3.11 Tout morphisme est continu.

Exercice 4.3.12Montrer que les projections deX×Y sur X, Y sont des morphismes et que ce
sont des applications ouvertes.

Il n’y a aucune raison en géńeral pour que l’image d’un morphisme entre ensembles algébriques
soit un ouvert ou un ferḿe.

Exercice 4.3.13Donner des contre-exemples.

Cependant, Chevalley a démontŕe que cette image est “constructible” (voir [6]). Nous allons
prouver un th́eor̀eme plus faible mais non trivial, et qui nous sera extrêmement utile dans l’étude
des groupes alǵebriques.

Théorème 4.3.14Soit φ : X→Y un morphisme d’ensembles algébriques. Alors φ(X) contient un
ouvert dense de son adhérence φ(X).

Preuve. - On écrit X = X1∪ ·· ·∪Xk (composantes irréductibles). On a doncφ(X) = φ(X1)∪ ·· ·∪
φ(Xk), et, siUi ⊂ φ(Xi) est un ouvert dense deφ(Xi) pour i = 1, . . . ,k, alorsU := U1∪ ·· · ∪Uk ⊂
φ(X) est un ouvert dense deφ(X). Il suffit donc de d́emontrer le th́eor̀eme dans le cas d’un en-
semble irŕeductible.
Supposons donc d’embléeX irréductible. Quittèa remplacerY par l’ensemble alǵebriqueφ(X),
on peut m̂eme supposer que le morphismeφ est dominant. Ainsi, notantA := A(X) etB := A(Y),
on voit queA est int̀egre etφ∗ : B→A injectif. (DoncB est int̀egre, etY est irŕeductible, ce que l’on
peut aussi prouver par un argument topologique.) On ne perd rienà identifierB avec son image et
dire queB⊂ A. Comme ce sont deuxK-algèbres de type fini,A est elle-m̂eme uneB-algèbre de
type fini : il existe f1, . . . , fm∈ A tels queA = B[ f1, . . . , fm].
On va appliquer (et illustrer) la “dualité de Gelfand” (page 47). Si le pointx ∈ X correspond au
morphismeχ : A→ K, le point φ(x) ∈ Y correspond alors au morphismeχ ◦ φ∗ = χ|B : B→ K.
Ainsi, pour que le pointy∈Y correspondant au morphismeχ′ : B→ K soit dans l’imageφ(X), il
faut, et il suffit, queχ′ s’étende en un morphismeχ : A→ K.
D’après le lemme ci-dessous appliqué aveca := 1, il existeb∈ B\{0} tel que toutχ′ : B→ K tel
queχ′(b) 6= 0 s’étend en unχ : A→ K. Dans les termes ci-dessus, cela signifie queφ(X) contient
l’ouvert non videDY(b) = Y \VY(b). Ce dernier est dense puisqueY est irŕeductible.�

Lemme 4.3.15Soient B⊂A deux K-algèbres intègres et f1, . . . , fm∈A tels que A= B[ f1, . . . , fm].
Alors, pour tout a∈ A\{0}, il existe b∈ B\{0} tel que tout χ′ : B→ K tel que χ′(b) 6= 0 s’étend
en un χ : A→ K tel que χ(a) 6= 0.
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Preuve. - Par ŕecurrence, on peut se ramener au casm = 1. (C’est dans l’optique d’une telle
récurrence que le lemme fait intervenira, alors que dans son application on prenda = 1.) On
écrit doncA = B[T]/I , où l’id éalI deB[T] est premier. Par hypothèse d’injectivit́e deB→ A, on a
I ∩B = {0} et l’on est conduit̀a distinguer deux cas.
Premier cas : I= {0}. Dans ce cas,X s’identifie à Y×K et le morphismeφ à la premìere pro-
jection, qui est ouverte (proposition 4.2.17) ; l’image deDX(a) est donc un ouvert non vide, donc
contient un ouvert affine non trivialDY(b).
Deuxìeme cas : I=< P >, où P ∈ B[T] est unitaire non constant :P = Td + b1Td−1 + · · ·+ bd,
d ≥ 1. Notons f := T (mod P) ∈ A. L’ élémenta ∈ A est la classe moduloP d’un Q ∈ B[T].
Les morphismes deA dansK s’identifient aux morphismes deB dansK qui envoientP en 0,
donc aux paires(χ′, t) où χ′ : B→ K est un morphisme et où t ∈ K est racine du polyn̂ome
χ′(P) := Td + χ′(b1)Td−1 + · · ·+ χ′(bd). Étendre un morphismeχ′ : B→ K en un morphisme
χ : A→ K revient à choisirχ( f ) ∈ K qui soit racine deχ′(P) ∈ K[T]. C’est toujours possible
puisqueχ′(P) est non constant etK algébriquement clos. Comme nousétudions l’image dansY de
DX(a), il faut maintenant voir si l’on peut choisirt := χ( f ) tel queχ′(Q)(t) 6= 0, i.e.non racine de
χ′(Q). Mais le cas contraire signifie que toute racine deχ′(P) est racine deχ′(Q), autrement dit,

puisqueχ′(P) est de degŕe d, queχ′(P) divise
(
χ′(Q)

)d = χ′(Qd), autrement dit, que toutes les
images dansB des coefficients deQd sont dans Kerχ′. Lesχ′ qui ne peuvent pas se relever dans
DX(a) forment donc le ferḿe d’équations ces images, donc un fermé, et l’image deDX(a) est un
ouvert. (Il est́evident que ces touvert est non vide.)
Troisième cas : I6= {0}. NotonsL le corps des fractions deB. De l’égalit́e I ∩B = {0} on d́eduit
que IL[T] est un id́eal propre et non nul deL[T], donc de la forme< P >, où l’on peut prendre
P∈ B[T] ; et, par hypoth̀ese,P n’est pas constant. (En fait, on peut prendre pourP n’importe quel
polynôme non nul de degré minimal deI ∩B[T].) Soitc le coefficient dominant deP. On va poser
X′ := DX(c) etY′ := DY(c). L’applicationX→Y envoieX′ dansY′ et il suffit de voir que l’image
de DX′(a) = DX(a)∩X′ = DX(ac) dansY′ contient un ouvert non videDY′(b) = DY(b)∩Y′.
Mais l’algèbre affine deX′, resp. deY′ estA′ := Ac, resp.B′ := Bc, et l’on aA′ = B′[T]/ < I ′ >,
où I ′ := IB′[T] est principal, engendré par le polyn̂ome unitaireP′ := c−1P. On est donc ramené
au deuxìeme cas.�

Exercice 4.3.16Montrer topologiquement que siX est irŕeductible et siφ : X→Y est dominant,
alorsY est irŕeductible.

4.3.3 Produits d’ensembles alǵebriques

SoientE et F deux espaces affines etX ⊂ E, Y ⊂ F des ferḿes d’id́eaux respectifsI , J. En
appliquant les propriét́esénonćees page 27 (section 2.2.3), on voit que A(E×F)'A(E)⊗K A(F).
Pratiquement,∑ fi⊗gi ∈ A(E)⊗K A(F) s’interpr̀ete comme fonction surE×F par la formule :

∀(x,y) ∈ E×F ,
(
∑ fi⊗gi

)
(x,y) = ∑ fi(x)gi(y).

Exercice 4.3.17Soient respectivementπ1,π2 les projections deE×F surE,F . Vérifier que leurs
comorphismes sont respectivementf 7→ f ⊗1 etg 7→ 1⊗g.

Théorème 4.3.18Soient X ⊂ E et Y ⊂ V des fermés, d’idéaux respectifs I := IE(X) et J :=
IF(Y). Notons A := A(E) et B := A(F).
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(i) Le produit X×Y est un fermé de E×F et l’idéal de ce fermé est I ⊗B+ A⊗ J ⊂ A⊗B. (Ce
dernier est donc radiciel, ce qui ne se voit pas à l’oeil nu !)
(ii) L’algèbre affine de l’ensemble algébrique X×Y est :

A(X×Y) = A(X)⊗K A(Y).

Preuve. - D’après les propríet́es de la page 27, la seconde assertion découle de la première, sur
laquelle nous allons donc nous concentrer.
Il est évident queK := I ⊗B+ A⊗ J s’annule surX×Y, d’où l’inclusion K ⊂ IE×F(X×Y).
Pour d́emontrer l’inclusion ŕeciproque, on identifieE, F à Kn, Kp et doncA, B à K[X1, . . . ,Xn],
K[Y1, . . . ,Yp]. On introduit une base(Qi)i∈L du K-espace vectorielJ, un suppĺementaireJ′ de J
dans leK-espace vectorielK[Y1, . . . ,Yp], et une base(Qi)i∈L′ deJ′. Tout élément deA⊗B s’écrit
comme une sommef + f ′, où f = ∑

i∈L
Pi⊗Qi ∈ A⊗J et f ′ = ∑

i∈L′
Pi⊗Qi ∈ A⊗J′. Si notreélément

est nul surX×Y, alors f ′ aussi, et, pour toutx∈ X, la fonction ∑
i∈L′

Pi(x)Qi est nulle surY, donc

élément deJ : d’apr̀es le choix des bases, cela entraine que lesPi(x) sont nuls ; comme c’est vrai
pour toutx∈ X, lesPi sont dansI et f ′ ∈ I ⊗B.�

Corollaire 4.3.19 L’interprétation de ∑ fi ⊗ gi ∈ A(X)⊗K A(Y) comme fonction sur X×Y est
donnée par la formule :

∀(x,y) ∈ X×Y ,
(
∑ fi⊗gi

)
(x,y) = ∑ fi(x)gi(y).

La topologie sur un produit d’ensembles alǵebriques

Tout d’abord, ce n’est pas la topologie produit. Elle est aussi fine d’après le th́eor̀eme, mais
en ǵeńeral, elle est strictement plus fine. Par exemple, la diagonale deX×X est un ferḿe pour
la topologie de Zariski, mais ne l’est pour la topologie produit que siX est śepaŕe, ce qui est tr̀es
rare.

Exercice 4.3.20(i) Montrer que la diagonale deX×X en est un ferḿe de Zariski.
(ii) Quels ensembles algébriques sont śepaŕes ?

Proposition 4.3.21 (i) Le produit de deux irréductibles est irréductible.

(ii) Soient X =
kS

i=1
Xi et Y =

S̀
j=1

Yj des décompositions en composantes irréductibles. Alors X×Y =

k,S̀
i, j=1

Xi×Yj est une décomposition en composantes irréductibles.

Preuve. - (i) Si X×Y = Z1×Z2, on noteYi(x) := {y∈Y | (x,y) ∈ Zi} : doncY = Y1(x)∪Y2(x), ce
sont des ferḿes, etY = Y1(x) ouY = Y2(x). NotonsXi := {x∈ X |Y = Yi(x)}. Alors X = X1∪X2,
ce sont des ferḿes, d’òu X = X1 ouX = X2, d’où Z = Z1 ouZ = Z2.
(ii) découle de (i) puisque lesXi×Yj sont deux̀a deux non comparables pour l’inclusion.�

On d́emontre enfin la formule suivante, que nous admettrons (voir [6, 36]) :

dim(X×Y) = (dimX)+(dimY).
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Deuxième partie

La suite
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Chapitre 5

Groupes alǵebriques affines (th́eorie
élémentaire)

Dans sa version id́eale, la ǵeoḿetrie alǵebrique ńecessite le langage des “schémas”, voir par
exemple [25, 35, 16, 14]. Cependant, suivant l’exemple fondateur de Borel [6], ainsi que celui de
ses successeurs [18, 36], on prendra ici le point de vueélémentaire de la ǵeoḿetrie alǵebrique
affine sur un corps. Une introduction de niveau L3-M1 figure dans le chapitre correspondant du
livre [27] ; voir aussi (et surtout) [15].

Bien que tr̀es efficace, ce point de vue s’avèrera tropétriqúe lorsque nous introduirons des
groupes “proalǵebriques” au chapitre 7 : les propriét́es de “fid̀ele platitude” et les passagesà la
limite inductive dont nous aurons alors besoin ne s’expriment commodément que dans le lan-
gage des “sch́emas en groupes”, voir par exemple [11, 37] (dont on a d’ailleurs plagié certaines
démonstrations au paragraphe 7.2).

Pour pallier ces difficult́es, on introduira quelques outils plusélémentaires que les schémas
mais tout de m̂eme bien pratiques : point de vue fonctoriel au 5.1 ; algèbres de Hopf au 5.2 ; et l’on
compl̀etera cet attirail par un recoursà la “dualit́e de Gelfand” (page 47).

Pour justifier cette attitude, citonsin extensoJean Giraud, dans l’introductioǹa son cours de
“Géoḿetrie alǵebriqueélémentaire”, reproduit dans [15] :
Bien entendu, le manque d’un langage convenable est parfois gênant, mais beaucoup moins qu’on
ne pourrait le croire et le pari est que le lecteur vraiment gêńe est m̂ur pour assimiler le langage
de la ǵeoḿetrie alǵebrique, celui des schémas de Grothendieck bien sûr, et leséléments d’alg̀ebre
commutative ńecessaires pour cela.

5.1 Groupes dans une catégorie

5.1.1 Groupes et diagrammes

Un groupe peut̂etre d́efini comme un ensembleG muni d’une loi de composition interne
µ : G×G→ G, soumisèa certains axiomes. Le premier axiome est l’associativité, que l’on peut
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exprimer en disant que le diagramme suivant est commutatif :

(5.1.0.1)

G×G×G
µ×Id−−−−→ G×G

Id×µ

y yµ

G×G −−−−→
µ

G

À noter que les sources respectives deµ× Id et de Id×µdevraient̂etre(G×G)×G etG×(G×G) :
on pŕesuppose donc implicitement une identification de ces deux ensemblesàG×G×G.

Pour les axiomes concernant le neutre et l’inverse, qui comportent des quantificateurs exis-
tentiels, il est commode d’introduire des objets nouveaux dans la structure. Commençons par le
cas de l’́elément neutre. C’est une constante deG, que l’on d́ecide de repŕesenter par une appli-
cationε : {•} → G, où {•} désigne un singleton indétermińe. Le neutre 1G ∈ G est simplement
l’image ε(•) ∈ G. Le lecteur v́erifiera que la neutralité de 1G s’exprime par la commutativité des
diagrammes suivants, dans lesquels on a noté pr1, pr2 les projections d’un produit sur ses facteurs :

(5.1.0.2) G×{•} Id×ε //

pr1
%%KKKKKKKKKK

G×G

µ

��

{•}×G
ε×Idoo

pr2
yyssssssssss

G

On repŕesente enfin l’inverse par une applicationι : G→G telle que les diagrammes suivants
commutent :

(5.1.0.3) G
(Id,ι) //

•
��

G×G

µ

��

G
(ι,Id)oo

•
��

{•} ε
// G {•}ε

oo

On a not́e• l’application constanteG→{•}.

Remarque 5.1.1 Il est souvent commode de remplacer un axiome de la forme∀x , ∃y : R(x,y)
par l’introduction d’une fonctiony = f (x) telle que l’on ait∀x , R

(
x, f (x)

)
. Le quantificateur

existentiel a disparu de l’axiome. Ce procéd́e s’appelle (en logique)skolemisationen l’honneur
du logicien norv́egien Thoralf Skolem. Les mathématiciens l’emploient tout particulièrement en
théorie des catégories. Pour un axiome de la forme∃y : R(y), on introduira une constante, ou, ce
qui revient au m̂eme, une fonctiony = f (•) dépendant d’un argument constantx∈ {•} (la source
est un singleton arbitraire) ; l’axiome prend alors la formeR

(
f (•)

)
.

Si l’on veut exprimer que le groupe est commutatif, on notev : G×G→G la “volte” (x,y) 7→
(y,x) et l’on écrit le diagramme commutatif :

G×G
v //

µ
""FF

FF
FF

FF
F G×G

µ
||xx

xx
xx

xx
x

G

Exercice 5.1.2Vérifier que les diagrammes ci-dessus traduisent bien les axiomes qui définissent
un groupe, resp. un groupe commutatif.
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5.1.2 Objets en groupe

Pas question ici de faire la théorie ǵeńerale : nous renvoyons pour celaà [22, III.6]. Nous
supposerons la catégorieC munie de “produits” ; autrement dit,étant donńes deux objetsA1,A2

deC , il y a un objetA muni de deux morphismes “projections”pi : A→ Ai ; de sorte que l’on a,
pour tout objetB, une application :

f 7→ (p1◦ f , p2◦ f ),
HomC (B,A)→ HomC (B,A1)×HomC (B,A2).

La propríet́e caract́eristique du produit est que l’application ci-dessus est bijective. Le lecteur
prendra la peine de formuler cette définition sous forme de propriét́e universelle et aussi de vérifier
que tous les objets que nous avons nommés “produits” jusqu’ici en sont bien des cas particuliers.
Dans ce qui suit, nous supposons que deux objets quelconques admettent un produit1.

Remarque 5.1.3 Il est important de noter que les projections font partie intégrante de la notion
de produit : c’est le triplet(A, p1, p2) qui est un produit.

Exercice 5.1.4 (i) Démontrer l’unicit́e du produit̀a isomorphisme près : si(A, p1, p2) et(A′, p′1, p′2)
sont tous deux des produits deA1,A2, il existe un unique isomorphismef : A→ A′ tel que
pi = p′i ◦ f . On notera doŕenavantA1×A2 muni des projectionspri : A1×A2→ Ai “le” produit de
A1,A2.
(ii) Démontrer l’existence, pour des morphismes( f1, f2) de B versA1,A2 respectivement, d’un
unique morphismef deB versA1×A2 tel que fi = pri ◦ f . Nous noterons( f1, f2) ce morphisme.
(iii) Soient des morphismesfi : Ai → A′i . Démontrer l’existence, d’un unique morphismef de
A1×A2 dansA′1×A′2 tel que fi ◦ pri = pr′i ◦ f . Nous noteronsf1× f2 ce morphisme.
(iv) Démontrer l’existence d’un isomorphisme “canonique” (ce que l’on précisera) :

(A1×A2)×A3→ A1× (A2×A3).

On pourra donc utiliser la notationA1×A2×A3.

On peut directement traduire la notion de loi de composition interne associative : on se donne
un objetA deC et un morphismeµ deA×A dansA tel que le diagramme suivant soit commutatif :

A×A×A
µ×Id−−−−→ A×A

Id×µ

y yµ

A×A −−−−→
µ

A

Pour parler de neutre, il faut un substitut au singleton{•}. La propríet́e la plus caractéristique
de l’ensemble{•} est que, quelque soit l’ensembleE, il y a une et une seule application deE
dans{•}. Plus ǵeńeralement, dans une catégorieC , on appellera(objet) terminalun objetA tel
que, pour tout objetB, l’ensemble HomC (B,A) ait un et un seuĺelément. De m̂eme que, dans les
diagrammes pŕećedents, le choix du singleton arbitraire{•} n’avait pas d’importance, de m̂eme le
choix d’un terminal n’a pas d’importance en vertu du principe suivant.

1Cela ne va pas de soi ; par exemple, il n’y a pas de produit dans la catégorie des corps commutatifs.
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Exercice 5.1.5SoientA,A′ deux terminaux. Montrer qu’il existe un unique isomorphisme deA
dansA′.

On suppose donc que• est un terminal deC et l’on appelle neutre deA un morphismeε : •→A
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

A×• Id×ε //

pr1
$$III

III
II

II
A×A

µ

��

•×A
ε×Idoo

pr2
zzuuu

uuu
uuu

u

A

De même, on appelle inverse deA (ou, plus proprement, inversion surA) un morphismeι : A→ A
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

A
(Id,ι)//

•
��

A×A

µ

��

A
(ι,Id)oo

•
��

• ε
// A •ε

oo

On a abusivement noté • l’unique morphisme deA dans•. Enfin, on dit que la loiµ sur l’objetA
est commutative si l’on a le diagramme commutatif suivant :

A×A
v //

µ
""EEEEEEEE A×A

µ
||yyyyyyyy

A

La voltev : A×A→ A×A est simplement le morphisme(pr2, pr1).

On voit maintenant clairement ce qu’est un “groupe (éventuellement commutatif) dansC ” ; on
parleégalement d’objet en groupe. Par exemple, un groupe dans la catégorie des espaces topolo-
giques est tout simplement un groupe topologique. La notion de groupe de Lie estégalement un
exemple de cette construction.

Exercice 5.1.6Qu’est-ce qu’un groupe dans la catégorie des groupes ? (Attention : il y a vraiment
une ŕeponse sensée et non tautologique !)

Exercice 5.1.7Soit µ : A×A→ A une loi de composition sur l’objetA de C . Elle d́efinit donc,
pour tout objetB, une application :

µB : HomC (B,A)×HomC (B,A)→ HomC (B,A),
( f ,g) 7→ µ◦ ( f ,g).

Démontrer que, pour queµ fasse deA un objet en groupe, il faut, et il suffit, que chaqueµB fasse
de HomC (B,A) un groupe.
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5.1.3 Groupes alǵebriques affines

Un groupe alǵebrique affine est simplement un ensemble algébrique affine qui est un groupe,
avec compatibilit́e des deux structures : la multiplication et l’inversion sont des morphismes d’en-
sembles alǵebriques affines (pour l’application neutre, qui est constante, c’est automatique). Cette
définition estéquivalentèa la suivante :

Définition 5.1.8 Un groupe alǵebrique affinesur le corps commutatifK est un groupe dans la
cat́egorieA f f K des ensembles algébriques affines surK ; autrement dit, c’est un ensemble algébrique
affineG surK muni d’un morphismeµ : G×G→G, d’un morphismeι : G→G et d’unélément
1G∈G, qui d́efinit un morphisme constantε : {•}→G, de telle sorte que les diagrammes (5.1.0.1),
(5.1.0.2) et (5.1.0.3) soient commutatifs.

Cette d́efinition est justifíee parce que nous avons défini au paragraphe 4.3.3 le produit dans
A f f K , lequel est bien un produit au sens du paragraphe préćedent ; et parce qu’il estévident que
tout singleton{•} admet une unique structure d’espace affine (trivial) surK, donc d́efinit un objet
de A f f K , lequel est terminal au sens du paragraphe préćedent. On notera en géńeral xy et x−1

plutôt queµ(x,y) et ι(x).

Si H est un sous-groupe du groupe algébrique affineG qui est ferḿe pour la topologie de
Zariski, c’est un ensemble algébrique et ses applications de multiplication et d’inversion sont des
morphismes, comme restrictions de morphismes. C’est donc un groupe algébrique affine.

Définition 5.1.9 Un sous-groupe alǵebrique (affine)du groupe alǵebrique affineG est un sous-
groupe ferḿeH muni des structures induites (de groupe et d’ensemble algébrique).

Remarque 5.1.10On a vu en 4.3.2 que tout morphisme d’ensembles algébriques est continu
(pour les topologies de Zariski). On pourrait en déduire que tout groupe algébrique est un groupe
topologique,i.e.dans lequel la multiplication et l’inversion sont des applications continues. Il faut
toutefois prendre garde que, dans cette définition d’un groupe topologique, lorsque l’on impose la
continuit́e de la multiplicationµ : G×G→G, la sourceG×G est munie de la topologie produit ;
or la topologie de Zariski sur l’ensemble algébriqueG×G n’est pas le produit des topologies de
Zariski. En fait, il y a une manière simple de se rendre compte qu’un groupe algébrique n’est pas
un groupe topologique : ses singletons sont fermés, et il n’est pourtant pas sépaŕe (sauf exception).

Cependant, le très utile ŕesultat suivant est valable :

Proposition 5.1.11 Soit G un groupe algébrique affine.
(i) Soit a ∈ G. Alors la translation à gauche x 7→ ax et la translation à droite x 7→ xa sont des
homéomorphismes de G dans lui-même.
(ii) Soit H un sous-groupe arbitraire de G. Alors l’adhérence de Zariski H est un sous-groupe de
G. En particulier, c’est un sous-groupe algébrique.

Preuve. - (i) L’applicationx 7→ axest un morphisme donc continue, et son inverse est l’application
x 7→ a−1x ; même argument pour l’applicationx 7→ xa.
(ii) L’application x 7→ ax est continue et, sia ∈ H, elle envoieH dans lui-m̂eme, doncH dans
lui-même : on a doncHH ⊂ H. Ainsi, l’application continuex 7→ xaaveca∈ H envoieH dansH
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doncH dans lui-m̂eme ; ce dernier est donc stable pour la multiplication. La stabilité pour l’inver-
sion se prouve de façon similaire.�

Exercice 5.1.12Démontrer la stabilit́e deH pour l’inversion.

5.2 Algèbres de Hopf commutatives ŕeduites

Selon le th́eor̀eme 4.3.7, la catégorieA f f K des ensembles algébriques surK estantiéquivalente
(paragraphe 2.1.3)à celle des alg̀ebres affines réduites. D’apr̀es le 4.3.3, dans cette antiéquivalence,
se correspondent le produit des ensembles algébriques dansA f f K et le produit tensoriel des
algèbres affines (réduites).

Soient doncG un ensemble alǵebrique etA son alg̀ebre affine. Nous pouvons traduire les
axiomes des groupes algébriques en termes de propriét́es deA. Il suffit de remplacer les mor-
phismes dansA f f K par leurs comorphismes et de renverser le sens des flèches dans les dia-
grammes commutatifs (le foncteurG A étant contravariant). L’existence d’une loi de composi-
tion µ surG, d’un neutreε : {•}→G, d’une inversionι : G→G, se traduisent respectivement par
l’existence de morphismes d’algèbres :

∆ := µ∗ : A→ A⊗K A,

e := ε∗ : A→ K,

i := ι∗ : A→ A.

Pour des raisonśevidentes, nous appelleronscomultiplicationle morphisme∆. En revanche, le
morphisme de “cöunité” e est plut̂ot appeĺe augmentationet le morphisme de “coı̈nversion” i
antipode. Il sera utile de d́ecrire leur effet concret. Tout d’abord, si l’on notex.y := µ(x,y) la
multiplication dansG, on a la relation suivante avec∆ :

∆( f ) = ∑ fi⊗gi ⇐⇒∀x,y∈G , f (xy) = ∑ fi(x)gi(y).

Si l’on note 1G le neutre deG, image de l’application constanteε, le comorphismee= ε∗ : A→ K
n’est autre que le morphisme deK-algèbresf 7→ f (1G) :

∀ f ∈ A , e( f ) = f (1G).

Enfin, si l’on notex−1 l’inverse dans le groupeG :

i( f ) = g⇐⇒∀x∈G , g(x) = f (x−1).

Les diagrammes commutatifs qui font deG un groupe se traduisent comme suit. Il y a d’abord
la coassociativit́e :

A
∆⊗K Id−−−−→ A⊗K A

Id⊗K∆
y y∆

A⊗K A −−−−→
∆

A⊗K A⊗K A
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Il n’est pas tr̀es facile (principalement̀a cause des notations) de traduire concrètement la commu-
tativité de ce diagramme. Pour ce faire, on utilise parfois lanotation de Sweedler:

∆( f ) = ∑
( f )

f1⊗ f2.

Avec cette convention, on a alors :

(∆⊗K Id)◦∆( f ) = ∑
( f )

f1,1⊗ f1,2⊗ f2 = ∑
( f )

f1⊗ f2,1⊗ f2,2 = (Id⊗K ∆)◦∆( f ).

On peut alors alĺeger la notation et d́esigner cet́elément deA⊗K A⊗K A comme suit :

(∆⊗K Id)◦∆( f ) = (Id⊗K ∆)◦∆( f ) =: ∑
( f )

f1⊗ f2⊗ f3.

La coneutralit́e deese traduit par le diagramme commutatif suivant :

A
i1

yysssssssssss
i2

%%KKKKKKKKKKK

∆
��

A⊗K K A⊗K A
Id⊗Ke
oo

e⊗K Id
// K⊗K A

Ici, i1, i2 sont les comorphismes respectifs depr1, pr2, définis pari1( f ) = f ⊗ 1, i2( f ) = 1⊗ f .
Grâce aux identifications canoniquesA⊗K K ' K⊗K A' A et f ⊗1 = 1⊗ f = f , on peut traduire
la commutativit́e du diagramme concrètement comme suit :

∆( f ) = ∑ fi⊗gi =⇒∀x∈G , f (x) = ∑ fi(x)gi(1G) = ∑ fi(1G)gi(x).

Enfin, la propríet́e caract́eristique de l’antipode (traduisant celle de l’inverse dansG) s’exprime
par la commutativit́e du diagramme :

K

��

A

∆
��

e //eoo K

��
A A⊗K A

m◦(ι⊗K Id)oo m◦(Id⊗K ι) // A

On a not́em : A⊗K A→ A la multiplication dans l’alg̀ebreA. Les fl̀eches verticalesK→ A sont les
inclusions canoniques. La commutativité du diagramme ci-dessus admet la traduction concrète :

∆( f ) = ∑ fi⊗gi =⇒∀x∈G , f (1G) = ∑ fi(x)⊗gi(x−1) = ∑ fi(x−1)⊗gi(x).

Une K-algèbreA, non ńecessairement commutative ni réduite, munie d’une comultiplica-
tion ∆, d’une augmentatione et d’une antipodei vérifiant les diagrammes commutatifs ci-dessus
est appeĺee unealgèbre de Hopf2. Nous avons donc obtenu une correspondance entre groupes
algébriques affines et algèbres de Hopf commutatives réduites. (Pour en faire une antiéquivalence
de cat́egories, il faudra attendre d’avoir défini des morphismes,cf. 5.4.)

2les alg̀ebres de Hopf non ńecessairement commutatives interviennent en particulier en topologie algébrique (òu
elles sont apparues), en géoḿetrie non commutative et dans la théorie des groupes quantiques.
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Signalons enfin le diagramme d’algèbres affines dont la commutativité traduit le fait que le
groupe alǵebriqueG est commutatif :

A
∆

##FF
FF

FF
FF

F
∆

{{xx
xx

xx
xx

x

A⊗K A v∗ // A⊗K A

On a encore utiliśe une “volte”v∗ : x⊗ y 7→ y⊗ x. Une alg̀ebre de Hopf v́erifiant cette condition
est ditecocommutative.

Exercice 5.2.1 (i) Traduire le fait que leK-espace vectorielA est uneK-algèbre par l’existence
d’applications lińeairesm : A⊗K A→ A et u : K→ A. L’associativit́e et la neutralit́e deu(1) s’ex-
priment par des diagrammes commutatifs.
(ii) Traduire le fait que l’applicationK-linéaire f : (A,m,u)→ (A′,m′,u′) est un morphisme de
K-algèbres par des diagrammes commutatifs où interviennentf ,m,m′,u,u′.
(iii) Appliquer ces diagrammes au cas de∆,e, i.

5.3 Groupes alǵebriques linéaires

Proposition 5.3.1 Le goupe GLn(K) est un groupe algébrique affine.

Preuve. - C’est en tant qu’ouvert affine de Matn(K) (voir la fin du paragraphe 4.2.3, en particulier
le deuxìeme des exemples 4.2.18 page 50) que GLn(K) est un ensemble algébrique affine. Son
algèbre affine est donc :

A := A
(
GLn(K)

)
= K[(Xi, j)1≤i, j≤n]

[
1

det(Xi, j)

]
= K[(Xi, j)1≤i, j≤n][T]/ < 1−T det(Xi, j) > .

Autrement dit, GLn(K) est vu comme le ferḿe de l’espace vectorielE := Matn(K)×K défini par
l’id éal I :=< 1−T det(Xi, j) > deB := A(E) = K[(Xi, j)1≤i, j≤n][T]. On va d’abord d́ecrire une loi
de composition surE qui induit celle de GLn(K) ; cette loi est donńee par la formule :

(M′, t ′)(M′′, t ′′) := (M′M′′, t ′t ′′).

(Il est bien clair qu’elle induit la loiµ de GLn(K) !) En tant qu’application deE×E dansE,
c’est un morphisme d’ensembles algébriques ; pour d́ecrire son comorphisme, on convient que
B⊗K B = K[(X′i, j ,X

′′
i, j)1≤i, j≤n][T ′,T ′′] et l’on a :

Xi, j 7→
n

∑
k=1

X′i,kX
′′
k, j ,

T 7→ T ′T ′′.

L’image de 1−T det(Xi, j) par cette application est :

1−T ′T ′′det(X′i, j)det(X′′i, j) =
(
1−T ′det(X′i, j)

)
+T ′det(X′i, j)

(
1−T ′′det(X′′i, j)

)
.

L’id éalI est donc envoýe dansI ⊗K B+B⊗K I et le comorphisme passe au quotient en :

∆ : (B/I)→ (B/I)⊗K (B/I), c’est-̀a-dire∆ : A→ A⊗K A.

64



L’application constanteε de valeurIn ∈ Matn(K) est évidemment un morphisme d’ensembles
algébriques. Son comorphisme est défini parXi, j 7→ δi, j , T 7→ 1, qui envoieI dans{0}, donc passe
au quotient en une augmentatione : A = B/I → K. Il resteà voir que l’application d’inversion
ι : M→M−1 est un morphisme de l’ensemble algébrique GLn(K) dans lui-m̂eme. C’est essentiel-
lement d̂u à l’égalit́e :

M−1 =
1

detM
tcom(M)

(transpośee de la comatrice), et au fait que la fonction
1

detM
est ici polynomiale : c’est le rôle de

la coordonńeeT. Plus pŕeciśement, on noteraPi, j les coefficients detcom(M) consid́eŕes comme
polynômes en les coefficients deM, i.e. commeéléments deK[(Xi, j)1≤i, j≤n]. On a alors un mor-
phisme deE dansE :

(M, t) 7→
(
t tcom(M),detM

)
,

de comorphisme :

Xi, j 7→ TPi, j ,

T 7→ det(Xi, j).

L’image de 1−T det(Xi, j) par cette application est 1−Tndetn(Xi, j) (exercice amusant) ; elle en-
voie doncI dansI et passe au quotient en une antipodei : A→ A, dont il est facile de v́erifier que
c’est bien le comorphisme de l’application d’inversionι.�

Définition 5.3.2 On appellegroupe alǵebrique lińeaireun sous-groupe ferḿe de GLn(K).

Corollaire 5.3.3 Tout groupe algébrique linéaire est un groupe algébrique affine.

Preuve. - En effet, multiplication et inversion dans ce sous-groupe sont induits par ceux de GLn(K),
donc sont des morphismes d’ensembles algébriques (car induits sur un fermé alǵebrique par des
itou).�

Nous verrons au 5.6 que réciproquementtout groupe alǵebrique affine est un groupe algébrique
linéaire.

Exemples 5.3.4 1. Le groupe sṕecial linéaire SLn(K), le groupe des matrices triangulaires
suṕerieures inversibles, son sous-groupe formé des matrices unipotentes, le groupe des ma-
trices diagonales inversibles sont des sous-groupes fermés de GLn(K), donc des groupes
algébriques lińeaires.

2. Le groupe orthogonal d’une forme quadratique est un groupe algébrique lińeaire ; mais le
groupe unitaire surC ne l’est pas, car ce n’est pas un ensemble algébrique : m̂eme pour
n = 1 la conditionzz= 1 ne d́efinit pas un ferḿe alǵebrique deC∗.

3. Legroupe multiplicatif Gm := GL1(K), autrement dit,K∗ est un groupe alǵebrique lińeaire.

4. Le groupe additif Ga := (K,+) estévidemment un groupe algébrique affine, d’alg̀ebre de
Hopf K[X]. ComultiplicationX 7→ X′+X′′ ; augmentationX 7→ 0 ; antipodeX 7→ −X. C’est
même un groupe alǵebrique lińeaire, car il est isomorphe (comme groupe et comme en-
semble alǵebrique) au groupe des matrices triangulaires supérieures unipotentes de GL2(K),
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l’isomorphismeétant d́efini par la formule :a 7→
(

1 a
0 1

)
. (La notion d’isomorphisme sera

préciśeeà la section suivante.)

Exercice 5.3.5Parmi les exemples ci-dessus, lesquels sont des fermés de Matn(K) ? Quelles sont
leurs dimensions ?

5.4 Morphismes de groupes alǵebriques affines

Définition 5.4.1 SoientG,G′ deux groupes alǵebriques affines surK. Un morphisme de groupes
algébriques affinesdeG dansG′ est une applicationφ : G→G′ qui està la fois un morphisme de
groupes et un morphisme d’ensembles algébriques.

Il s’agit donc d’un morphisme dansA f f K qui est compatible avec les lois de groupesµ,µ′,
autrement dit, tel que :

∀x,y∈G , φ
(
µ(x,y)

)
= µ′

(
φ(x),φ(y)

)
.

Cette relation se traduit par la commutativité du diagramme suivant :

G×G
φ×φ−−−−→ G′×G′

µ
y yµ′

G −−−−→
φ

G′

En passant aux algèbres affinesA,A′ deG,G′, cela s’exprime par la compatibilité du comorphisme
φ∗ avec les comultiplications∆,∆′, sous la forme du diagramme commutatif suivant :

A′
φ∗−−−−→ A

∆′
y y∆

A′⊗K A′ −−−−→
φ∗⊗φ∗

A⊗K A

Si l’on appellemorphisme d’alg̀ebres de Hopfun morphisme d’alg̀ebresψ : A→ A′ tel que de
plus ∆ ◦ψ = (ψ⊗ψ) ◦∆′, on voit que l’on a obtenu uneantiéquivalence entre la catégorie des
groupes alǵebriques affines et la catégorie des alg̀ebres de Hopf commutatives réduites.

Exercice 5.4.2Vérifier que l’application contragrédienteA 7→ tA−1 est un automorphisme de
GLn(K).

Remarque 5.4.3 Il ne va pas de soi qu’un morphisme bijectif entre groupes algébriques affines
soit un isomorphisme (c’est-à-dire un morphisme dont l’inverse est un morphisme). C’est faux
en caract́eristiquep > 0 comme le montre l’exemple de l’endomorphisme de Frobeniusx 7→ xp

de (K,+) (ici K est alǵebriquement clos de caractéristiquep). Mais c’est vrai en caractéristique
nulle, bien que loin d’̂etreévident : cela d́ecoule en effet des propriét́es duquotientd’un groupe
algébriqueG par un sous-groupe ferḿe invariant (cf. [6]). Nous admettrons ce fait dans les rares
cas òu nous en aurons besoin, en signalant les résultats qui en d́ependent.
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On a vu au 4.3.2 que la structure topologique de l’image d’un morphisme d’ensembles algébriques
n’est en ǵeńeral pas simple. Dans le cas des groupes algébriques, la situation est bien meilleure.

Théorème 5.4.4L’image d’un morphisme de groupes algébriques affines est fermée.

Preuve. - Soitφ : G→G′ ce morphisme. Selon le théor̀eme 4.3.14,φ(G) contient un ensemble ou-
vert dense dansφ(G). Commeφ(G) est un sous-groupe deG′, la conclusion d́ecoule imḿediatement
du lemme suivant.�

Lemme 5.4.5 Soient H un groupe algébrique affine et H ′ un sous-groupe quelconque.
(i) L’adhérence de Zariski H ′ est un sous-groupe fermé de H.
(ii) Si H ′ contient un ouvert non vide de H ′, il est fermé : H ′ = H ′.

Preuve. - (i) a déjà ét́e d́emontŕe (proposition 5.1.11).
(ii) Soit U ⊂ H ′ un ouvert non vide deH ′. De la simple inclusionU ⊂ H ′ et du fait queU est non
vide, on d́eduit la relation :

H ′ =
[
h∈H

hU,

d’où il s’ensuit queH ′ est ouvert dansH ′. Il y a alors deux manières d’achever la d́emonstration.
Le groupeH ′ est ŕeunion disjointe des classesà gauche selon son sous-groupeH ′, leshH′ avec
h∈H ′, qui sont des ouverts, donc des fermés (car chacun est le complémentaire de la réunion des
autres). Ainsi,H ′ est ferḿe dansH ′, donc ferḿe.
Variante du raisonnement : une fois que l’on sait queH ′ est ouvert dansH ′, tous leshH′ avec
h∈ H ′ le sont, et ils sont denses ; donc chaquehH′ avech∈ H ′ rencontreH ′, ce qui entraine que
h∈ H ′.�

Corollaire 5.4.6 Tout morphisme G→ G′ de groupes algébriques affines se décompose en un
morphisme surjectif G→ H et une immersion fermée H→G′ (de groupes algébriques affines).

Rappelons (proposition 4.3.10) qu’une immersion ferméeH →G′ est un isomorphisme deH
avec un ferḿe deG′ (ici, un sous-groupe ferḿe).

Si maintenant nous admettons que tout morphisme bijectif est un isomorphisme (remarque
5.4.3), nous obtenons :

Corollaire 5.4.7 En caractéristique nulle, tout morphisme injectif de groupes algébriques affines
est une immersion fermée.

Exercice 5.4.8 (i) Vérifier que l’applicationa 7→
(

1 a
0 1

)
est un morphisme du groupe algébrique

affine(K,+) dans le groupe lińeaire GL2(K), et que c’est une immersion fermée.
(ii) Utiliser ce morphisme pour d́eterminer l’adh́erence de Zariski du sous-groupe de GL2(K)

engendŕe par la matrice

(
1 1
0 1

)
.
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5.5 Action (ou oṕeration) d’un groupe algébrique affine sur un en-
semble alǵebrique affine

5.5.1 Vocabulaire

Définition 5.5.1 SoientG un groupe alǵebrique affine etX un ensemble alǵebrique affine. Une
actionou opérationdeG surX est un morphisme d’ensembles algébriquesa : G×X→ X qui est
de plus une action de groupe, autrement dit, tel que, notantg.x := a(g,x), on ait :

∀g,g′ ∈G , ∀x∈ X , g′.(g.x) = (g′g).x et∀x∈ X , 1G.x = x.

Ces deux r̀egles se traduisent par les diagrammes commutatifs suivants :

G×G×X

Id×a
��

µ×Id // G×X

a
��

•×X
ε×Idoo

pr2

vvmmmmmmmmmmmmmm

G×X a
// X

LestranslationsdeX (pour cette action) sont alors lesτg : x 7→ g.x (donc, des automorphismes
de l’ensemble alǵebriqueX).

Une application orbiteest une applicationax : g 7→ g.x (donc un morphisme d’ensembles
algébriques deG dansX), et l’orbite de xest son imageG(x) := Im ax = {g.x | g∈G} ⊂ X.

Exercice 5.5.2Pourquoi les translations sont-elles des automorphismes deX ?

Exemples 5.5.3 1. Le groupeGopère sur lui-m̂eme par automorphismes intérieurs : ici,a(g,h) :=
ghg−1. Les orbites sont les classes de conjugaison.

2. Le groupe GLn(K) opère sur Matn(K) par conjugaison.

Exercice 5.5.4Dans ce dernier cas, quelles sont les orbites fermées ? (Voir par exemple [23, 24].)

5.5.2 Approche topologique

On suppose donnée une actiona du groupe alǵebrique affineG sur l’ensemble alǵebrique
affineX.

Proposition 5.5.5 Soient M,N⊂ X. Notons :

TransG(M,N) := {g∈G | g.M ⊂ N} ⊂G.

(i) On a TransG(M,N)⊂ TransG(M,N).
(ii) Si N est fermé dans X, il y a égalité et TransG(M,N) est fermé dans G.

Preuve. - (i) Soit g∈ TransG(M,N). De l’inclusiong.M ⊂ N et de la continuit́e des translations
(ce sont des morphismes), on déduit :

g.M = g.M ⊂ N.
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(ii) On a évidemmentTransG(M,N)⊂ TransG(M,N) sans condition, du simple fait queM ⊂M.
Si N est ferḿe, c’est l’inclusion ŕeciproque de la préćedente. De plus, dans ce cas :

TransG(M,N) =
\

x∈M

a−1
x (N)

est une intersection de fermés (chaque morphismeax étant continue) donc un ferḿe.�

Exemples 5.5.6 1. Tout stabilisateurGx := TransG({x},{x}) est un sous-groupe fermé deG.

2. Dans le cas de l’action deG sur lui-même par automorphismes intérieurs, on en d́eduit que
chaquecentralisateur ZG(h) := {g∈G | gh= hg} est ferḿe dansG.

La nature topologique des orbites est plus délicateà élucider.

Lemme 5.5.7 Soient F un fermé non vide d’un ensemble algébrique X et U un ouvert dense de
F . Alors dim(F \U) < dimF .

Preuve. - SoientF1, . . . ,Fk les composantes irréductibles deF . L’hypothèse de densité surF en-
traine que chaqueU ∩Fi est non vide (sinonU serait inclus dans l’union des autresFj , qui est
un ferḿe strictement inclus dansF). Ainsi, Fi \U est un ferḿe strictement inclus dansFi , donc
de dimension dim(Fi \U) < dimFi (par d́efinition de la dimension de Krull). CommeF \U est la
réunion desFi \U , sa dimension est< dimF (assertion (iii) de la proposition 4.2.8).�

Théorème 5.5.8(i) Toute orbite G(x) est un ouvert dense de son adhérence.
(ii) La frontière d’une orbite :

∂G(x) := G(x)\G(x)

est une réunion d’orbites de dimensions < dimG(x).

Preuve. - (i) D’après le th́eor̀eme 4.3.14, on sait queG(x) contient un ouvert non videU de son
adh́erence. Le raisonnement est alors semblableà celui utiliśe lors de la d́emonstration du lemme
5.4.5 : par stabilit́e de l’orbite sous l’action deG, on aG(x) =

S
g∈G

g.U , etG(x) est bien un ouvert

deG(x) ; la densit́e va de soi.
(ii) L’adhérenceG(x) estG-stable par continuité, donc la frontìere∂G(x) = G(x) \G(x) aussi, et
elle est donc ŕeunion d’orbites. Ces dernières sont de dimensions< dimG(x) en vertu du lemme
ci-dessus.�

Corollaire 5.5.9 Il y a des orbites fermées.

Preuve. - Il suffit de choisirG(x) de dimension minimale, car alors∂G(x) est vide.�

Exercice 5.5.10(i) Démontrer que toute suite décroissante de ferḿes d’un ensemble algébrique
est stationnaire. (Invoquer la noetherianité de l’alg̀ebre affine.)
(ii) En déduire une nouvelle d́emonstration de l’existence d’orbites fermées qui ne fasse pas inter-
venir la dimension.
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5.5.3 Approche alǵebrique : la coaction

Du morphismea : G×X→ X (action deG surX) on d́eduit lacoaction, c’est-̀a-dire le comor-
phismea∗ : A(X)→ A(G)⊗A(X). On peut caractériser ce dernier comme suit. Soientf ∈ A(X)
eta∗ f = ∑ui⊗ fi ∈ A(G)⊗A(X). Alors :

∀g∈G , ∀x∈ X , f (g.x) = a∗ f (g,x) = ∑ui(g)⊗ fi(x).

Exercice 5.5.11Vérifier le “coaxiome” de l’axiomeg′.(g.x) = (g′g).x :

(Id⊗a∗)◦a∗ = (∆◦ Id)◦a∗

Énoncer et v́erifier le coaxiome de l’axiome 1G.x = x.

On va faire agir lińeairementG sur l’espace vectoriel A(X). En vue d’obtenir une actioǹa
gauche(ce qui est l’usage le plus répandu), on pose :

∀g∈G , ∀ f ∈ A(X) , g. f := f ◦ τ−1
g i.e. ∀x∈ X , g. f (x) := f (g−1x).

(Il s’agit d’un analogue de la contragrédiente rencontrée dans l’exercice 5.4.2.) On vérifie facile-
ment que 1G. f = f et g′.(g. f ) = (g′g). f . Pour toutg∈ G, l’application f 7→ g. f est un automor-
phisme lińeaire de A(X). On a bien une représentation lińeaire deG, mais dimension infinie. Nous
allons pallier cet inconv́enient.

Proposition 5.5.12 La représentation linéaire de G dans A(X) ainsi obtenue est localement finie,
autrement dit, tout sous-espace de dimension finie de A(X) est inclus dans un sous-espace G-stable
et de dimension finie.

Preuve. - De la relationφ(E +F)⊂ φ(E)+φ(F), valable pour deux sous-espaces et un endomor-
phisme arbitraires, on déduit que la somme de deux sous-espacesG-stables de dimension finie de
A(X) est elle-m̂eme un sous-espaceG-stable de dimension finie. Il suffit donc de voir que tout
élément de A(X) est inclus dans un sous-espaceG-stable de dimension finie.
Soit doncf ∈A(X) et notonsa∗ f = ∑ui⊗ fi , qui est bien entendu une somme finie. De la formule
vue plus haut, on tire :

(5.5.12.1) g. f = ∑ui(g−1) fi .

Ainsi, le sous-espace deE de A(X) engendŕe par tous lesg. f , où g parcourtG, est inclus dans le
sous-espace engendré par lesfi : il est donc de dimension finie. MaisE estégalementG-stable par
construction.�

On peut formuler la proposition en disant que la représentation deG dans A(X) est limite
inductive de repŕesentations de dimension finie.

Exemple 5.5.13Fixons un vecteur(a1, . . . ,an) ∈ Kn. Le groupe additifGa := (K,+), d’algèbre
affine A(G) = K[T], agit sur l’espaceX := Kn, d’algèbre affine A(X) = K[X1, . . . ,Xn], par transla-
tions de vecteurst(a1, . . . ,an) (où t ∈K). La coaction est le morphismeK[X1, . . . ,Xn]→K[X1, . . . ,Xn][T]
défini par :

P(X1, . . . ,Xn) 7→ P(X1 +a1T, . . . ,Xn +a1T).

L’orbite deP∈ K[X1, . . . ,Xn] sous cette action est l’ensemble des polynômes de la formeP(X1 +
a1t, . . . ,Xn +a1t), où t ∈ K. D’après la formule de Taylor, cette orbite est incluse dans l’espaceE
engendŕe par les d́erivées partielles deP, et celui-ci est stable et de dimension finie.
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Exercice 5.5.14(i) Dans l’exemple, l’orbite deP est-elleE ?
(ii) L’exemple n’est valable qu’en caractéristique nulle, puisqu’il fait appelà la formule de Taylor.
Comment l’adapter en caractéristique positive ?

La (subtile) proposition suivante sera utile plus tard.

Proposition 5.5.15 Pour que le sous-espace vectoriel F de A(X) soit G-stable, il faut, et il suffit,
que l’on ait l’inclusion

a∗F ⊂ A(G)⊗F.

Preuve. - Supposons d’abord queF estG-stable. Soit( fi) une base deF que l’on compl̀ete en
une base de A(X) en la juxtaposant avec une famille libre( f ′j) (laquelle est donc une base d’un
suppĺementaireF ′ deF dans A(X)). Pour toutf ∈ F , on peut́ecrire :

a∗ f = ∑ui⊗ fi +∑u′j ⊗ f ′j ,

avec lesui ,u′j dans A(G). Même si les familles( fi) et ( f ′j) sont infinies, les familles(ui) et (u′j)
n’ont qu’un nombre fini de termes non nuls. Pour toutg∈G, d’apr̀es la relation (5.5.12.1) :

g. f = ∑ui(g−1) fi +∑u′j(g
−1) f ′j ∈ F,

ce qui entraine ńecessairement que tous lesu′j(g
−1) sont nuls. Puisqueu′j(g

−1) = 0 pour tout
g∈G, on au′j = 0. (Ce point est non tautologique, il utilise le fait que le corps de base est infini !)
On a donc bien :

a∗ f = ∑ui⊗ fi ∈ A(X)⊗F.

Supposons ŕeciproquement l’inclusion v́erifiée. Pour toutf ∈ F , on peutécrirea∗ f = ∑ui ⊗ fi ,
avec lesui dans A(G) et les fi dansF . De la formule (5.5.12.1)g. f = ∑ui(g−1) fi on d́eduit alors
queg. f ∈ F pour toutg∈G, d’où la stabilit́e.�

5.6 Tout groupe alǵebrique affine est lińeaire

Soit G un groupe alǵebrique affine. On peut le faire agir sur son algèbre affine A(G) de deux
manìeres. Tout d’abord, pour tousg,h∈G, notonsLg(h) := g−1h etRg(h) := hg. On d́efinit ainsi,
pour toutg∈G, deux automorphismesLg, Rg de l’ensemble (pas du groupe !) algébrique affineG.
Leurs comorphismesλg := L∗g etρg := R∗g sont donc des automorphismes de l’algèbre affine A(G).
Deségalit́esévidentesLgg′ = Lg′ ◦Lg etRgg′ = Rg′ ◦Rg on d́eduit par contravariance leségalit́es :

λg′g = λg′ ◦λg et ρg′g = ρg′ ◦ρg.

Nous avons donc deux représentationsρ : g 7→ ρg et λ : g 7→ λg de G dans A(G). Ce sont bien
entendu ces formules agréables qui justifient l’́etrange d́efinition deLg,Rg.

Lemme 5.6.1 Ces deux représentations sont localement finies ; autrement dit, tout sous-espace
vectoriel de A(G) de dimension finie est inclus dans un sous-espace de dimension finie stable par
ρ, resp. par λ.
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Preuve. - Cela d́ecoule de la proposition 5.5.12 appliquéeà chacune des deux actions deG sur
lui-même : par translations̀a gauche oùa droite.�

Théorème 5.6.2Il existe un sous-espace de dimension finie V ⊂A(G), stable par la représentation
ρ, et tel que la représentation induite G→GL(V) soit une immersion fermée, i.e.un isomorphisme
de G avec un sous-groupe fermé de GL(V).

Preuve. - L’algèbre affine A(G) est de type fini : soientf1, . . . , fm des ǵeńerateurs. On prend pour
V un sous-espace de dimension finie de A(G), contenantf1, . . . , fm et stable parρ (c’est possible
d’apr̀es le lemme). Soit(φ1, . . . ,φn) une base deV. En adaptant la proposition 5.5.15à cette action
par translations̀a droite, on voit que (µ désignant la multiplication deG) :

µ∗V ⊂V⊗A(G).

Il existe donc desui, j ∈ A(G) tels que :

∀ j ∈ {1, . . . ,n} , µ∗φ j =
n

∑
i=1

φi⊗ui, j =⇒∀g,h∈G , φ j(hg) =
n

∑
i=1

φi(h)ui, j(g),

autrement dit :

∀ j ∈ {1, . . . ,n} , ∀g∈G , ρg(φ j) =
n

∑
i=1

ui, j(g)φi .

La matrice deρg dans la base desφi est donc
(
ui, j(g)

)
∈ GLn(K) Cela entraine d́ejà que le mor-

phisme de groupesg 7→ ρg deG dans GL(V) est un morphisme de groupes algébriques. Le choix
de la base(φi) permet d’identifierV à Kn (isomorphisme d’ensembles algébriques) et GL(V)
à GLn(K) (isomorphisme de groupes algébriques). Dans ce modèle, le morphisme de groupes
algébriques ci-dessus devientg 7→

(
ui, j(g)

)
∈GLn(K).

Le comorphisme de ce dernier est le morphisme d’algèbres de A
(
GLn(K)

)
= K[(Xi, j)1≤i, j≤n]

[
1

det(Xi, j)

]
dans A(G) défini parXi, j 7→ ui, j . Mais nous allons voir que ce morphisme d’algèbres est surjectif ;
d’apr̀es la proposition 4.3.10, il en découlera queG→GL(V) est bien une immersion ferḿee.

De l’égalit́e φ j(hg) =
n
∑

i=1
φi(h)ui, j(g), on tire φ j =

n
∑

i=1
φi(1G)ui, j . Les φ j sont doncéléments de

l’espace vectoriel engendré par lesui, j , donc de l’image du morphisme d’algèbres A
(
GLn(K)

)
→

A(G) ; comme lesφ j engendrent l’alg̀ebre A(G), ce morphisme est bien surjectif.�

Corollaire 5.6.3 Tout groupe algébrique affine est un groupe linéaire.

Exemple 5.6.4Le groupe additifGa = (K,+) a pour alg̀ebre affineK[X]. L’action dea∈ K sur
A(G) = K[X] estP(X) 7→P(X+a). Le ǵeńerateurX de l’algèbre a pour orbite la famille desX+a,
qui engendre l’espace vectorielK +KX. La matrice de la translationρa dans cette base estMa :=(

1 a
0 1

)
et l’on voit que l’applicationa 7→Ma est un isomorphisme de groupes algébriques deGa

sur le sous-groupe ferḿe de GL2(K) formé des matrices triangulaires supérieures unipotentes.

Exercice 5.6.5 (i) Obtenir de m̂eme une description matricielle de(Kn,+).
(ii) La même ḿethode permet d’identifierGm à GL1(K).
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Chapitre 6

Représentations rationnelles d’un
groupe alǵebrique

6.1 Généralit és sur les repŕesentations rationnelles

Définition 6.1.1 Unereprésentation rationnelledu groupe alǵebrique affineG est un morphisme
de groupes alǵebriques affinesρ : G→GL(V), oùV est unK-espace vectoriel de dimension finie ;
ou bien un morphisme de groupes algébriques affinesρ : G→ GLn(K). On parle au choix de
représentation (de G) dans Voudans GL(V) ou encoredans GLn(K). La repŕesentationρ est dite
fidèlesi c’est une immersion ferḿee1.

Soit ρ une repŕesentation lińeaire arbitraire deG dansV. Du choix d’une base deV, on d́eduit
un isomorphismef de GL(V) sur GLn(K) et il est clair que l’on áequivalence entre les conditions
suivantes :
(i) ρ : G→GL(V) est rationnelle ;
(ii) f ◦ρ : G→GLn(K) est rationnelle ;
(iii) chacun desn2 coefficients def ◦ρ estélément de A(G).
Ainsi, si ρ : G→GL(V) et ρ′ : G→GL(V ′) sont rationnelles, la représentationg 7→ ρ(g)⊕ρ′(g)
deG dansV⊕V ′ est rationnelle : par choix d’une base adaptée deV⊕V ′, ses matrices sont dia-
gonales de blocs rationnels.

On d́eduit de la d́efinition que l’action du groupeG sur l’ensembleV, égale au composé :

G×V→GL(V)×V→ End(V)×V→V

est un morphisme d’ensembles algébriques, donc une action de groupe algébrique au sens de la
section 5.5. (Il faut invoquer le fait que l’inclusion d’un ouvert affineDX( f ) dans un ensemble
algébriqueX est un morphisme : exercice facile laissé au lecteur !) Supposons réciproquement
donńee une repŕesentation lińeaire du groupeG dans l’espace vectoriel de dimension finieV,
telle que l’applicationG×V → V soit un morphisme d’ensembles algébriques, donc une ac-
tion de groupe alǵebrique. Choisissons une base(v1, . . . ,vn) deV, donc un isomorphismef 7→(

f (v1), . . . , f (vn)
)

de End(V) surVn (isomorphisme d’espaces vectoriels, donc d’ensembles algébriques).

1Si l’on admet que tout morphisme bijectif est un isomorphisme (remarque 5.4.3), on voit que la représentation est
fidèle si, et seulement si, c’est un morphisme injectif, ce qui est la définition classique.
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Le morphisme composéG→End(V)→Vn est donńe parg 7→ (g.v1, . . . ,g.vn) : c’est donc un mor-
phisme d’ensembles algébriques (car chaqueg 7→ g.vi l’est, c’est une application orbite au sens de
5.5.1). On retrouve donc le fait queG→GL(V) est un morphisme de groupes algébriques affines.

6.1.1 Repŕesentations localement finies rationnelles

En vue d’́etendre la d́efinition d’une repŕesentation rationnelle au cas d’un espace vectoriel de
dimension infinie, quelques sorites :

Lemme 6.1.2 (i) Soit ρ : G→ GL(V) une représentation rationnelle. Soit W ⊂V un sous-espace
stable sous l’action de G. Les représentations induites G→ GL(W) et G→ GL(V/W) sont alors
rationnelles. (Au sujet de la réciproque, cf. l’exercice ci-dessous.)
(ii) Soit ρ : G→ GL(V) une représentation arbitraire du groupe algébrique affine G dans l’espace
de dimension finie V. On suppose que V = ∑Vi , les Vi étant des sous-espaces stables sous l’action
de G ; et que chaque représentation induite G→ GL(Vi) est rationnelle ; alors ρ est rationnelle.

Preuve. - (i) Soienti : W→V l’inclusion etp : V→W une projection. Le morphismeφ 7→ p◦φ◦ i
est une projection de End(V) sur End(W) et la repŕesentation induiteG→End(W) est la composi-
tion deG→ End(V) et de cette projection. Soient de mêmeπ : V→V/W la surjection canonique
etσ : V/W→V une section lińeaire quelconque deπ. Le morphismeφ 7→ π◦φ◦σ est une surjec-
tion de End(V) sur End(V/W) et la repŕesentation induiteG→ End(V/W) est la composition de
G→ End(V) et de cette surjection.
(ii) Puisque dimV < ∞, on peut se ramener au cas d’une somme finie de sous-espaces ; et, moyen-
nant une ŕecurrence sur leur nombre, il suffit de considérer le cas de deux sous-espaces :V =
V ′+V ′′. On applique alors (i)̀aV ∩V ′ ⊂V⊕V ′, dont le quotient estV +V ′. (On a vu plus haut
que la repŕesentation deG dansV⊕V ′ était bien rationnelle.)�

Exercice 6.1.3Décrire matriciellement la projectionφ 7→ p◦φ◦ i de End(V) sur End(W) utilisée
dans la d́emonstration du (i) ci-dessus.

Exercice 6.1.4Soit ρ : G→ GL(V) une repŕesentation arbitraire du groupe algébrique affineG
dans l’espace de dimension finieV. SoitW un sous-espace deV tel que les repŕesentations induites
G→ GL(W) et G→ GL(V/W) sont rationnelles. La représentationρ est-elle ńecessairement
rationnelle ? (La ŕeponse est non.)

Rappelons que, dans l’énonće du lemme 5.6.1, nous avons appelé localement finieune repŕesentation
ρ : G→GL(V) telle queV est union de sous-espaces stables de dimension finie.

Proposition 6.1.5 Soit ρ : G→ GL(V) une représentation du groupe algébrique affine G dans
l’espace vectoriel V que l’on ne suppose pas de dimension finie. On suppose ρ localement finie.
Les conditions suivantes sont alors équivalentes :
(i) L’espace V est union de sous-espaces stables de dimension finie tels que les représentations
induites soient rationnelles.
(ii) Tout sous-espace de dimension finie de V est inclus dans un sous-espace stable tel que la
représentation induite soit rationnelle.
(iii) Pour tout sous-espace stable de dimension finie de V, la représentation induite est rationnelle.
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Preuve. - SoitV =
S

Vi , lesVi étant suppośes stables de dimension finie et lesG→ GL(Vi) étant
rationnelles. Tout sous-espace stable de dimension finie est inclus dans une somme finie deVi et
l’on peut appliquer le lemme, ce qui démontre que (i) implique (iii). Le fait que (iii) implique (ii)
est trivial ; le fait que (ii) implique (i) l’est́egalement puisque l’on a supposé au d́epartρ locale-
ment finie.�

Définition 6.1.6 Une telle repŕesentation est dite(localement finie) rationnelle.

6.1.2 La représentation ŕegulière

Définition 6.1.7 La représentation ŕegulìeredu groupe alǵebrique affineG est la repŕesentation
g 7→ ρg := R∗g deG dans A(G) définie au d́ebut de la section 5.6.

Rappelons que, pour toutf ∈ A(G) et pour toutg∈G :

ρg( f ) =
(
h 7→ f (hg)

)
∈ A(G).

Pour simplifier, notonsV := A(G). Soientv∈V etµ∗v = ∑v′i⊗v′′i . Alors :

∀g∈G , ρgv = ∑v′′i (g)v′i .

Ainsi, l’orbite dev est incluse dans le sous-espace vectoriel de dimension finie engendré par les
v′i : on retrouve le fait que la représentation ŕegulìere est localement finie (lemme 5.6.1).

Théorème 6.1.8La représentation régulière est localement finie rationnelle. Elle admet une sous-
représentation de dimension finie fidèle.

Preuve. - Soit W ⊂ V un sous-espace stable de dimension finie. Pour toutw ∈W, notantµ∗w =
∑w′i ⊗w′′i , l’ égalit́e ρgw = ∑w′′i (g)w′i montre que l’application orbiteg 7→ ρgw de G dansW
(puisque ce dernier est stable) est un morphisme d’ensembles algébriques. Soit(w1, . . . ,wn) une
base deW et soit (w∗1, . . . ,w

∗
n) sa base duale. On aρgw = ∑w∗i (ρgw)wi , qui est une fonction

régulìere deg,w. L’action G×W→W est donc un morphisme, et la représentation induite de
G dansW est rationnelle, d’òu la premìere assertion. Par ailleurs, on a vu dans la démonstration
du th́eor̀eme 5.6.2 que, siW contient un syst̀eme ǵeńerateur de laK-algèbre A(G), alors cette
repŕesentation est fid̀ele.�

Proposition 6.1.9 (i) Pour qu’un sous-espace W de V = A(G) soit stable par la représentation
régulière, il faut, et il suffit, que µ∗W ⊂W⊗A(G).
(ii) Soient H ⊂G un sous-groupe fermé et I ⊂ A(G) son idéal. Alors :

H = {g∈G | ρgI ⊂ I}= {g∈G | ρgI = I}.

Preuve. -
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Démonstration de (i). Supposons d’abord queµ∗W ⊂W⊗A(G). On prendw∈W et l’on écrit
µ∗w = ∑wi⊗vi , avec leswi ∈W et lesvi ∈V, d’où (formule vue plus haut)ρgw = ∑vi(g)wi ∈W
pour toutg∈G, d’où la stabilit́e deW.
Supposons ŕeciproquement queW est stable. Soient(wi) une base deW et (w′j) une base d’un
suppĺementaire deW dansV. Pour toutw∈W, on a :

µ∗w = ∑wi⊗vi +∑w′j ⊗v′j ,

d’où, pour toutg∈G :
ρgw = ∑vi(g)wi +∑v′j(g)w′j .

CommeW est stable,ρgw∈W, donc lesv′j(g) sont nuls. Comme ils le sont pour toutg, lesv′j sont
nuls etρgw est bieńelément deW⊗A(G).

Démonstration de (ii). La conditionρgI ⊂ I équivautà l’existence d’un diagramme commuta-
tif :

A(G)
ρg−−−−→ A(G)y y

A(H) −−−−→ A(H)

les flèches verticales représentant le passage au quotient parI . Paréquivalence contravariante, cela
équivautà l’existence d’un diagramme commutatif :

H −−−−→ Hy y
G

Rg−−−−→ G

les flèches verticales représentant l’inclusion. Ce diagrammeéquivautà son tourà l’inclusion
RgH ⊂ H, i.e. Hg⊂ H, i.e. g∈ H. On a donc l’́equivalence logique :

∀g∈G , g∈ H⇐⇒ ρgI ⊂ I .

Pour obtenir la relationρgI = I , utiliser l’inverse deg.�

6.2 Théorème de Tannaka et d́ecomposition de Jordan

Nous revenons̀a la question pośee en 3.3.1 : peut-on reconstituer un groupeà partir de ses
repŕesentations ? Nous allons voir que l’on peut reconstituer un groupealgébrique affinèa partir
de la cat́egorietensoriellede ses repŕesentationsrationnelles. C’est un aspect de ladualité de Tan-
naka. Outre son aspect satisfaisant, la dualité de Tannaka est un outil efficace et nous en déduirons
très facilement l’un des th́eor̀emes de base sur les groupes algébriques affines, ladécomposition
de Jordan, qui ǵeńeralise ce qu’en France on appelle “décomposition de Dunford”.
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6.2.1 Le petit théorème de Tannaka

Soit doncGun groupe alǵebrique affine surK. On a d́ejà d́efini les morphismes entre représentations
arbitraires du groupe abstraitG (ici, “abstrait” signifie que l’on ne prend pas en compte la struc-
ture d’ensemble alǵebrique affine). Cette définition des morphismes s’applique en particulier aux
repŕesentations rationnelles, qui forment donc une sous-catégorie pleine (2.1.1) de la catégorie
R epK(G) (3.1). Nous noteronsR eprat

K (G) cette cat́egorie.

Nous avonśegalement d́efini un produit tensoriel surR epK(G). Cette oṕeration se restreint
à R eprat

K (G). En effet, pour voir que le produit tensoriel de deux représentations rationnelles est
une repŕesentation rationnelle, il suffit de vérifier (le lecteur fournira lui-m̂eme l’autre partie du
raisonnement) que l’application naturelle GL(V)×GL(V ′)→GL(V⊗V ′) est un morphisme d’en-
sembles alǵebriques affines. Or, cela découle du diagramme commutatif suivant :

GL(V)×GL(V ′) −−−−→ GL(V⊗V ′)y y
End(V)×End(V ′) −−−−→ End(V⊗V ′)

Les flèches verticales sont des inclusions d’ouverts affines dans des espaces vectoriels, la flèche
horizontale basse est une application bilinéaire, donc polynomiale, donc un morphisme.

Enfin, R epK(G) était munie d’un foncteur oubliω (3.3.2) compatible au produit tensoriel,
et la restriction deω à R eprat

K (G) vérifie encore cette propriét́e. Dans toute la suite de ce cha-
pitre, c’est cette restriction que nous noteronsω. Comme en 3.3.3, c’est le groupe Aut⊗(ω) des
⊗-automorphismes deω qui nous int́eresse.

Un élément de ce groupe admet la description suivante. C’est une famille(φX) où, pour chaque
objetX deR eprat

K (G), on se donne un automorphismeφX de l’espace vectorielω(X), la famille
étant collectivement soumise aux contraintes suivantes :

1. Fonctorialit́e. Soit f : X→ X′ un morphisme dansR eprat
K (G). Alors le diagramme suivant

est commutatif :

ω(X)
ω( f )−−−−→ ω(X′)

φX

y φX′

y
ω(X)

ω( f )−−−−→ ω(X′)

2. Compatibilit́e avec le produit tensoriel, en abréǵe⊗-compatibilit́e. On a l’́egalit́e suivante
entre automorphismes deω(X⊗X′) = ω(X)⊗ω(X′) :

φX⊗X′ = φX⊗φX′ .

Exemple 6.2.1Soitg∈G. Pour toutX = (V,ρ), on poseφX := ρ(g). C’est un automorphisme de
V = ω(X). La famille(φX) est fonctorielle et⊗-compatible, donc d́efinit unélément de Aut⊗(ω),
que nous noteronsΦ(g). De plus,Φ est un morphisme de groupes.

Exercice 6.2.2Vérifier soigneusement ces assertions (cf. 3.3.3).
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Théorème 6.2.3 (Mini Tannaka) L’application Φ est un isomorphisme de groupes de G sur Aut⊗(ω).

Preuve. - L’injectivit é se voit en choisissant une représentation rationnelle fidèleX = (V,ρ) (il en
existe d’apr̀es le th́eor̀eme 6.1.8) ; sig est dans le noyau deΦ, la composanteφX = ρ(g) deΦ(g)
est l’identit́e deω(X) = V, doncg = 1G, puisqueρ est fid̀ele.
Soit donc(φX) unélément de Aut⊗(ω). Pour toute sous-représentationX′ = (V ′,ρ′) deX = (V,ρ),
l’inclusionV ′ ⊂V est un morphisme de représentations et, par fonctorialité, on voit que la restric-
tion àV ′ deφX ∈GL(V) estφX′ ∈GL(V ′). On en d́eduit le fait suivant : pour toute représentation
localement finie rationnelle (ce que l’on abrègera dans cette démonstration en RLFR)X = (V,ρ),
les φX′ ∈ GL(V ′) assocíesà toutes les sous-représentations rationnelles de dimension finieX′ =
(V ′,ρ′) deX sont compatibles ; commeV est la ŕeunion de ses sous-espaces stables de dimension
finie V ′, les φX′ définissent un automorphismeφX ∈ GL(V). On va montrer que la famille(φX)
ainsiétenduèa toutes les RLFR est encore fonctorielle et⊗-compatible.
Pour la fonctiorialit́e, cela d́ecoule du fait suivant ; sif est un morphisme de RLFR deX dansY,
pour tout sous-espace de dimension finieV ′ deω(X), le sous-espaceW′ := f (V ′) deω(Y) est de
dimension finie. L’hypoth̀ese de fonctorialit́e s’applique donc̀a la restrictionf : V ′→W′, ce qui
signifie que l’́egalit́e φY ◦ f = f ◦φX a lieu en restrictioǹaV ′. Puisque lesV ′ recouvrentV, cette
égalit́e a lieu surV, ce qui exprime bien la fonctorialité.
En ce qui concerne le produit tensoriel de deux RLFRX etY, on voit d’abord que, siV ′,W′ sont
des sous-espaces stables de dimension finie deV := ω(X), W := ω(Y), les sous-représentations
assocíeesX′,Y′ satisfont la relationφX′⊗Y′ = φX′⊗φY′ , ce qui signifie que l’́egalit́eφX⊗Y = φX⊗φY

a au moins lieu en restrictioǹa V ′⊗W′ ; mais le lecteur v́erifiera que lesV ′ recouvrantV et les
W′ recouvrantW, lesV ′⊗W′ recouvrentV ′⊗W′, d’où l’ égalit́e φX⊗Y = φX⊗φY sans restriction,
d’où la⊗-compatibilit́e.
On prendra maintenant pourX la repŕesentation ŕegulìere g 7→ ρg de G dans A := A(G), ce
qu’autorise le th́eor̀eme 6.1.8. La multiplication dansA peut être vue comme un morphisme
de K-algèbresm : A⊗A→ A (la commutativit́e deA intervient ici) et la relation( f1 f2)(hg) =
f1(hg) f2(hg), autrement ditρg( f1 f2)= ρg( f1)ρg( f2), implique quemest un morphisme de représentations.
Par fonctorialit́e et⊗-compatibilit́e de la familléetendue(φX), on a donc :

φA◦m= m◦φA⊗A = m◦ (φA⊗φA),

ce qui signifie queφA : A→ A est un morphisme d’alg̀ebres (donc le comorphisme d’un certain
endomorphisme de l’ensemble algébriqueG).
Par ailleurs, le comorphisme2 λh de l’endomorphismeLh : g 7→ hg de l’ensemble alǵebriqueG
commute avecρg puisqueLh commute avecRg (cette commutation traduit en effet l’associativité
dansG). C’est donc un endomorphisme de la représentation ŕegulìere et, par fonctorialité, on a
λh ◦φA = φA ◦λh. Ainsi, le morphisme d’alg̀ebresφA : A→ A commute avec tous lesλh. D’après
le lemme ci-dessous, il existeg0 ∈G tel queφA = ρg0. Nous allons voir que notre famille(φX) de
départ,élément de Aut⊗(ω), n’est autre queΦ(g0).
Soit doncX = (V,ρ) une repŕesentation rationnelle arbitraire. Fixons une forme linéaireπ ∈V∗.
L’applicationUπ : V → A(G) qui, à v∈V associe la fonctiong 7→ π(g.v) (cette fonction est bien
régulìere surG) satisfait la relation :

∀g∈G , Uπ(h.v)(g) = π(gh.v) = Uπ(v)(gh) =⇒Uπ(h.v) = ρh
(
Uπ(v)

)
;

2Attention, nous avons changé ici la d́efinition deλh etLh par rapport̀a la section 5.6.
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autrement dit,Uπ est un morphisme de représentations deX dans la repŕesentation ŕegulìere et, par
fonctorialit́e :

φA◦Uπ = Uπ ◦φX =⇒ ρg0 ◦Uπ = Uπ ◦ρg0 =⇒∀g∈G , ∀v∈V , π(gg0v) = π
(
gφX(v)

)
.

Comme c’est vrai pour toutπ ∈V∗, on a :

∀v∈V , g0v = φX(v),

ce qui signifie bien que(φX) = Φ(g0).�

Lemme 6.2.4 (lemme utile)Soit f : A(G)→ A(G) un morphisme d’algèbres qui commute avec
tous les λh. Alors il existe g0 ∈G tel que f = ρg0.

Preuve. - Par anti-́equivalence,f est le comorphisme d’un morphisme d’ensembles algébriques
φ : G→ G qui commute avec tous lesLh. L’ égalit́e φ ◦ Lh = Lh ◦ φ, c’est-̀a-direφ(hg) = hφ(g)
entraineφ(h) = hg0, où g0 := φ(1G), doncφ = Rg0, donc f = ρg0.�

Remarque 6.2.5Le “mini-théor̀eme de Tannaka” permet de reconstituer la structure du groupe
abstrait G, mais pas sa ǵeoḿetrie,i.e. sa structure d’ensemble (et donc de groupe) algébrique. Ce
dernier probl̀eme sera ŕesolu au chapitre 7.

6.2.2 Rappels sur la d́ecomposition de Dunford

Tout le contenu de ce nuḿero peut̂etre consid́eŕe, au choix, comme un résuḿe de faits “bien
connus” (et que l’on peut sans doute trouver dans les cinq premiers chapitres du livre d’Algèbre
de Bourbaki), soit comme une série d’exercices de niveau L3-M1. Les espaces sont supposés de
dimension finie (mais une partie desénonćes reste valide sans cette hypothèse).

Niplotents

Soit V un K-espace vectoriel. Sif ,g ∈ End(V) commutent et sont nilpotents, alorsf + g
et f g sont nilpotents. On en déduit directement que, sif ∈ End(V) et g ∈ End(W) sont nil-
potents, alorsf ⊕ g ∈ End(V ⊕W), f ⊗ g ∈ End(V ⊗W), f ⊗ IdW + IdV ⊗ g ∈ End(V ⊗W) et
f ⊗ IdW + IdV ⊗g+ f ⊗g∈ End(V⊗W) sont nilpotents.

De plus, sif ∈End(V) est nilpotent et siV ′ ⊂V est f -stable, alors la restrictionf|V ′ ∈End(V ′)
et l’endomorphisme induitf ∈ End(V/V ′) sont nilpotents.

Unipotents

L’endomorphismef de V est unipotent sif − IdV est nilpotent ; f est donc un automor-
phisme. On d́eduit de ce qui pŕec̀ede que, sif ∈ GL(V) et g ∈ GL(W) sont unipotents, alors
f ⊕g∈GL(V⊕W) et f ⊗g∈GL(V⊗W) sont unipotents.

De plus, sif ∈GL(V) est unipotent et siV ′ ⊂V est f -stable, alors la restrictionf|V ′ ∈GL(V ′)
et l’automorphisme induitf ∈GL(V/V ′) sont unipotents.
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Semi-simples

L’endomorphismef de V est dit semi-simple s’il est diagonalisable. (La distinction inter-
vient dans le cas d’un corps non algébriquement clos.) Sif ,g∈ End(V) commutent et sont semi-
simples, alorsf +g et f g sont semi-simples. On en déduit que, sif ∈ End(V) etg∈ End(W) sont
semi-simples, alorsf ⊕g∈ End(V⊕W) et f ⊗g∈ End(V⊗W) sont semi-simples.

De plus, si f ∈ End(V) est semi-simple et siV ′ ⊂ V est f -stable, alors la restrictionf|V ′ ∈
End(V ′) et l’endomorphisme induitf ∈ End(V/V ′) sont semi-simples.

Décompositions de Dunford

Tout endomorphismef ∈ End(V) s’écrit de manìere uniquef = fs + fn, où fs est semi-
simple, fn est nilpotent, etfs, fn commutent (d́ecomposition de Dunford “additive”). On a alors
fs, fn ∈ K[ f ], de sorte que tout endomorphisme deV qui commute avecf commuteégalement
avec fs et fn.

Tout automorphismef ∈GL(V) s’écrit de manìere uniquef = fs fu, où fs est semi-simple in-
versible, fu est unipotent, etfs, fu commutent (d́ecomposition de Dunford “multiplicative”). On a
alors fs, fu∈K[ f ], de sorte que tout endomorphisme deV qui commute avecf commutéegalement
avec fs et fu.

À noter que les composantes semi-simplesfs qui interviennent respectivement dans les décompositions
de Dunford additive et multiplicative d’un automorphismef sont les m̂emes, et que l’on afu =
IdV + f−1

s fn.

Stabilit é de la d́ecomposition de Dunford multiplicative

Théorème 6.2.6(i) Soient f ∈ GL(V) et g∈ GL(W). Alors :

( f ⊕g)s = fs⊕gs∈ GL(V⊕W),
( f ⊕g)u = fu⊕gu ∈ GL(V⊕W),
( f ⊗g)s = fs⊗gs∈ GL(V⊗W),
( f ⊗g)u = fu⊗gu ∈ GL(V⊗W).

(ii) Soient f ∈ GL(V) et V ′ ⊂V un sous-espace f -stable. Alors :

( f|V ′)s = ( fs)|V ′ ∈ GL(V ′),

( f|V ′)u = ( fu)|V ′ ∈ GL(V ′),

( f )s = fs∈ GL(V/V ′),

( f )u = fu ∈ GL(V/V ′)

(iii) Soient f ∈ GL(V) et g∈ GL(W) et soit φ : V→W tel que g◦φ = φ◦ f . Alors :

gs◦φ = φ◦ fs,

gu◦φ = φ◦ fu.
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Preuve. - Seul (iii) ne d́ecoule pas de ce qui préc̀ede, mais on le d́eduit de (ii) en composant
V→V⊕W→W.�

Exercice 6.2.7Quelsénonćes restent valides en dimension infinie ?

6.2.3 La d́ecomposition de Jordan dans un groupe alǵebrique

Soit G un groupe alǵebrique affine et soitg ∈ G. Pour toute repŕesentation rationnelleX =
(V,ρ) deG, notonsSX :=

(
ρ(g)

)
s et UX :=

(
ρ(g)

)
u la décomposition de Dunford multiplicative

deρ(g) ∈GL(V).

Lemme 6.2.8 Les familles (SX) et (UX) sont des éléments de Aut⊗(ω).

Preuve. - C’est imḿediat d’apr̀es le th́eor̀eme 6.2.6.�

Théorème 6.2.9 (D́ecomposition de Jordan dans un groupe alǵebrique) Tout g∈G admet une
unique décomposition g = gsgu telle que, pour toute représentation X = (V,ρ) de G, on ait :
ρ(gs) =

(
ρ(g)

)
s et ρ(gu) =

(
ρ(g)

)
u.

Preuve. - C’est imḿediat d’apr̀es le lemme et le th́eor̀eme 6.2.3.�

Remarque 6.2.10D’après la d́emonstration du th́eor̀eme 6.2.3, siρ : G→ GL
(
A(G)

)
désigne

la repŕesentation ŕegulìere deG, on aρ(g) = ρ(gs)ρ(gu), les deux facteurśetant respectivement
semi-simple et unipotent dans le sens où leurs restrictions̀a tout sous-espace stable de dimension
finie le sont ; et cela s’étend d’ailleurs̀a toute repŕesentation localement finie rationnelle deG.

Définition 6.2.11 L’ élémentg∈G est ditsemi-simplesi g = gs etunipotentsi g = gu.

Pour queg soit semi-simple, resp. unipotent, il suffitévidemment que son image par une
repŕesentation fid̀ele arbitraire le soit.

Corollaire 6.2.12 Soit φ : G→G′ un morphisme de groupes algébriques affines. Alors, pour tout
g∈G : (

φ(g)
)

s = φ(gs),(
φ(g)

)
u = φ(gu).

Preuve. - Pour toute repŕesentationρ′ : G′→GL(V), appliquer le th́eor̀emeà ρ := ρ′ ◦φ.�

Corollaire 6.2.13 Si G est un sous-groupe fermé de GL(V), la décomposition de Jordan dans le
groupe algébrique G coı̈ncide avec la décomposition de Jordan dans GL(V).

Preuve. - Appliquer le th́eor̀emeà la repŕesentation deG définie par l’inclusion deG dans GL(V).
�
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Corollaire 6.2.14 Si g,g′ ∈G commutent, alors :

(gg′)s = gsg
′
s,

(gg′)u = gug′u.

Preuve. - Immédiat d’apr̀es les th́eor̀emes 6.2.6 et 6.2.9.�

Remarque 6.2.15Si G est un groupe alǵebrique affine commutatif, il s’ensuit que leséléments
unipotents deG forment un sous-groupeGu et que leśeléments semi-simples deG forment un
sous-groupeGs. Il est d́emontŕe dans [6] que l’application naturelleGs×Gu→ G est un isomor-
phisme de groupes algébriques.

Exercice 6.2.16Démontrer que c’est un isomorphisme de groupes et un morphisme d’ensembles
algébriques. Que manque-t-il pour conclure ?

Exercice 6.2.17Donner des contre-exemples auxégalit́es (gg′)s = gsg′s et (gg′)u = gug′u dans
GL2(C).

6.3 Les th́eorèmes de Chevalley

Il s’agit de caract́erisations des sous-groupes fermés d’un groupe alǵebrique affine particulièrement
adapt́eesà la dualit́e de Tannaka.

6.3.1 La forme de base du th́eorème de Chevalley

SoientV un espace vectoriel de dimension finie etW ⊂V un sous-espace. Le sous-groupe :

{φ ∈GL(V) | φ(W)⊂W}= {φ ∈GL(V) | φ(W) = W}

de GL(V) en est un sous-groupe fermé. Il est en effet́evident que c’en est un sous-groupe, et,
notantp une projection arbitraire deV surW, on a :

∀φ ∈GL(V) , φ(W)⊂W⇐⇒ (IdV − p)◦φ◦ p = 0,

qui définit l’intersection avec GL(V) d’un sous-espace vectoriel de End(V).

Exercice 6.3.1Est-ce que{φ ∈ End(V) | φ(W) = W} est un ferḿe de End(V) ?

Si par conśequentρ : G→ GL(V) est une repŕesentation rationnelle du groupe algébrique
affineG, et siW ⊂V est un sous-espace deV, le sous-groupe :

H := {g∈G | gW⊂W}= {g∈G | gW = W}

de G en est un sous-groupe fermé : en effet,H est l’image ŕeciproque par le morphismeρ du
sous-groupe ferḿe vu plus haut.
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Théorème 6.3.2 (Chevalley)Soient G un groupe algébrique affine et H ⊂ G un sous-groupe
fermé de G. Il existe alors une représentation rationnelle ρ : G→ GL(V) et un sous-espace vecto-
riel W ⊂V tels que :

H = {g∈G | gW⊂W}= {g∈G | gW = W}.

Preuve. - Soit I ⊂ A(G) l’id éal du ferḿe H dansG. Soient f1, . . . , fr des ǵeńerateurs de l’id́eal I
(l’anneau A(G) est noetherien). SoitV ⊂A(G) un sous-espace vectoriel de dimension finie, stable
sous l’action de la représentation ŕegulìere deG, et contenant lesfi (cf. la premìere assertion du
théor̀eme 6.1.8). Nous noteronsρ la repŕesentation induite deG dansV etW :=V∩ I , qui est donc
un sous-espace deV contenant lesfi .
Si g ∈ H, on a par hypoth̀eseρgV = V et, d’apr̀es la proposition 6.1.9,ρgI = I , donc (ρg étant
injective)ρgW = W, i.e. gW= W.
Supposons ŕeciproquementgW = W, i.e. ρgW = W : alorsρg fi ∈ I pour i = 1, . . . , r ; commeρg

est un endomorphisme de l’algèbre A(G) et I l’id éal de A(G) engendŕe par lesfi , on aρgI ⊂ I . De
même, deg−1W = W (qui découle degW = W), on d́eduit queρ−1

g I ⊂ I , donc, en fin de compte,
queρgI = I . Appliquantà nouveau la proposition 6.1.9, on voit queg∈ H.�

Exemple 6.3.3Consid́erons le groupe spécial linéaire SLn(K) ⊂ GLn(K). Son id́eal estI :=
<1−det>. (C’est un exercice classique d’algèbre commutative : cet idéal est premier, donćegal
à son radical.) PrenonsV := K.1+ K det⊂ A

(
GLn(K)

)
. Ce sous-espace est bien stable par la

repŕesentation ŕegulìere et l’action deG := GLn(K) est d́ecrite par les formules :

ρg1 = 1 etρgdet= (detg)det.

La repŕesentation induite deG s’identifie donc̀a la repŕesentation matricielleG→GL2(K) définie
par :

g 7→
(

1 0
0 detg

)
.

Cette repŕesentation provient de l’identification deV avecK2 assocíee à la base(1,det) de V.
Sous cette m̂eme identification,W := V ∩ I = K(1−det) correspond aùa la droite engendrée par(

1
−1

)
. Le stabilisateur de cette droite par la représentationG→GL2(K) est :

{
g∈G

∣∣∣ (1 0
0 detg

)(
1
−1

)//( 1
−1

)}
= {g∈G | detg = 1}= SLn(K).

6.3.2 Compĺements d’alg̀ebre multilin éaire

Encore une fois, il s’agit de faits “bien connus” d’algèbre lińeaire, pour lesquels on pourra au
choix consulter Bourbaki ou chercher soi-mêmeà titre d’exercice.

Formesk-lin éaires

SoitV un K-espace vectoriel de dimensionn. Nous noterons respectivementMk(V), Sk(V) et
Ak(V), l’espace des formesk-linéaires, l’espace des formesk-linéaires syḿetriques et l’espace des
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formesk-linéaires alterńees3 surV. Leurs dimensions sont respectivementnk,
(n+k−1

k

)
et
(n

k

)
. Plus

préciśement, si(e1, . . . ,en) est une base deV,

1. une formek-linéaire quelconqueφ ∈Mk(V) est d́etermińee de manìere unique par les sca-
lairesφ(ei1, . . . ,eik) ∈ K, où i1, . . . , ik ∈ {1, . . . ,n} : donc parnk scalaires ;

2. une formek-linéaire syḿetriqueφ ∈ Sk(V) est d́etermińee de manìere unique par les sca-
lairesφ(ei1, . . . ,eik) ∈ K, où 1≤ i1≤ ·· · ≤ ik ≤ n : donc par

(n+k−1
k

)
scalaires ;

3. une formek-linéaire alterńeeφ ∈ Sk(V) est d́etermińee de manìere unique par les scalaires
φ(ei1, . . . ,eik) ∈ K, où 1≤ i1 < · · ·< ik ≤ n : donc par

(n
k

)
scalaires.

Enfin,Mk, Sk etAk sont des foncteurs contravariants de la catégorieEv fK desK-espaces vectoriels
de dimension finie dans elle-même, et les inclusionsSk(V)⊂Mk(V) etAk(V)⊂Mk(V) définissent
des transformations naturelles entre ces foncteurs.

Puissances tensorielles

La propríet́e universelle du produit tensoriel fournit un isomorphisme :

(V⊗·· ·⊗V)∗ 'Mk(V)

qui, à la forme lińeaireλ surV ⊗ ·· · ⊗V (produit tensoriel dek facteurségauxà V) associe la
formek-linéaire(v1, . . . ,vk) 7→ λ(v1⊗·· ·⊗vk) surV. Comme ces espaces sont de dimension finie,
on en d́eduit par bidualit́e un isomorphisme :

V⊗·· ·⊗V '
(
Mk(V)

)∗
,

v1⊗·· ·⊗vk 7→
(
φ 7→ φ(v1, . . . ,vk)

)
.

L’espaceTk(V) := V⊗·· ·⊗V est lapuissance tensorielle ke de V.

Soit maintenant(e1, . . . ,en) une base deV. Alors lesei1⊗·· ·⊗eik, où i1, . . . , ik ∈ {1, . . . ,n},
forment une base deTk(V), qui est donc de dimensionnk (comme son dualMk(V)).

Enfin, Tk est un foncteur covariant de la catégorieEv fK dans elle-m̂eme. Plus pŕeciśement,
si f : V →W est une application lińeaire,Tk( f ) est l’application lińeaire deTk(V) dansTk(W)
définie parv1⊗·· ·⊗vk 7→ f (v1)⊗·· ·⊗ f (vk).

Puissances syḿetriques

On appellepuissance syḿetrique ke de V et l’on noteSk(V) le dual de l’espaceSk(V) des
formesk-linéaires syḿetriques. CommeSk(V) est un sous-espace deMk(V), on voit en passant au
dual queSk(V) est un quotient deTk(V). On obtient donc une applications linéaire surjective :

Tk(V)→ Sk(V)→ 0.

L’image par cette surjection dev1⊗ ·· · ⊗ vk est not́eev1 · · ·vk. Le noyau de la surjection est le
sous-espace vectoriel deTk(V) engendŕe par lesv1⊗·· ·⊗vk−vσ(1)⊗·· ·⊗vσ(k), où σ parcourt le
groupe syḿetrique surk éléments.

3Puisque nous nous sommes placés en caractéristique 0, il n’y a pas lieu de distinguer “alternée” et “antisyḿetrique”.
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Soit maintenant(e1, . . . ,en) une base deV. Alors lesei1 · · ·eik, où 1≤ i1≤ . . .≤ ik≤ n, forment
une base deSk(V), qui est donc de dimension

(n+k−1
k

)
(comme son dualSk(V)).

Enfin,Sk est un foncteur covariant et les surjectionsTk(V)→ Sk(V) définissent une transfor-
mation naturelle entre ces deux foncteurs.

Remarque 6.3.4Si l’on choisit une base(e1, . . . ,en) deV et si l’on note(X1, . . . ,Xn) la base duale
deV∗, leséléments de la base deSk(V∗) décrite ci-dessus s’identifient aux monômes de degrék en
lesXi et leséléments deSk(V∗) aux polyn̂omes homog̀enes de degrék en lesXi . La somme directe
S•(V∗) :=

L
k≥0

Sk(V∗), que l’on appelle “alg̀ebre syḿetrique surV∗”, s’identifie à K[X1, . . . ,Xn],

doncà A(V). On obtient ainsi une d́efinition intrins̀eque de A(V).

Puissances ext́erieures

On appellepuissance extérieure ke de V et l’on noteΛk(V) le dual de l’espaceAk(V) des
formesk-linéaires alterńees. CommeAk(V) est un sous-espace deMk(V), on voit en passant au
dual queΛk(V) est un quotient deTk(V). On obtient donc une applications linéaire surjective :

Tk(V)→ Λk(V)→ 0.

L’image par cette surjection dev1⊗·· ·⊗vk est not́eev1∧·· ·∧vk. Le noyau de la surjection est le
sous-espace vectoriel deTk(V) engendŕe par lesv1⊗·· ·⊗ vk− ε(σ)vσ(1)⊗·· ·⊗ vσ(k), où σ par-
court le groupe syḿetrique surk éléments et òu l’on noteε(σ) la signature deσ.

Soit maintenant(e1, . . . ,en) une base deV. Alors lesei1 ∧ ·· · ∧eik, où 1≤ i1 < .. . < ik ≤ n,
forment une base deΛk(V), qui est donc de dimension

(n
k

)
(comme son dualAk(V)).

Enfin,Λk est un foncteur covariant et les surjectionsTk(V)→ Λk(V) définissent une transfor-
mation naturelle entre ces deux foncteurs.

Exercice 6.3.5Déduire de la fonctorialit́e que, sif : V→W est injective, resp. surjective,Tk( f ),
Sk( f ) et Λk( f ) le sontégalement. (Selon le cas, il existeg ouh tel queg f ou f h soit l’identité.)

Lien avec les groupes lińeaires

Par pure fonctorialit́e (voir l’exercice ci-dessus), tout automorphismef deV définit des auto-
morphismesTk( f ), Sk( f ) etΛk( f ) deTk(V), Sk(V) etΛk(V). On d́efinit ainsi des morphismes de
groupes :

GL(V)→GL
(
Tk(V)

)
,

GL
(
Tk(V)

)
→GL

(
Sk(V)

)
,

GL
(
Tk(V)

)
→GL

(
Λk(V)

)
.

Il suffit d’ écrire les effets sur des bases deTk( f ), Sk( f ) et Λk( f ) pour voir que les applications
ci-dessus sont d́efinies par des formules polynomiales : ce sont donc des morphismes de groupes
algébriques.
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6.3.3 Deuxìeme version du th́eorème de Chevalley

Lemme 6.3.6 Soient W,W′ deux sous-espaces vectoriels de l’espace vectoriel V, et soit k :=
dimW. Alors :

W ⊂W′⇐⇒ ΛkW ⊂ ΛkW′.

Preuve. - L’implication directe est imḿediate, par fonctorialité ou par description explicite de l’ef-
fet sur les bases.
Supposons queΛkW ⊂ ΛkW′. Dualement, cette hypothèse signifie que toute formek-linéaire al-
terńee surV qui s’annule surW′ s’annule surW. On va alors d́emontrer par l’absurde queW⊂W′.
Dans le cas contraire, il existe une base(e1, . . . ,en) deV et des entiers̀ et m tels quem> k et
que :(e1, . . . ,ek) est une base deW ; et (è , . . . ,em) est une base deW′. On peut alors construire
φ ∈ Ak(V) telle queφ(e1, . . . ,ek) = 0 etφ(em−k+1, . . . ,em) 6= 0 (les autres valeurśetant arbitraires),
de sorte queφ est nulle surW mais pas surW′, contradiction.�

Lemme 6.3.7 Soit W un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel V, soit k := dimW et soit
φ ∈ GL(V). Alors :

φ(W) = W⇐⇒ (Λkφ)(ΛkW) = ΛkW.

Preuve. - SoitW′ = φ(W). Alors ΛkW′ = (Λkφ)(ΛkW) (fonctorialit́e ou effet sur les bases) et l’on
peut appliquer le lemme préćedent.�

Théorème 6.3.8 (Chevalley)Soient G un groupe algébrique affine et H un sous-groupe fermé de
G. Il existe alors une représentation rationnelle ρ : G→ GL(E) et une droite D⊂ E telles que :

H = {g∈G | gD = D}.

Preuve. - Il suffit d’appliquer le th́eor̀eme 6.3.2, puis le lemme ci-dessus en posantE := ΛkV et
D := ΛkW.�

Remarque 6.3.9Un vecteurv non nul deD vérifie :

∀g∈ H , g.v = χ(g)v,

où χ : H → K∗ est un morphisme de groupes, et même un morphisme de groupes algébriques
H→Gm, qui ne d́epend que deD (et non du choix dev). On dit quev est unsemi-invariantet que
χ est uncaract̀ere de H. Si le groupeX(H) des caract̀eres deH est trivial (par exemple siH est
unipotent),v est invariant.

Exercice 6.3.10Démontrer les assertions de la remarque.
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Chapitre 7

L’enveloppe proalgébrique et ses
repr ésentations

Ce chapitre est le but du cours : ontented’y démontrer les principaux théor̀emes relatifs
à l’enveloppe proalǵebrique d’un groupe, et ce, uniquement avec de la géoḿetrie alǵebrique
élémentaire. S’agissant du dernier chapitre d’un cours de M2 de deuxième semestre, le rédacteur
s’est autoriśe à laisser un peu plus de travail non trivial au lecteur !

7.1 Enveloppe proalǵebrique d’un “groupe abstrait”

On d́esignera parΓ un “groupe abstrait”, c’est-à-dire sans structure supplémentaire. Les lettres
G,G′,H, . . . seront ŕeserv́ees aux groupes algébriques. La lettreK dénote toujours notre bon vieux
corps alǵebriquement clos de caractéristique nulle.

7.1.1 La cat́egorie tensorielle des repŕesentations deΓ sur K

Commençons par quelques redites, pour la commodité du lecteur. La catégorieR epK(Γ) des
repŕesentations deΓ sur K a pour objets les couples(V,ρ) où V est unK-espace vectoriel de
dimension finie etρ : Γ→ GL(V) une repŕesentation ; et pour morphismes(V,ρ)→ (V ′,ρ′) les
applicationsK-linéairesu : V→V ′ telles que∀g∈ Γ , ρ′(g)◦u = u◦ρ(g). La cat́egorieR epK(Γ)
estégalement munie d’un produit tensoriel : on pose(V,ρ)⊗K (V ′,ρ′) := (V⊗K V ′,ρ⊗K ρ′), où,
par d́efinition : (ρ⊗K ρ′)(g) := ρ(g)⊗K ρ′(g) ∈ GL(V ⊗K V ′). (On omettra le plus souvent de
préciser la baseK.) Enfin,R epK(Γ) est munie d’un foncteur oubli. C’est le foncteur covariantω
deR epK(Γ) dansEv fK qui, à (V,ρ), associeV et, à u : (V,ρ)→ (V ′,ρ′), associeu : V →V ′. Ce
foncteur est fid̀ele et⊗-compatible,i.e. ω(X⊗X′) = ω(X)⊗ω(X′).

On note 1l’ objet unit́edeR epK(Γ), à savoir la repŕesentation triviale deΓ dansK. De l’exis-
tence d’isomorphismes fonctorielsK⊗V 'V⊗K 'V, on d́eduit sans peine l’existence d’isomor-
phismes fonctoriels :

1⊗X ' X⊗1' X.

Exercice 7.1.1Montrer que les morphismes de 1dans(V,ρ) sont les applicationsλ 7→ λv, où
v∈V est stable parρ, i.e.∀g∈G , ρ(g)(v) = v.
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Remarque 7.1.2Soit F un foncteur covariant de la catégorieEv fK dans elle-m̂eme. Pour tout
X :=(V,ρ), l’applicationg 7→F(ρ(g)) est un morphisme deΓ dans GL(F(V)), donc une repŕesentation.
On d́efinit ainsi un objet (abusivement noté) F(X) deR epK(Γ), que l’onétend sans problème en
un foncteur de la catégorieR epK(Γ) dans elle-m̂eme.À titre d’application, on peut d́efinir les
puissances tensorielles, symétriques, ext́erieures (6.3.2) d’un objet deR epK(Γ).

La repr ésentation duale

Soit X := (V,ρ) un objet deR epK(Γ). NotonsV∗ le dual de l’espace vectorielV et, pour tout
automorphismeφ deV :

φ∨ := tφ−1

la contragŕedientedeφ, qui est un automorphisme deV∗. De l’égalit́e aiśement v́erifiée :

(φ◦ψ)∨ = φ∨ ◦ψ∨,

on d́eduit que l’application :

ρ∨ :

{
g 7→

(
ρ(g)

)∨
,

G→GL(V∗),

est une repŕesentation deΓ dansV∗, appeĺeereprésentation contragrédientedeρ. L’objet :

X∨ := (V∗,ρ∨)

deR epK(Γ) est appeĺedualdeX. Par exemple, 1∨ s’identifie canoniquementà 1.

Par construction, on a donc :
ω(X∨) =

(
ω(X)

)∗
.

Si u est un morphisme deX := (V,ρ) dansX′ := (V ′,ρ′), il est facile de v́erifier que l’application
linéaire transpośeetu : V ′∗→V∗ est compatible avec les deux représentations contragrédientes et
définit donc un morphisme deX′∨ dansX∨. En effet, pour toutg∈G :

ρ′(g)◦u = u◦ρ(g) =⇒ ρ∨(g)◦ tu = tu◦ρ′∨(g).

On d́efinit ainsi un foncteur contravariantX X∨ de la cat́egorieR epK(Γ) dans elle-m̂eme. Ce
foncteur est “involutif”. Plus rigoureusement, on a (tout comme dansEv fK) des isomorphismes
X ' X∨∨ qui définissent un isomorphisme du foncteur identité deR epK(Γ) sur le foncteur “bi-
dual” X X∨∨ (qui est covariant).

Proposition 7.1.3 (Rigidit́e) On a un isomorphisme canonique et fonctoriel en chaque argument :

(X⊗X′)∨ ' X∨⊗X′∨.

Preuve. - L’assertion correspondante pour les espaces vectoriels et pour les applications linéaires
figure (par exemple) dans [7, chap. 2,§4.4] ; et l’application aux représentations est alors immédiate.
�

88



Exercice 7.1.4 (i) Définir un morphisme canonique deV∗⊗V ′ dans leK-espace vectoriel HomK(V,V ′)
des applicationsK-linéaires deV dansV ′ et d́emontrer qu’il est bijectif en dimension finie, et fonc-
toriel en chaque argument.
(ii) Soient X := (V,ρ) et X′ := (V ′,ρ′) deux objets deR epK(Γ). Décrire la repŕesentationR de
Γ dans HomK(V,V ′) qui correspond̀a ρ∨⊗ρ′ par l’isomorphisme de la question préćedente. En
déduire une description deX∨⊗X′ sous la forme

(
HomK(V,W),R

)
. Cet objet est alors appelé

“Hom interne” et not́e Hom(X,X′) ; on a un isomorphisme fonctoriel : Hom(X,X′)' X∨⊗X′. En
particulier,X∨ s’identifieà Hom(X,1).
(iii) Montrer que Hom(X,X′) est l’espace des points fixes de la représentation Hom(X,X′).
(iv) Expliciter et d́emontrer l’isomorphisme “d’adjonction”, fonctoriel en chaque argument :

Hom(X⊗Y,Z)' Hom
(
X,Hom(Y,Z)

)
.

(On commencera par l’isomorphisme analogue pour des espaces vectoriels.)

Le groupe Aut⊗(ω)

Leséléments du groupe Aut⊗(ω) des automorphismes⊗-compatibles du foncteurω sont les
familles(φX)X index́ees par les objetsX deR epK(Γ), où chaqueφX attach́eàX := (V,ρ) est un au-
tomorphisme de l’espace vectorielV, où φX⊗X′ = φX⊗φX′ et òu, pour tout morphismeu : X→ X′,
on aφX′ ◦ u = u◦ φX. Ils forment un groupe pour la loi(φX)X(ψX)X := (φX ◦ψX)X. L’ élément
neutre est la famille(IdX)X, l’inverse de(φX)X est la famille(φ−1

X )X.

À tout g∈ Γ, on associe uńelément(φX)X de Aut⊗(ω) défini en posant, pour toutX := (V,ρ),
φX := ρ(g). On d́efinit ainsi un morphisme de groupes deΓ dans Aut⊗(ω).

Définition 7.1.5 On noteΓalg le groupe Aut⊗(ω). Le groupeΓalg, muni du morphisme structural
Γ→ Γalg, est appeĺeenveloppe proalǵebrique deΓ.

On prendra garde que cette définition est líee au corpsK, bien que ce dernier ne soit pas
explicitement mentionńe. On verra dans ce chapitre que l’enveloppe proalgébrique peut̂etre ca-
ract́eriśee par une propriét́e universelle (c’est m̂eme sa raison d’être).

Il n’est nullement garanti que le morphismeΓ→Γalg soit injectif. C’est́evidemment le cas si le
groupeΓ admet au moins une représentation fid̀ele de dimension finie (voir les exercices pour des
exemples).̀A l’opposé, on peut d́emontrer qu’un groupe simple infini de type fini (et il en existe !)
n’admet aucune représentation non triviale de dimension finie1 : son enveloppe proalgébrique est
donc triviale !

Exercice 7.1.6Démontrer que le morphismeZ→Zalg est injectif. (D́eterminer une représentation
fidèle de dimension finie.)

1L’argument est essentiellement le suivant : siΓ→GL(V) n’était pas triviale, elle serait injective (simplicité deΓ)
et le groupeΓ serait “ŕesiduellement fini” d’apr̀es un ŕesultat de Malcev ; or, c’est impossible pour un groupe simple
infini. Le lecteur int́eresśe pourra consulter “Introduction to Group Theory, chap. 29” de Oleg Bogopolski, ainsi que,
pour le ŕesultat de Malcev, le volume 37 de l’Encyclopaedia of Mathematical Sciences intitulé “Infinite Groups, Linear
Groups”, p. 152.
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Exercice 7.1.7 (i) Soit Γ un groupe fini. D́emontrer que le morphismeΓ→ Γalg est injectif. (Uti-
liser la repŕesentation dansK[Γ].)
(ii) Démontrer que ce morphisme est en fait bijectif. (Utiliser le théor̀eme 6.2.3.)

7.1.2 Les groupes de Galois et l’enveloppe proalgébrique

Constructions

SoientX := (V,ρ) un objet deR epK(Γ) etP(s, t) := ∑ak,`skt` ∈ N[s, t] un polyn̂omeà coeffi-
cients entiers naturels. On pose alors (avec les notations de 6.3.2) :

P(X,X∨) :=
M(

Tk(X)⊗T`(X∨)
)⊕ak,` .

(L’exposant⊕ak,` signifie que le terme correspondant figureak,` fois dans la somme directe.) Une
constructionsurX est un sous-quotient2 d’un telP(X,X∨). Le lemme suivant va alors de soi :

Lemme 7.1.8 La sous-catégorie pleine de R epK(Γ) dont les objets sont les constructions sur X
est stable par passage au sous-quotient, et aussi par produit tensoriel et dual.

�

On la note< X > (parfois{{X}}) et on l’appellesous-cat́egorie tannakienne deR epK(Γ)
engendŕee par X. C’est donc la plus petite sous-catégorie pleine deR epK(Γ) contenant 1et X
et stable par produit tensoriel, dualisation, et passage aux sous-objets et aux quotients. (L’unité
1 est pŕesente comme puissance tensorielle d’exposant 0.) Ainsi, les puissances symétriques et
ext́erieures (remarque 7.1.2) d’une construction sont des constructions. En particulier, les puis-
sances syḿetriques et ext́erieures deX sont des constructions.

La restrictionω|<X> du foncteur oubliω à la sous-catégorie< X > est encore un foncteur
fidèle et⊗-compatible.

Exemples 7.1.9 1. SiY et Z sont des constructions, Hom(Y,Z) aussi, par identification avec
Y∨⊗Z. Par exemple, End(X)' X∨⊗X est une construction.

2. SiX =(V,ρ), la repŕesentation “d́eterminant”g 7→detρ(g)∈GL1(K) s’identifieà la construc-
tion ΛdimV(X). La repŕesentationg 7→ 1/detρ(g) est la construction duale de la préćedente.

3. Si l’on fait agirG linéairement surE, pour chaqueg, l’automorphismeg deE s’étend en un
unique automorphisme d’algèbre deS•(E). La restrictiong(r) au sous-espaceSr(E) est lare

puissance syḿetrique de la représentation deG dansE. Si, comme dans la remarque 6.3.4,
on prendE =V∗, on voit que les polyn̂omes homog̀enes de degré r surV donnent lieùa une
repŕesentation qui est une construction surX.

Le groupe de Galois tannakien

Définition 7.1.10 Le groupe de Galois (tannakien) de Xest le groupe Aut⊗(ω|<X>) des automor-
phismes⊗-compatibles du foncteurω|<X>. On le notera Gal(X).

2Un sous-quotient d’un objetX est par d́efinition un sous-objet d’un quotient deX. Cela entrainéevidemment que
c’est un quotient d’un sous-objet, mais la réciproque est fausse.
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Un élément de Gal(X) est une famille(φY)Y, oùY parcourt les constructions surX, et soumise
aux contraintes habituelles : pour chaqueY, φY ∈GL(ω(Y)) ; fonctorialit́e ;⊗-compatibilit́e.

Lemme 7.1.11On a alors φ1 = IdK et φX∨ = (φX)∨.

Preuve. - Pour la premìereégalit́e, on remarque d’abord que 1est bien un objet de< X > (puis-
sance tensorielle d’exposant 0) et qu’il est idempotent, donc l’automorphismeφ1 deK aussi (⊗-
compatibilit́e).
Pour la secondéegalit́e, commençons par un peu d’algèbre lińeaire (cf. par exemple [7, chap. 2]).
L’isomorphisme canoniqueV∗⊗V ′→ HomK(V,V ′) associèa π⊗v′ le morphismex 7→ π(v)v′ de
V dansV ′. En particulier, siV = V ′, l’antéćedent de IdV par l’isomorphismeV∗⊗V→ End(V) se
calcule ainsi : on choisit une base arbitraire(ei) deV, on note(e∗i ) sa base duale ; et l’antéćedent
recherch́e est∑ei ⊗e∗i . Ce dernieŕelément est donc ind́ependant de la base(ei) choisie. Il donne
lieu à un morphisme canonique : {

K→V⊗K V∗,

1 7→ ∑ei⊗e∗i .

Pour tout automorphismef deV, la base duale de la base(ei) est la base
(

f∨(e∗i )
)
, d’où l’ égalit́e :

∑ei⊗e∗i = ∑ f (ei)⊗ f∨(e∗i ).

Cetteégalit́e dit que l’́elément∑ei ⊗e∗i est laisśe invariant par l’automorphismef ⊗ f∨ deV⊗K

V∗. En particulier, siρ est une repŕesentation deΓ dansV, cet élément est un point fixe de la
repŕesentationρ⊗ρ∨, et induit donc (d’apr̀es l’exercice 7.1.1) un morphisme canonique :

1→ X⊗X∨.

Revenant̀a notre famille(φY)Y, par fonctorialit́e et⊗-compatibilit́e, le morphisme ci-dessus four-
nit le diagramme commutatif suivant :

K //

φ1

��

V⊗V∗

φX⊗φX∨
��

K // V⊗V∗

Commeφ1 = IdK , on est rameńe à voir que, sif ∈ GL(V) et g∈ GL(V∗) rendent commutatif le
diagramme suivant :

K

{{xx
xx

xx
xx

x

##GG
GG

GG
GG

G

V⊗V∗
f⊗g // V⊗V∗,

alorsg = f ∨. Mais, (ei) désignant une base arbitraire deV et (e∗i ) la base duale deV∗, la base
duale de( f (ei)) est( f ∨(e∗i )) et l’image de 1∈ K dansV⊗V∗ est∑ei⊗e∗i = ∑ f (ei)⊗ f∨(e∗i ) (cf.
[7, chap 2,§4.2]), d’òu leségalit́es :

∑ f (ei)⊗g(e∗i ) = ∑ei⊗e∗i = ∑ f (ei)⊗ f∨(e∗i ) =⇒∀i , g(e∗i ) = f∨(e∗i ).

�
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En particulier, pour toutg∈ Γ, en posant pourY := (W,σ), φY := σ(g), on d́efinit unélément
de Gal(X) ; et l’on obtient ainsi un morphisme deΓ dans Gal(X). Enfin, pour tout́elément(φX)X

de Aut⊗(ω), la sous-famille(φY)Y, où Y parcourt les constructions sur unX fixé est uńelément
de Gal(X) ; et l’on obtient ainsi un morphisme de Aut⊗(ω) dans Gal(X), d’où enfin un triangle
commutatif :

Γalg

��
Γ

<<yyyyyyyyy // Gal(X)

Nous noteronsΓX l’image deΓ dans Gal(X).

Une autre façon d’aborder l’étude de Gal(X) est de regarder la composante de(φY)Y en la plus
simple des constructions surX, à savoirX lui-même. Par d́efinition, cette composanteφX est un
automorphisme de GL(X). On a donc une application :{

Gal(X)→GL
(
ω(X)

)
,

(φY)Y 7→ φX.

Cette application est un morphisme de groupes.

Proposition 7.1.12 Le morphisme (φY)Y 7→ φX de Gal(X) dans GL
(
ω(X)

)
est injectif.

Preuve. - En vertu du lemme 7.1.11 et de la⊗-compatibilit́e,φX détermine tous lesφY pour les ob-
jetsY de la formeTk(X)⊗T`(X∨) ; puis la fonctorialit́e permet d’́etendre cela aux sous-quotients
des sommes directes de tels objets.�

Le triangle commutatif pŕećedent s’enrichit donc en un diagramme commutatif :

Γalg

���� ##GG
GG

GG
GG

G

Γ

??~~~~~~~~
// // ΓX

� � // Gal(X) � � // GL
(
ω(X)

)
(Injections et surjections respectivement visualisées par↪→ et�.)

Théorème 7.1.13L’enveloppe proalgébrique est (en tant que groupe) la limite projective filtrante
des groupes de Galois :

Γalg = lim
←

Gal(X).

Preuve. - Nous allons d’abord préciser de quel système projectif il s’agit. Disons queX ≤ X′ s’il
existe unY tel queX′ = X⊕Y. La classe des objetsX munie de cette relation n’est pas vraiment
un ensemble ordonné : ce n’est pas un ensemble, et la relation est un préordre (elle n’est pas an-
tisymétrique). Pour pallier cela, on pourrait considérer l’ensemble des classes d’équivalence (c’en
est bien un !) et la relation d’ordre correspondante (c’en est bien une). Ce n’est pas absolument
nécessaire, la notion de système projectif s’́etendant sans peineà notre contexte, òu les indices sont
les objets d’une catégorie (cf. par exemple [22, III.4]). Notons que notre catégorie d’indexation est
filtrante puisqueX etY sont domińes parX⊕Y.
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LorsqueX ≤ X′, toute construction surX en est une surX′, donc< X > est une sous-catégorie
de< X′ > et le foncteurω|<X> est la restriction deω|<X′> à < X >. Tout⊗-automorphisme de
ω|<X′> induit par restriction un⊗-automorphisme deω|<X>, ce qui nous donne un morphisme de
groupes de Gal(X′) dans Gal(X). Naturellement, siX′ ≤ X′′, les morphismes Gal(X′)→ Gal(X)
et Gal(X′′)→ Gal(X′) ont pour compośe le morphisme Gal(X′′)→ Gal(X). On a donc bien, au
senśetendu, un système projectif (filtrant)X Gal(X).
La définition par restriction de ces morphismes de groupes est similaireà celle du morphisme
Γalg→Gal(X), et l’on a en fait des diagrammes commutatifs :

Gal(X′′)

uX′′
X′

��
Γalg

uX′′
::vvvvvvvvv uX′ //

uX

$$HHHHHHHHH Gal(X′)

uX′
X

��
Gal(X)

Dire que ces fl̀eches font deΓalg la limite projective des Gal(X), c’est dire que, pour chaque fa-
mille d’élémentsγX ∈Gal(X) telle queuX′

X (γX′) = γX pour tousX≤X′, il existe un uniqueγ∈ Γalg

tel queuX(γ) = γX pour toutX.
Pour le voir, on rappelle que, d’après la proposition ci-dessus, chaqueγX = (φX,Y)Y ∈ Gal(X) est
entìerement d́etermińee par son imageφX,X ∈GL

(
ω(X)

)
. (Pourêtre rigoureux, nous avons intro-

duit un premier indiceX dans la notation car il y aa priori une telle famille pour chaqueX.) La
condition de compatibilit́e desγX est exactement́equivalente au fait que la famille desφX,X définit
un élémentγ deΓalg ; ce dernier est l’unique antéćedent possible pour la famille desγX.�

7.2 Les th́eorèmes de structure

7.2.1 Structure alǵebrique des groupes de Galois Gal(X)

Notons d’abord que, pourP∈N[s, t] et pour toutK-espace vectorielV, on peut d́efinir comme
préćedemmentP(V,V∗) ; et que tout automorphismeφ∈GL(V) définit un automorphismeP(φ,φ∨)
deP(V,V∗). Le lecteur v́erifiera que l’on obtient ainsi un morphisme de groupes algébriques3 :

GL(V)→GL
(
P(V,V∗)

)
.

Pour tout sous-espaceW⊂ P(V,V∗), on en d́eduit que lesφ ∈GL(V) dont l’imageP(φ,φ∨) stabi-
liseW (c’est-̀a-dire le laisse globalement invariant) forment un sous-groupe algébrique de GL(V).
On en tire facilement :

Proposition 7.2.1 (i) Le morphisme injectif de la proposition 7.1.12 fait de Gal(X) un sous-
groupe algébrique de GL

(
ω(X)

)
.

(ii) Si X ≤ X′ (cf. la preuve du théorème 7.1.13), le morphisme Gal(X′)→ Gal(X) est un mor-
phisme de groupes algébriques.

3Cette construction ne relève pas de la remarque 7.1.2 carV P(V,V∗) n’est pas un foncteur.
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Pour pŕeciser le lien entreΓX et Gal(X), nous avons besoin d’une nouvelle forme ( !) du
théor̀eme de Chevalley. Cette dernière reposèa son tour sur une meilleure compréhension de la
repŕesentation ŕegulìere.

Représentation ŕegulière et constructions

SoientV unK-espace vectoriel de dimension finie etG un sous-groupe ferḿe de GL(V). Pour
toutP∈ N[s, t], on en d́eduit une repŕesentation rationnelle deG dansP(V,V∗).

D’autre part,G opèreà gauche sur son algèbre affine A(G) par g 7→ ρg, où ρg( f ) :=
(
h 7→

f (hg)
)
. (Le lecteur ravivera cette vieille connaissance en vérifiant que l’on a bien une opérationà

gauche.) Cette action est une représentation localement finie rationnelle.

L’action à droite deG sur lui-même d́efinie parRg(h) := hg s’étend imḿediatement en une
actionà droite deG sur GL(V) définie de m̂eme pourg∈G et h∈GL(V). Dualement, l’actioǹa
gauche deG sur A(G) définie parρg se rel̀eve le long du morphisme surjectif A

(
GL(V)

)
→ A(G)

en une actioǹa gauche deG sur A
(
GL(V)

)
, que nous noterons encoreg 7→ ρg, où l’on emploie la

même formuleρg( f ) :=
(
h 7→ f (hg)

)
mais pourg∈Get f ∈A

(
GL(V)

)
. Le morphisme d’alg̀ebres

A
(
GL(V)

)
→ A(G) est alors un morphisme de représentations (localement finies).

Lemme 7.2.2 Soit V ′⊂A(G) un sous-espace G-stable de dimension finie (donc une sous-représentation
de dimension finie). La représentation de G dans V ′ est un sous-quotient d’une représentation
P(V,V∗), P∈ N[s, t].

Preuve. - Elle vient de [37, p. 25], dont l’énonće est cependant plus géńeral. On peut la formuler
de manìere intrins̀eque, mais nous prendronsV = Kn etG⊂GL(V) = GLn(K), de sorte que :

A
(
GL(V)

)
= A

(
GLn(K)

)
= K[(Xi, j)1≤i, j≤n]

[
1

detX

]
.

On a not́e X la matrice(Xi, j). Si l’on voulait une formulation intrins̀eque, on remplacerait lesXi, j

par des formes lińeaires sur End(V) et l’on écrirait :

A
(
GL(V)

)
= A

(
End(V)

)
[1/det] = S•

(
(EndV)∗

)
[1/det].

L’algèbre A
(
GLn(K)

)
est la ŕeunion filtrante de ses sous-espaces vectoriels stables de dimension

finie :
Er,s := {F/dett | F ∈ K[(Xi, j)1≤i, j≤n],degF ≤ r et t ≤ s}.

La repŕesentation correspondante est un quotient du produit tensorielEr ⊗E′s, où :

Er := {F | F ∈ K[(Xi, j)1≤i, j≤n],degF ≤ r} et E′s :=
sM

t=0

Kdet−t .
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Nous allonśetudier chacune de ces deux représentations.
Soitg := (gi, j) ∈G⊂GLn(K). Son actionρg sur A

(
GLn(K)

)
est d́ecrite par les formules :

Xi, j 7→ (X.g)i, j =
n

∑
k=1

Xi,kgk, j ,

detX 7→ (detg)detX.

NotonsE := Vect(X1,1, . . . ,Xn,n) le sous-espace vectoriel deK[(Xi, j)1≤i, j≤n] engendŕe par lesXi, j .
En termes intrins̀eques, il correspond donc au sous-espace(EndV)∗= S1

(
(EndV)∗

)
deS•

(
(EndV)∗

)
.

L’espaceE est la somme directe desEi := Vect(Xi,1, . . . ,Xi,n). ChaqueEi est stable parG et l’ac-
tion deg∈ G sur sa base(Xi,1, . . . ,Xi,n) deEi est donńee par la matriceg (carXi, j 7→ ∑Xi,kgk, j ).
La repŕesentation correspondante est donc isomorpheà la repŕesentation deG surV, et l’on a un
isomorphisme de représentationsE 'Vn.
Le sous-espace vectoriel des polynômes homog̀enes de degré r deK[(Xi, j)1≤i, j≤n] estégalement
stable parG, et la sous-représentation correspondante estSr(E) ' Sr(Vn) (remarque 6.3.4 et le
troisième des exemples 7.1.9). Nous avons noté Er le sous-espace des polynômes de degré≤ r et
la repŕesentation associée, qui est donc un quotient d’unQ(V), Q∈ N[s].
La repŕesentationE′s est somme directe desK det−t pour t = 0, . . . ,s. ChaqueK det−t estégaleà
la puissance tensoriellete de K det−1, i.e., d’apr̀es le deuxìeme des exemples 7.1.9, du dual de
ΛdimV(X) Ainsi, E′s est un sous-quotient d’unR(V∗), R∈ N[t] et Er,s est un sous-quotient d’un
P(V,V∗), P∈ N[s, t].
Comme tout sous-espace de dimension finie de A(G) est inclus dans l’image par la surjection
A
(
GL(V)

)
→ A(G) d’un Er,s, le lemme est d́emontŕe.�

Remarque 7.2.3Le rôle du passage au dual est ici clair : il a uniquement servià inverser le
déterminant. L’exercice ci-dessous le confirme.

Exercice 7.2.4NotonsX la repŕesentationx 7→ x∈GL1(K) du groupeK∗ dans l’espace vectoriel
K. Déterminer tous les sous-quotients desP(X), P ∈ N[s]. Y trouve-t-on la repŕesentationx 7→
x−1 ∈GL1(K) (autrement dit, la représentation dualeX∨) ?

Exercice 7.2.5Reconstituer la d́emonstration diff́erente du lemme fournie dans [9, p. 40], basée
sur l’identification de GL(V) au ferḿe de EndV×EndV∗ d’équationsgh∨ = IdV .

Exercice 7.2.6Décrire matriciellement l’isomorphismeS•(V∗⊗V)' A
(
End(V)

)
.

Une troisième version du th́eorème de Chevalley

SoientV un K-espace vectoriel de dimension finie etH ⊂ G des sous-groupes fermés de
GL(V). On reprend les m̂emes notations que préćedemment pour les opérations deG sur A(G) et
sur lesP(V,V∗).

Théorème 7.2.7 (Chevalley)Il existe un sous-quotient V ′ d’une représentation P(V,V∗) de G et
un sous-espace W ⊂V ′ tels que G soit le stabilisateur de W dans V ′ :

H = {g∈G | gW⊂W}= {g∈G | gW = W}.
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Preuve. - Selon la d́emonstration du th́eor̀eme 6.3.2, il existe un sous-espaceV ′ ⊂A(G) de dimen-
sion finie et stable sousG, et un sous-espaceW ⊂V ′ tels queG soit le stabilisateur deW dansV ′.
Il suffit alors d’appliquer le lemme 7.2.2.�

La forme pratique la plus courante de ce théor̀eme est le crit̀ere de densité suivant :

Corollaire 7.2.8 Soient V un K-espace vectoriel de dimension finie, G un sous-groupe fermé de
GL(V) et H un sous-groupe arbitraire(pas nécessairement fermé) de G. On suppose que pour tout
sous-quotient V ′ d’une représentation P(V,V∗) de G, tout sous-espace W⊂V ′ qui est stabilisé par
H l’est par G. Alors H est Zariski-dense dans G.

Preuve. - Il suffit d’invoquer le th́eor̀eme de Chevalley pour le sous-groupe fermé H de G, puis
d’appliquer l’hypoth̀ese du corollaire‘aux espacesW ⊂V ′ fournis par le th́eor̀eme.�

Remarque 7.2.9Comme dans th́eor̀eme 6.3.8, on peut se ramener au cas où W est une droite.

Application au groupe de Galois

SoitX := (V,ρ) un objet deR epK(Γ). On a vu que l’imageΓX deΓ dans GL
(
ω(X)

)
= GL(V)

est incluse dans le sous-groupe fermé Gal(X) de GL(V).

Théorème 7.2.10 (de densité) Le groupe de Galois Gal(X) est l’adhérence de Zariski de ΓX dans
GL
(
ω(X)

)
.

Preuve. - D’après le crit̀ere de densité 7.2.8, il suffit de prouver que pour tout sous-quotientV ′

d’un P(V,V∗), et pour tout sous-espaceW ⊂ V ′, si W est stabiliśe parΓX, i.e. par Γ, il l’est par
Gal(X) ; mais un telW définit une repŕesentation deΓ et un objet de< X > : la propríet́e à vérifier
est donc exactement la définition de Gal(X).�

Corollaire 7.2.11 Si X ≤ X′, le morphisme Gal(X′)→ Gal(X) est surjectif.

Preuve. - Son image contient l’image deΓX′ , qui estΓX ; et elle est ferḿee (th́eor̀eme 5.4.4).�

7.2.2 Structure proalǵebrique du groupe tannakienΓalg

Énoncé et conśequences du th́eorème

PuisqueΓalg est la limite projective d’un système projectif filtrant dont tous les morphismes
sont surjectifs, on peut se demander si les morphismesΓalg→ Gal(X) sont surjectifs. C’est bien
le cas,mais pas pour des raisons ensemblistes: voir l’annexe A pour un exemple de système
projectif filtrant d’ensembles non vides dont toutes les applications sont surjectives et dont la
limite projective est vide. Le th́eor̀eme qui suit est donc un résultat de ǵeoḿetrie alǵebrique. Sa
preuve en est un peu plus fatigante que celle de la plupart des résultats de ce cours, et il faut bien
reconnaitre que le langage des schémas en groupes serait ici plus adapté que celui de la ǵeoḿetrie
algébrique “́elémentaire”.
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Théorème 7.2.12Les morphismes Γalg→ Gal(X) sont surjectifs.

Avant de d́emontrer ce th́eor̀eme, donnons-en des conséquences frappantes. NotonsI l’en-
semble des classes d’isomorphie d’objets deR epK(Γ) (il est ordonńe filtrant). Pour chaquei ∈ I ,
notonsGi := Gal(X), où X est un objet arbitrairement choisi dans la classei ; et Hi le noyau du
morphisme surjectif de groupesΓalg→Gi . Le premier corollaire est imḿediat :

Corollaire 7.2.13 Le groupe Γalg admet une famille filtrante décroissante de sous-groupes dis-
tingués Hi telle que :
(i) chaque Γalg/Hi est muni d’une structure de groupe algébrique ;
(ii) lorsque H j ⊂ Hi , la projection canonique Γalg/H j → Γalg/Hi est un morphisme de groupes
algébriques ;
(iii) les projections canoniques Γalg→ Γalg/Hi font du groupe Γalg la limite projective des groupes
Γalg/Hi .

Par d́efinition, ces propríet́es font deΓalg un groupe proalǵebriqueau sens de [32]. Le corol-
laire suivant est̀a peine moins imḿediat :

Corollaire 7.2.14 Tout morphisme de groupes de Γ dans un groupe algébrique G se factorise par
Γ→ Γalg→ G. Cette factorisation est unique si l’on impose de plus au morphisme de groupes
Γalg→ G d’être algébrique dans le sens suivant : il se factorise à travers un Γalg→ Γalg/Hi du
corollaire précédent.

On peut alors introduire la catégorie des représentations “rationnelles” deΓalg, définies comme
celles telles queΓalg→GL(V) est alǵebrique dans le sens préćedent ; on a alors :

Corollaire 7.2.15 Le morphisme canonique Γ→ Γalg induit une équivalence ⊗-compatible de
catégories de R epK(Γ) avec la catégorie des représentations rationnelles de Γalg.

Un groupe proalǵebrique est visiblement un objet plus géńeral qu’un groupe alǵebrique. Pour
pouvoir y appliquer les ḿethodes de la ǵeoḿetrie alǵebrique, nous allons introduire uneK-algèbre
qui jouera le r̂ole d’alg̀ebre affine de ce groupe ; ce sera bien entendu une algèbre de Hopf. Cette
K-algèbre de Hopf ne sera pas de type fini (sauf si le groupe est algébrique), mais on verra que
c’est une ŕeunion filtrante deK-algèbres de Hopf de type fini, ce qui palliera la difficulté.

Remarque 7.2.16Nos K-algèbres sont toutes réduites. En levant cette restriction, on arrive au
concept ǵeńeral de “sch́ema en groupes” (affine).

Dualit é de Gelfand pour les groupes alǵebriques

Avant de passer̀a la d́emonstration du th́eor̀eme 7.2.12, nous allons expliquer comment la
dualit́e de Gelfand s’enrichit dans le cas des groupes algébriques affines. Rappelons (page 47) que
l’on a not́e, pour tout ensemble algébrique affineX d’algèbre affineA := A(X) :

X (A) := X := MorA lgK
(A,K).

L’applicationx∈ X 7→
(
χx : f 7→ f (x)

)
est une bijectionX→ X , dont la bijection ŕeciproque as-

socieà (χ : A→ K) l’unique x∈ X tel queMx = Ker χ. Pour tout id́eal I deA, le ferḿe VX(I) de
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X correspond ainsìa VX (I) := {χ ∈ X | Ker χ⊃ I}.

Si l’on note maintenantG un groupe alǵebrique affine,A := A(G) est une alg̀ebre de Hopf (sec-
tion 5.2). Nous noterons respectivement∆,e,Ssa comultiplication, son augmentation et son anti-
pode. Les oṕerations du groupeG correspondent alors, par la bijection ci-dessus, aux opérations
suivantes surX := X (A) :

– la multiplication surX est donńee par(χ,χ′) 7→mK ◦ (χ⊗χ′)◦∆, où mK : K⊗K→ K est la
multiplication ;

– le neutre deX est l’augmentatione;
– l’inversion dansX est donńee parχ 7→ χ◦S.

On obtient ainsi une antiéquivalence entre la catégorie des groupes algébriques affines et la catégorie
des alg̀ebres de Hopf commutatives réduites qui sont de type fini surK. Nous appelleronsaffines
oualgébriquesces dernìeres et nous dirons simplement “algèbre de Hopf” pour “alg̀ebre de Hopf
commutative ŕeduite” (sans hypoth̀ese de finitude).

Si A est une alg̀ebre de Hopf (commutative réduite) quelconque (i.e. pas ńecessairement af-
fine), on peut encore définir l’ensembleX (A) := MorA lgK

(A,K) et le munir de deux structures :
– une structure d’espace topologique dont les fermés sont d́efinis comme lesVX (I) ci-dessus ;
– une structure de groupe dont les opérations sont encore définies comme ci-dessus.

Les m̂emes calculs que dans le cas des groupes algébriques permettent de voir que tout mor-
phismeA→ B d’algèbres de Hopf induit un morphisme de groupesX (B)→ X (A) qui est de plus
une application continue. De m̂eme, siA→ B est injectif, resp. surjectif, alorsX (B)→ X (A) est
une application dominante, resp. une immersion fermée (i.e. un isomorphisme avec un fermé de
l’espace d’arriv́ee).

Lemme 7.2.17Soient A une algèbre de Hopf et (Ai) une famille de sous-algèbres de Hopf de
A telle que A =

S
Ai . Les morphismes X (A)→ X (Ai) induisent un isomorphisme de groupes de

X (A) sur la limite projective des X (Ai).

Preuve. - LesX (Ai) forment un syst̀eme projectif filtrant et uńelément de la limite projective est la
donńee d’une famille( fi) de morphismesfi : Ai→ K, compatibles par restrictions ; ce qui est bien
la même chose qu’un morphismef : A→K, d’où une bijection deX (A) sur la limite projective des
X (Ai), et m̂eme un isomorphisme de groupes, vue la description géńerale des limites projectives
de groupes. (Nous ne nous occupons pas ici de l’aspect topologique afin d’éviter la description de
la topologie limite, qui n’est pas une chose simple.)�

Nous allons “ŕealiser”Γalg sous la formeX (A) pour une certaine algèbre de HopfA obtenue
comme ŕeunion filtrante d’alg̀ebres de Hopf affines.

Compléments sur les alg̀ebres de Hopf

Nous dirons qu’une sous-algèbreB d’une alg̀ebre de HopfA de comultiplication∆ et d’anti-
podeSen est unesous-alg̀ebre de Hopfsi S(B) ⊂ B et ∆(B) ⊂ B⊗B. (Il n’y a pas de condition
impośee sur l’augmentation, elle se réalise automatiquement.)

Lemme 7.2.18Si B,C sont des sous-algèbres de Hopf (resp. des sous-algèbres de Hopf affines)
de l’algèbre de Hopf A, la sous-algèbre BC qu’elles engendrent l’est aussi.
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Preuve. - SoitD := BC. Alors ∆−1(D⊗D) est une sous-algèbre deA puisque∆ est un morphisme
d’algèbres. Cette sous-algèbre contient∆−1(B⊗B) qui contientB, puisqueB est une sous-algèbre
de Hopf ; et∆−1(D⊗D) contient de m̂emeC, doncBC= D, donc∆(D)⊂D⊗D. On v́erifie de la
même manìere queS(D)⊂ D.
Pour la propríet́e d’être affine, il suffit de remarquer que, si lesK-algèbresB etC sont respective-
ment engendrées par les parties finiesE etF , alorsBC est engendrée par la partie finieE∪F .�

Lemme 7.2.19Toute algèbre de Hopf A est réunion filtrante de sous-algèbres de Hopf affines.

Preuve. - (On la tire de [37, p. 24].) Grâce au lemme préćedent, il suffit, pour toutv ∈ A, de
construire une sous-algèbre de Hopf affineB deA contenantv. Soit (ai) une base deA. Pour tout
K-espace vectorielM, toutélément deM⊗A admet donc une uniquéecriture de la forme∑mi⊗ai .
Par exemple, prenantM = A, on a∆(ai) = ∑ai, j ⊗a j . De m̂eme, on peut́ecrire∆(v) = ∑vi⊗ai .
NotonsV le sous-espace vectoriel deA engendŕe parv et lesvi . Nous allons voir que∆(V)⊂V⊗A.
Il est clair par construction que∆(v) ∈V⊗A. Par coassociativité :

∑∆(vi)⊗ai = (∆⊗ IdA)◦∆(v) = (IdA⊗∆)◦∆(v) = ∑vi⊗∆(ai) = ∑vi⊗ai, j ⊗a j .

Par le principe d’unicit́e ci-dessus appliqué àM := A⊗A :

∆(vi) = ∑v j ⊗a j,i ∈V⊗A,

d’où la conclusion. On peut poserv0 := v et a j,0 := a j , de sorte que cettéegalit́e est encore vraie
pour i = 0.
Consid́erons maintenant le sous-espace vectorielU deA engendŕe par lesvi et lesai, j . Un calcul
similaire (et laisśe au lecteur) permet de voir que∆(U)⊂U⊗U . Soit ensuiteL le sous-espace vec-
toriel deA engendŕe parU etS(U). On voit en appliquant la propriét́e caract́eristique de l’antipode
(section 5.2) que∆(L)⊂ L⊗L et queS(L)⊂ L. Les m̂emes calculs que dans la démonstration du
lemme pŕećedent entrainent que laK-algèbreB engendŕee parL est une sous-algèbre de Hopf ; et
il est évident qu’elle est affine.�

Ce lemme dit que le groupeX (A) est limite projective filtrante de groupes algébriques affines.
Pour les deux lemmes qui suivent, nous introduirons une terminologie non standard. Nous dirons
qu’une extension d’alg̀ebresB⊂C est “fidèle” si, pour tout id́eal maximalM de B, l’id éalMC
deC est propre,i.e. MC 6= C, i.e. 1 6∈MC. Cette notion est motiv́ee par la notion d’extension
“fidèlement plate” en alg̀ebre commutative, et l’on peut d’ailleurs démontrer [37, p. 109] que
toute extension d’alg̀ebres de Hopf (sur un corps, mais pas nécessairement réduites)B⊂ C est
“fidèlement plate” (ce qui renforce le lemme 7.2.21 ci-dessous).

Lemme 7.2.20Soit B une sous-algèbre de Hopf de l’algèbre de Hopf C. On suppose que C est
une extension fidèle de type fini de B. Alors le morphisme de groupes X (C)→ X (B) est surjectif.

Preuve. - Soit χ : B→ K un morphisme d’alg̀ebre ; son noyauM est un id́eal maximal de corps
résiduelK. La K-algèbreC/MC = (B/M)⊗B C est de type fini surK = B/M, et elle est non
triviale. D’apr̀es le nullstellensatz, il existe un morphisme d’algèbreC/MC→ K, autrement dit,
un morphisme d’alg̀ebreχ′ : C→ K dont le noyau contientMC. La restriction deχ′ à B a donc
pour noyauM, d’où l’on déduit queχ appartient̀a l’image deX (C)→ X (B).�
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Lemme 7.2.21Soit B une sous-algèbre de Hopf de l’algèbre de Hopf C. Alors C est une extension
fidèle de B.

Preuve. - Soit M un idéal maximal deB et supposons queMC = C. On a donc 1= ∑mici , où
lesmi ∈M et lesci ∈C. D’après le lemme 7.2.19, lesmi appartiennent tous̀a un id́eal maximal
d’une sous-alg̀ebre de Hopf affineB′ deB, et lesci appartiennent tous̀a une sous-alg̀ebre de Hopf
affineC′ deC, dont on peut supposer qu’elle contientB′. L’applicationX (C′)→ X (B′) est alors
un morphisme dominant de groupesalgébriques, donc surjective d’après le th́eor̀eme 5.4.44. Mais
la relation 1= ∑mici entraine qu’aucunχ ∈ X (B′) dont le noyau contient lesmi (et il en existe)
n’est dans l’image, TILT.�

Remarque 7.2.22Les alg̀ebres de Hopf ont des propriét́es beaucoup plus “rigides” que les simples
algèbres. Il est par exemple démontŕe dans [1, th. 4.2.7, p. 180] que toute sous-algèbre de Hopf
d’une alg̀ebre de Hopf int̀egre affine est elle-m̂eme affine. L’exercice ci-dessous montre que rien
d’équivalent ne se produit pour une simple algèbre. (La propríet́e de fid̀ele platitudéevoqúee plus
haut est un autre exemple de cette rigidité.)

Exercice 7.2.23(i) SoientA := K+XK[X,Y] etI := XK[X,Y]. Vérifier queA est une sous-algèbre
de K[X,Y], queI en est un id́eal maximal de corps résiduelK, queI2 = X2K[X,Y] et que leK-
espace vectorielI/I2 admet pour base les classes desXYn, donc est de dimension infinie.
(ii) En déduire queI n’est pas un id́eal de type fini, queA n’est pas un anneau noetherien, et donc
pas uneK-algèbre de type fini.

Démonstration du théorème 7.2.12

Preuve. - On noteraGi les Gal(X) et I l’ensemble ordonńe filtrant de leurs indices,i.e. les
classes d’isomorphie deR epK(Γ). Puisque, pourj > i, le morphismeG j → Gi est surjectif, on
peut identifier l’alg̀ebreAi := A(Gi) à une sous-alg̀ebre de Hopf deA j := A(G j).

Par dualit́e de Gelfand (page 97) chaqueGi s’identifie à X (Ai) := MorA lgK
(Ai ,K), donc leur

limite projectiveΓalg à :

Γalg = lim
←

Gi = lim
←

MorA lgK
(Ai ,K) = MorA lgK

(A,K), où A := lim
→

Ai =
[

Ai .

Les morphismes
(

∆i : Ai→ Ai⊗Ai ,ei : Ai→ K,Si : Ai→ Ai

)
qui font desAi des alg̀ebres de Hopf

(et qui correspondent aux structures de groupes sur lesGi , cf.page 97) passentà la limite inductive

en des morphismes
(

∆ : A→ A⊗A,e : A→ A,S : A→ K
)

qui font deA une alg̀ebre de Hopf et

qui fournissent une structure de groupe surG := X (A). Ce dernier h́erite de plus (par dualité de
Gelfand) de la topologie de Zariski. Noter que chaque morphismeG→ X (Ai) est dominant.
On raisonne en partant dex0 ∈G0 := Gal(X0) (on note ici 0 l’un des indices). Par dualité de Gel-
fand, cex0 correspond̀a un morphisme d’alg̀ebreχ0 : A0→K, que l’on veut́etendre enχ : A→K.
Pour cela, on considère l’ensemble des couples(A′,χ′), où A′ est une sous-algèbre de Hopf deA
contenantA0 et òu χ′ : A′→ K est un morphisme d’alg̀ebre quiétendχ. On ordonne cet ensemble

4C’est ici que l’on voit qu’il s’agit bien de ǵeoḿetrie alǵebrique et pas simplement d’algèbre !
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en posant(A′,χ′) ≺ (A′′,χ′′) si A′ ⊂ A′′ et siχ′′ étendχ′. Cet ensemble est stable par réunion fil-
trante, donc inductif, et, d’après le lemme de Zorn, il admet donc unélément maximal(A′,χ′). Il
s’agit de voir queA′ = A.
Dans le cas contraire, l’une desAi n’est pas incluse dansA. La sous-alg̀ebre de HopfB′ := A′Ai de
A (lemme 7.2.18) contient strictementA′, et il suffira d’yétendreχ′ pour contredire la maximalité
de (A′,χ′). Or, l’extensionA′ ⊂ B′ est fid̀ele (lemme 7.2.21) et de type fini (parce queAi est de
type fini surK), et il découle du lemme 7.2.20 queX (B′)→ X (A′) est surjectif, ce qui achève la
démonstration.�

7.3 L’enveloppe proalǵebrique de Z sur C et ses incarnations

Voici maintenant un exemple non trivial d’enveloppe proalgébrique, qui a de plus le charme
de posśeder une interprétation topologique.

7.3.1 Rappels et compĺements surR epC(Z)

À une repŕesentation(V,ρ) deZ dans unC-espace vectoriel de dimension finieV, on a associé
d’une part le couple(V,φ), où φ := ρ(1) ∈ GL(V) ; et d’autre part leR-module de groupe additif
sous-jacentV, où Rest l’anneau principalC[X,X−1] et òu la multiplication externe est définie par
P.v := P(φ)(v). On a ainsi obtenu deśequivalences de catégories :

R epC(Z) {couples(V,φ)} {R-modules de torsion de type fini}.

Dans la cat́egorie du milieu, les morphismes de(V,φ) dans(V ′,φ′) sont les applications lińeaires
u : V→V ′ telles queφ′ ◦u = u◦φ.

Descriptions de la structure tannakienne

Le foncteur d’oubliω se d́ecrit ainsi dans chaque catégorie :à un objet(V,ρ) de la premìere,
il associeV ; à un objet(V,φ) de la deuxìeme, il associeV ; à unR-module de torsion de type fini,
il associe l’espace vectoriel sous-jacent (donc obtenu par restriction des scalaires deR àC).

Le produit tensoriel et le dual se décrivent tr̀es bien dans la première cat́egorie :

(V,ρ)⊗ (V ′,ρ′) = (V⊗V ′,ρ⊗ρ′) et (V,ρ)∨ = (V∗,ρ∨);

et dans la seconde catégorie :

(V,φ)⊗ (V ′,φ′) = (V⊗V ′,φ⊗φ′) et (V,φ)∨ = (V∗,φ∨).

Mais ils n’admettent pas de description simple dans la troisième cat́egorie.

Exercice 7.3.1Décrire l’unit́e dans chacune des trois catégories.
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Description “axiomatique” du groupe tannakien

Ici, nous pŕeférons la cat́egorie du milieu. Uńelément de Aut⊗(ω) est la donńee, pour tout
(V,φ), d’un φ ∈GL(V), donńee assujettie aux deux contraintes :

1. Fonctorialit́e : pour toutu : V→V ′ tel queφ′ ◦u = u◦φ, on aφ′ ◦u = u◦φ.

2. ⊗-compatibilit́e : φ⊗φ′ = φ⊗φ′.
En prenant pouru un isomorphisme dans la première relation, on voit que, si(V,φ)' (V ′,φ′),

alorsφ et φ sont semblables. En prenant (toujours dans la première relation)(V ′,φ′) = (V,φ) et
u := φ , on voit que :

φ◦φ = φ◦φ.

Ces conśequences de la première relation s’appliquent donc̀a toutélément(V,φ) 7→ φ du groupe
Aut(ω) des automorphismes (non nécessairement tensoriels) deω.

Exercice 7.3.2Dans la troisìeme cat́egorie,φ est un automorphisme deR-modules.

7.3.2 Calcul de Aut(ω)

Pour commencer, on ne s’occupera pas des conséquences de la contrainte de⊗-compatibilit́e.

Composante semi-simple

Pourétudier l’effet de l’action de Aut(ω) sur leséléments propres, on prendra pour cadre la
cat́egorie des(V,φ). On veut d́ecrire au mieux uńelément(V,φ) 7→ φ de Aut(ω). Les conśequences
explicitées ci-dessus de la contrainte de fonctorialité s’appliquent donc.

Pour toute droiteD, le groupe GL(D) est canoniquement isomorpheà C∗ et l’on écrira plut̂ot
(D,λ) avecλ ∈ C∗. Soient doncD,D′ deux droites etλ,λ′ ∈ C∗. Pour que les objets(D,λ) et
(D′,λ′) soient isomorphes, il faut, et il suffit, queλ = λ′ (exercice facile et amusant pour le plaisir
du lecteur). Si c’est le cas, on a vu queλ etλ′ sont semblables, autrement ditégaux puisqueC∗ est
commutatif. On a donc, pour toutélément de Aut(ω), une application bien d́efinie λ 7→ λ deC∗

dans lui-m̂eme telle que notréelément de Aut(ω) envoie(D,λ) surλ.

Soit φ ∈GL(V) et soitλ une valeur propre deφ. Notantx∈V \{0} un vecteur propre associé
à λ, l’ égalit́e φ(x) = λx dit que l’applicationt 7→ tx deC dansV définit un morphisme de(C,λ)
dans(V,φ). La fonctorialit́e se traduit alors par la relationφ(x) = λx. Ainsi, tout vecteur propre de
φ est un vecteur propre deφ.

Le produit(V×W,φ×ψ) est muni de projectionsp,q qui sont des morphismes vers(V,φ) et
(W,ψ). Par fonctorialit́e, on a les relations :

p◦φ×ψ = φ◦ p etq◦φ×ψ = ψ◦q,

d’où l’on tire :
φ×ψ = φ×ψ.

La formation deφ commute donc̀a la formation de blocs.
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Supposons maintenantφ semi-simple, de valeurs propresλ1, . . . ,λn et soitx1, . . . ,xn une base
de vecteurs propres associés. On aV =

L
Cxi et même(V,φ) =

L
(Cxi ,λi). On d́eduit alors de ce

qui pŕec̀ede :
(V,φ) =

M
(Cxi ,λi).

En termes matriciels, si(V,φ) = (Cn,S) avecS∈ GLn(C), et siS= PDiag(λ1, . . . ,λn)P−1, alors
S= PDiag(λ1, . . . ,λn)P−1.

Exercice 7.3.3Soit γ une application arbitraire deC∗ dans lui-m̂eme.
(i) Soit φ∈GL(V) semi-simple, de valeurs propresλ1, . . . ,λn et soitx1, . . . ,xn une base de vecteurs
propres associés. Montrer que l’automorphisme deV défini parxi 7→ γ(λi)xi est ind́ependant du
choix de la base de diagonalisation choisie. On le noteraγ(φ).
(ii) Soit S= PDiag(λ1, . . . ,λn)P−1 ∈GLn(C) une matrice diagonalisable. Montrer que la matrice
PDiag

(
γ(λ1), . . . ,γ(λn)

)
P−1 ne d́epend que deS et deγ, et non de la matrice de passageP. On

noteraγ(S) cette matrice.

Composante unipotente

Pourétudier l’effet sur les blocs de Jordan, il sera plus commode d’adopter le point de vue
desR-modules. Le bloc de Jordan cyclique de valeur propreα ∈C∗ et de taillen est un objet bien
défini à isomorphisme près. LeR-module correspondant s’identifieà R/ < πn

α >, où πα := X−α
est premier dansR. D’après l’exercice 7.3.2, on doit lui associer un automorphisme duR-module
R/ < πn

α >. Ce dernieŕetant monog̀ene, cet automorphisme est une homothétie de rapport :

yn ∈ (R/ < πn
α >)∗,

défini à conjugaison près, donc absolument (c’est-à-dire ne d́ependant que deα etn) puisqueRest
commutatif. Par exemple, pourn = 1, on retrouve la situation semi-simple vue plus haut et :

y1 = γ(α) ∈ C∗ = (R/ < πα >)∗.

Dans le cas ǵeńeral, la contrainte de fonctorialité appliqúee aux surjections canoniques :

R/ < πn
α >→ R/ < πn−1

α >

entraine que la famille(yn) est compatible avec ces surjections, donc appartientà la limite projec-
tive :

lim
←

(R/ < πn
α >)∗ =

(
lim
←

R/ < πn
α >
)∗ =

(
C[[X−α]]

)∗
.

On a utiliśe l’isomorphismeC[X,X−1]/(X−α)n'C[X]/(X−α)n (valable pourα 6= 0) et l’exemple
2.2.11. Puisque

(
C[[X−α]]

)∗
code l’effet deśeléments de Aut(ω) sur les blocs de Jordan de valeur

propreα, on obtient :

Théorème 7.3.4Le groupe Aut(ω) des automorphismes (pas nécessairement ⊗-compatibles) du
foncteur ω est isomorphe au groupe produit ∏

α∈C∗

(
C[[X−α]]

)∗.
Preuve. - Les raisonnements qui préc̀edent donnent une application injective de Aut(ω) dans ce
produit. La composition dans Aut(ω) se traduit par des compositions d’homothéties, donc des pro-
duits de facteurs d’homothétie, ce qui montre que cette application est un morphisme de groupes.
Pour la surjectivit́e, voir l’exercice qui suit.�
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Exercice 7.3.5 Étant donńe unélément(ŷα) de ∏
α∈C∗

(
C[[X−α]]

)∗
, décrire son effet(V,φ)→ φ

commeélément de Aut(ω) et en d́eduire que le morphisme ci-dessus est surjectif. Par exemple,
l’effet sur les composantes semi-simples est décrit par l’applicationγ qui, à α ∈ C∗, associe le
terme constanty1 de ŷα ∈

(
C[[X−α]]

)∗
.

7.3.3 Calcul de Zalg = Aut⊗(ω)

On consid̀ere maintenant uńelément de Aut⊗(ω), sous sa forme(V,φ) 7→ φ. Outre la contrainte
de fonctorialit́e, exploit́ee ci-dessus, il doit satisfaire la contrainte de⊗-compatibilit́e :

φ⊗φ′ = φ⊗φ′.

Par exemple, le cas de(C,λ)⊗ (C,µ) donne :

λµ= λµ,

autrement dit, l’applicationγ : λ 7→ λ est un morphisme de groupes :

γ ∈ Homgr(C∗,C∗).

Décrivons les blocs de Jordan sous la forme(Cn,ξλ,n), où :

ξλ,n :=


λ 1 0 . . . 0
0 λ 1 . . . 0
0 0 λ . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . λ

 .

De l’isomorphisme :
(Cn,ξλ,n)' (Cn,ξ1,n)⊗ (C,λ),

on d́eduit qu’il suffira de d́eterminer lesξ1,n. Pour cela, on remarque que sa base canonique
( f1, . . . , fn) vérifie ξ1,n( fi) = fi + fi−1 (par conventionf0 = 0). De m̂eme, la base canonique
(g1, . . . ,gn+1) de Cn+1 vérifie ξ1,n+1(gi) = gi + gi−1 et la base canonique(e1,e2) de C2 vérifie
ξ1,2(ei) = ei +ei−1.

Lemme 7.3.6 Il y a un unique morphisme :

u : (Cn+1,ξλ,n+1)→ (Cn,ξ1,n)⊗ (C2,ξ1,2)

tel que u(gn+1) = fn⊗e2, et ce morphisme est injectif.

Preuve. - Puisque(Cn+1,ξλ,n+1) est cyclique, il suffit de voir que :

(ξ1,n⊗ξ1,2− Id)p( fn⊗e2) = 0⇐⇒ p≥ n+1.

Mais on v́erifie par ŕecurrence que c’est une combinaison linéaire de fi ⊗ ej tels quei + j ≤
n+2− p, les termes tels quei + j = n+2− p ayant des coefficients non nuls.�
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On a donc : (
ξ1,n⊗ξ1,2

)
◦u = u◦ξ1,n+1.

On sait d́ejà queξ1,1 = 1 (c’est d̂u au fait queγ est un morphisme de groupes). Commeu est
injectif, la connaissance deξ1,2 et deξ1,n détermineξ1,n+1. Autrement dit, il y a au plus une suite
(ξ1,n) correspondant̀a unξ1,2 donńe.

De la suite exacte :

0→ (C,ξ1,1)→ (C2,ξ1,2)→ (C,ξ1,1)→ 0,

on d́eduit queξ1,2 est triangulaire suṕerieure unipotente :

ξ1,2 =
(

1 λ
0 1

)
= ξλ

1,2.

On vérifie facilement qu’en posant pour toutn :

ξ1,n := ξλ
1,n,

on d́efinit une suite
(

ξ1,n

)
telle que toutes les contraintes (fonctorialité et⊗-compatibilit́e) sont

satisfaites. C’est la seule possible pour unλ ∈C, donc pour unξ1,2 donńe. Ainsi, notréelément de
Aut⊗(ω) est totalement caractériśe, outreγ ∈ Homgr(C∗,C∗), par unλ ∈ C.

Théorème 7.3.7L’enveloppe proalgébrique de Z est le groupe :

Zalg = Aut⊗(ω) = Homgr(C∗,C∗)×C.

Preuve. - La bijection ŕesulte de ce qui préc̀ede. La multiplication dansZalg correspond̀a la com-
position des homoth́eties en ce qui concerne l’effet sur les valeurs propres, comme on l’avait déjà
dit en étudiant Aut(ω) : doncà la multiplication dans Homgr(C∗,C∗) définie par la structure de
groupe de l’ensemble d’arrivée, i.e. (γ1γ2)(α) := γ1(α)γ1(α). En ce qui concerne l’effet sur les
blocs unipotents, on doit effectuer le produit desξ1,2, donc additionner les coefficientsλ.�

Exercice 7.3.8Comment se plonge concrètement le groupe Aut⊗(ω) = Homgr(C∗,C∗)×C dans
le groupe Aut(ω) = ∏

α∈C∗

(
C[[X−α]]

)∗
?

Incarnation et structure proalgébrique de Zalg

Nous ne faisons ici que synthétiser les conśequence de l’́etude pŕećedente, sans détailler les
arguments.

Soit(γ,λ)∈Homgr(C∗,C∗)×C unélément deZalg. Soit(V,φ) un objet associéà une repŕesentation
deZ et soitφ = φsφu la décomposition de Dunford deφ ∈ GL(V). L’automorphismeφ deV cor-
respondant est alors :

φ = γ(φs)φλ
u.
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(La notationγ(φs) a ét́e introduite dans l’exercice 7.3.3.) Ainsi, la représentationρ : Z→ GL(V)
qui àn associeφn donne lieùa la repŕesentationZalg :→GL(V) qui à (γ,λ) associeγ(φs)φλ

u.

On saita priori que le morphismeZ→ Zalg détermine unéequivalence entreR epC(Z) et la
cat́egorie des représentations rationnelles deZalg (au sens de la section 7.2.2). On déduit donc de
la description ci-dessus que le morphismeZ→ Zalg est donńe par :

n 7→
(
(z 7→ zn),n

)
.

Dans une représentation(V,φ) donńee, l’effet de l’́elément(γ,λ) est trivial si, et seulement
si, les valeurs propres deφ appartiennent au noyau deγ ; et, soitλ = 0, soitφu = IdV . Le groupe
de Galois correspondant admet donc comme composante unipotente soit 0 soitC selon queφ est
ou non semi-simple ; et comme composante semi-simple Homgr(S,C∗), où S est le sous-groupe
de C∗ engendŕe par les valeurs propresλ1, . . . ,λn de φ. C’est bien un groupe algébrique, que
l’on peut identifier au sous-groupe de(C∗)n formé par les images de(λ1, . . . ,λn) par tous les
γ ∈ Homgr(C∗,C∗). Pour une description plus précise, voir l’examen (annexe B). CommeC∗ est
la réunion filtrante de ses sous-groupesSde type fini, le groupe proalgébrique Homgr(C∗,C∗) est
la limite projective des groupes algébriques Homgr(S,C∗).
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Annexe A

Un exemple bizarre

Objectif. On va construire un système projectif(Ei , f j
i ) d’ensembles et d’applications tel que :

– l’ensemble ordonńe I des indices est filtrant ;
– les f j

i : E j → Ei , j ≥ i sont surjectifs ;
– notantE la limite projective du système etfi : E→ Ei ses applications structurales, lesfi ne

sont pas surjectifs.
En fait, lesEi seront non vides et leur limite projectiveE sera vide.

La construction. On prend pourI l’ensemble des parties dénombrables deR, ordonńe par in-
clusion ; il est bien clair qu’il est filtrant. Pour touti ∈ I , on pose :

Ei := {φ : i→ R | φ est injective d’image discrète}.

Si j ≥ i, c’est-̀a-dire sii ⊂ j, l’application f j
i : E j→Ei est simplement l’application de restriction :

en effet, siφ : j → R est injective d’image discrète, c’esta fortiori vrai de sa restriction au sous-
ensemblei. On v́erifie immédiatement qu’aucunEi n’est vide : il suffit de prendre pourφ ∈ Ei une
bijection dei surN.

Pour voir que chaquef j
i est surjectif, on remarque que, siφ : X → R est injective d’image

discr̀ete et siY est la ŕeunion disjointe deX et deX′, ce dernieŕetant d́enombrable, on peutétendre
φ en ψ : Y→ R en envoyantX′ dans un intervalle ouvert non vide du complémentaire de Imφ ;
cela peut̂etre fait de telle sorte queψ soit injective d’image discrète.

Lemme A.0.9 La limite projective des Ei est vide.

Preuve. - Un élément de la limite projectiveE est une famille(φi) telle que chaqueφi est injective
d’image discr̀ete et telle que, sii ⊂ j, φi est la restriction deφ j . En comparanti et j quelconques
à i ∪ j, on voit que deux quelconques de ces applications coı̈ncident sur leur domaine commun et
définissent donc une applicationφ : R→R (puisque les partie d́enombrables deR ont pour ŕeunion
R). L’applicationφ est telle que sa restrictioǹa toute partie d́enombrable deR est injective ; elle est
donc injective. Elle est aussi telle que l’image de toute partie dénombrable deR est discr̀ete. Cela
implique que Imφ est discr̀ete : sinon, une suite d’élémentsφ(xn) deuxà deux distincts aurait une
limite φ(x), et, prenant pouri l’ensemble forḿe dex et desxn, on aurait une contradiction. Nous
avons donc en fin de compte une partieφ(R) discr̀ete non d́enombrable deR, ce qui n’existe pas.�
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Annexe B

Examen de M2 sur “Équations
fonctionnelles et repŕesentations des
groupes alǵebriques”, 5 juin 2009

L’ épreuve dure quatre heures. L’usage des documents (notes de cours, polycopié) est autoriśe.

Dans tout le probl̀eme, la lettreK désigne un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle. On dira abusivement “algébrique” pour “alǵebrique affine”. Les ŕeponses doivent̂etre jus-
tifi ées sauf celles pour lesquelles cela est expressément indiqúe. Dans chaque section, les premières
questions sont́elémentaires.Les questions difficiles sont en italiques.

Le but du probl̀eme est de d́ecrireZalg, l’enveloppe proalǵebrique deZ, par des ḿethodes directes,
c’est-̀a-dire sans dualité tannakienne.

B.1 Groupes alǵebriques en dimension1

1) SoientX un ensemble alǵebrique affine etA := A(X) son alg̀ebre affine. Soitf ∈ A\ {0}.
On noteU l’ouvert affineDX( f ) := X \VX( f ). Rappeler sans justification quelle est l’algèbre af-
fine B deU . Démontrer que l’inclusionU → X est un morphisme d’ensembles algébriques. Quel
est son comorphisme ? On prend dorénavantX := K etU := K∗. Pŕeciser sans justification ce que
sont iciA, f etB. Déterminer les ferḿes deX = K et ceux deU = K∗.

2) Décrire tous les morphismes d’ensembles algébriquesK∗ → K et leurs comorphismes
A→ B. Décrire de m̂eme tous les morphismes d’ensembles algébriquesK→ K∗ et leurs comor-
phismesB→ A.

3) On noteGa le groupe alǵebrique(K,+) (“groupe additif”). D́eterminer ses sous-groupes
fermés. D́ecrire sans justification le comorphismeA→ A⊗A de l’addition. On noteGm le groupe
algébrique(K∗,×) (“groupe multiplicatif”). Déterminer ses sous-groupes fermés. D́ecrire sans
justification le comorphismeB→ B⊗B de la multiplication.
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4) Décrire tous les morphismes de groupes algébriques deGm dansGa et leurs comorphismes
A→ B. Décrire de m̂eme tous les morphismes de groupes algébriques deGa dansGm et leurs
comorphismesB→ A.

B.2 Morphismes deGa dans GLn(K)

1) SoitU ∈GLn(K) une matrice unipotente. On rappelle que(U − In)n = 0. Pour toutλ ∈ K,
on pose :

f (λ) :=
n−1

∑
k=0

(
λ
k

)
(U− In)k, où

(
λ
0

)
:= 1 et

(
λ
k

)
:=

1
k! ∏

0≤i≤k−1

(λ− i).

Vérifier quef (p) = U p pour p∈ N, p≥ n, puis quef (p+q) = f (p) f (q) pour p,q∈ N, p,q≥ n.

2) En d́eduire quef définit un morphisme de groupes algébriques deGa dans GLn(K). On
noteraUλ := f (λ).

3) Montrer que l’adh́erence de Zariski de{U p | p∈ Z} est le plus petit sous-groupe fermé de
GLn(K) contenantU . On noteG(U) ce groupe.

4) Déduire de ce qui préc̀ede et de la question 3 de la première section l’́egalit́e :G(U) = {Uλ |
λ ∈ K}. Ce groupe alǵebrique est-il isomorphe au groupe algébriqueGa ?

B.3 Caractères d’un groupe alǵebrique

Pour tout groupe alǵebriqueG, on noteX(G) l’ensemble des morphismes de groupes algébriques
de G dansGm. Les éléments deX(G) sont appeĺescaract̀eresde G. (Par d́efinition, on a donc
X(G)⊂ A(G).)

1) Vérifier qu’en posant(χ.χ′)(g) := χ(g)χ′(g) (autrement dit, la multiplication surX(G) est
la restriction de celle deA(G)), on fait deX(G) un groupe1. Soit H un sous-groupe ferḿe de
G. Vérifier que la surjection canoniqueA(G)→ A(H) induit un morphisme de groupesX(G)→
X(H).

2) On dit que le groupe algébriqueG estmultiplicatif si X(G) engendre laK-algèbreA(G).
Vérifier que cela revient̀a dire queX(G) engendre leK-espace vectorielA(G). Soit H un sous-
groupe ferḿe du groupe multiplicatifG. MontrerH est multiplicatif.

3) Pour tout groupe alǵebrique G, d́emontrer queX(G) est une partie libre de A(G) (théor̀eme
d’indépendance lińeaire des caract̀eres, de Artin-Dedekind). On pourra pour cela considérer une

relation linéaire non triviale la plus courte possible entre les caractères : L:=
m
∑

i=1
λiχi = 0, où les

χi sont deux̀a deux distincts, puis en tirer une relation plus courte L(g0g)−χ1(g0)L(g).

1En ǵeńeral,X(G) n’est pasun groupe alǵebrique.
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4) Déduire de la question 3 que, si H est un sous-groupe fermé du groupe alǵebrique mul-
tiplicatif G, le morphisme de groupesX(G)→ X(H) est surjectif. Soit alors E le noyau de ce
morphisme. D́emontrer la formule :

H = {g∈G | ∀χ ∈ E , χ(g) = 1}.

B.4 Groupes multiplicatifs monog̀enes

1) On noteTn le groupe alǵebrique((K∗)n,×) ; autrement dit,Tn = (Gm)n. Décrire sans jus-
tification son alg̀ebre affine, que l’on noteraBn, et le comorphisme de la multiplication. Pour tout
λ := (λ1, . . . ,λn) ∈ Zn, on noteraXλ := Xλ1

1 · · ·Xλn
n ∈ Bn. Montrer queX(Tn) est l’ensemble des

mon̂omesXλ.

2) À l’aide des ŕesultats de la section préćedente, montrer que tout sous-groupe algébriqueG
deTn est multiplicatif et qu’il existe un sous-groupeΛ deZn tel que :

G = {(x1, . . . ,xn) ∈ (K∗)n | ∀λ ∈ Λ , xλ = 1}=
\
λ∈Λ

KerXλ. On noteraT(Λ) ce groupe.

3) Soitx := (x1, . . . ,xn) ∈ (K∗)n. On noteΛx le groupe des relations multiplicatives entre les
xi :

Λx := {λ ∈ Zn |∏xλi
i = 1}.

Démontrer que le plus petit sous-groupe algébrique deTn contenantx estT(Λx). Ce groupe sera
not́eG(x). On dit quey := (y1, . . . ,yn)∈ (K∗)n est unerépliquedex si toute relation multiplicative
entre lesxi estégalement satisfaite par lesyi :

∀λ ∈ Zn , ∏xλi
i = 1 =⇒∏yλi

i = 1.

Autrement dit,Λx⊂ Λy. Vérifier queG(x) est l’ensemble des répliques dex.

4) Montrer que les ŕepliques de x:=(x1, . . . ,xn)∈ (K∗)n sont exactement les
(
φ(x1), . . . ,φ(xn)

)
,

où φ est un morphisme de groupes de K∗ dans lui-m̂eme. Pour montrer l’implication difficile, on
pourra utiliser le fait2 que,Γ étant un groupe arbitraire etΓ′ ⊂ Γ un sous-groupe, tout morphisme
Γ′→ K∗ s’étend en un morphismeΓ→ K∗.

B.5 Groupes monog̀enes dans GLn(K)

1) SoitS∈ GLn(K) une matrice semisimple et soitf : K → K une application arbitraire. On
écrit S= PDiag(d1, . . . ,dn)P−1 et l’on posef (S) := PDiag

(
f (d1), . . . , f (dn)

)
P−1. Montrer que

cette d́efinition ne d́epend pas du choix de la diagonalisation deS.

2Ce “fait” vient de ce que leZ-moduleK∗ estdivisible, doncinjectif, voir par exemple Lang.
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2) On noteHomgr(K∗,K∗) l’ensemble des morphismes de groupes deK∗ dansK∗. Déduire
de la question 4 de la section préćedente que le plus petit sous-groupe algébrique de GLn(K)
contenantSest :

G(S) = {φ(S) | φ ∈ Homgr(K∗,K∗)}.

3) Soit A∈GLn(K) et soit A= AsAu sa d́ecomposition de Dunford multiplicative. Déduire des
sections pŕećedentes l’́egalit́e :

G(A) = {φ(As)Aλ
u | (φ,λ) ∈ Homgr(K∗,K∗)×K}.

En d́eduire que l’enveloppe proalgébriqueZalg
K deZ sur K s’identifieà Homgr(K∗,K∗)×K. On

pourra utiliser le fait queZalg
K est la limite projective des groupes G(A), en sṕecifiant bien le

syst̀eme projectif concerńe. Les morphismesZalg
K →G(A) sont-ils surjectifs ?

B.6 Pour se pŕeparer à la deuxìeme session

Ce qui suit ne fait pas partie de l’examen du vendredi 5 octobre !

1) On noteVn le groupe alǵebrique(Kn,+) ; autrement dit,Vn = (Ga)n. Décrire sans justi-
fication son alg̀ebre affine, que l’on noteraAn, et le comorphisme de l’addition. V́erifier que tout
sous-espace vectoriel deKn définit un sous-groupe algébrique deVn.

2) Pour toutx ∈ Kn, montrer que l’applicationλ 7→ λx définit un morphisme de groupes
algébriques deGa dansVn et en d́ecrire le comorphisme.

3) Soit G un sous-groupe algébrique deVn. À l’aide de la question pŕećedente et de la ques-
tion 3 de la premìere section d́emontrer que, quelque soit x∈ Kn, soit Kx⊂G, soit Kx∩G = {0}.
En d́eduire que G= ∑

x∈G
Kx, puis une ŕeciproqueà la question 1.

4) Montrer que tout morphisme de groupes algébriques deGa dans GLn(K) est de la forme
λ 7→Uλ pour une certaine matrice unipotente U. On pourra trigonaliser simultanément tous les
f (λ) et utiliser la question 4 de la première section.
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Annexe C

Corrig é succinct de l’examen

C.1 Groupes alǵebriques en dimension1

1)

Solution :
B = A[T]/〈1−T f〉= A[1/ f ] = Af .
U s’identifie au ferḿe VX(1−T f) deX×K et l’inclusionU → X à la compośee de la seconde
projection (qui est un morphisme) avec l’inclusion de ce fermé (qui est un morphisme).
Le comorphisme est donc le composé deA→ A[T] et deA[T]→ A[T]/〈1−T f〉, donc le mor-
phisme canoniqueA→ Af .
A = K[X], f = X, B = K[X,1/X]. (On peut aussi prendre pourf n’importe quelcXm, c ∈ K∗,
m∈ N∗.)
Tout ferḿe deK distinct de lui-m̂eme est inclus dans unV (P), P ∈ K[X] non nul, donc est
fini ; réciproquement, tout ensemble fini est fermé (c’est vrai dans tout ensemble algébrique). Les
fermés deK sont doncK et ses sous-ensembles finis.
Pour la m̂eme raison (avecP∈ K[X,1/X]), les ferḿes deK∗ sontK∗ et ses sous-ensembles finis.

2)

Solution :
Pour d́ecrire un morphismeK∗ → K, on part du comorphismeK[X]→ K[X,1/X] qui est de la
forme Φ 7→ Φ ◦P, où P∈ K[X,1/X] est quelconque (c’est l’image deX) ; le morphisme corres-
pondant estx 7→ P(x). (On peut aussi remarquer qu’un morphismeK∗→ K est tout simplement
une fonction ŕegulìere surK∗ !)
Pour d́ecrire un morphismeK → K∗, on part du comorphismeK[X,1/X]→ K[X] qui est de la
forme Φ 7→ Φ ◦P, où P∈ K[X] est inversible, donc une constante non nulle arbitrairea∈ K ; le
morphisme correspondant est constantx 7→ a.

3)

Solution :
Parmi les sous-groupes fermés deGa, il y a {0} etGa. Tout sous-groupe non trivial est infini (car
K est de caractéristique nulle) ; s’il est ferḿe, c’est doncGa d’apr̀es la question 2. Les seuls sous-
groupes ferḿes deGa sont donc{0} etGa.
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Le comorphisme de l’addition est, au choix,

{
K[X]→ K[X]⊗K[X],
X 7→ X⊗1+1⊗X

, ou

{
K[X]→ K[X′,X′′],
X 7→ X′+X′′

.

Parmi les sous-groupes fermés deGm, il y a {1} et Gm. Tout sous-groupe propre fermé est fini
(question 2), donc de la formeµn := {x∈ K | xn = 1} (tous les sous-groupes du groupe multipli-
catif d’un corps sont de cette forme, et cycliques). Ces groupesétant finis sont ferḿes.

Le comorphisme de la multiplication est, au choix,

{
K[X,1/X]→ K[X,1/X]⊗K[X,1/X],
X 7→ X⊗X

, ou{
K[X]→ K[X′,X′′,1/X′,1/X′′],
X 7→ X′X′′

.

4)

Solution :
Les morphismes deK∗ dansK sont de la formex 7→ P(x), où P∈ K[X,1/X]. Les morphismes de
Gm dansGa correspondent auxP tels queP(xy) = P(x)+P(y). La d́erivation par rapport̀ax suivie
dex := 1 donneP′ = C/X ce qui n’est possible que siC = 0, doncP constant. Le seul morphisme
deGm dansGa est donc le morphisme trivial et son comorphisme estP 7→ P(0).
Les morphismes deK dansK∗ sont constants ; le seul morphisme deGa dansGm est donc le
morphisme trivial et son comorphisme estP 7→ P(1).

C.2 Morphismes deGa dans GLn(K)

1)

Solution :
En appliquant la formule du binômeà

(
In +(U − In)

)p
et en tenant compte de la nilpotence, on

trouve f (p) = U p pour p≥ n.
L’ égalit́e f (p+q) = f (p) f (q) pour p,q≥ n en d́ecoule imḿediatement.

2)

Solution :
La forme de f montre que c’est une fonction polynomiale, donc un morphisme d’ensembles
algébriques. Fixonsp≥ n. Alors les fonctions polynomialesf (p+ µ) et f (p) f (µ) sont égales
pour une infinit́e de valeurs deµ∈ K, doncégales. En ŕeitérant le raisonnement avecp,λ au lieu
deq,µ, on obtient l’́egalit́e f (λ+µ) et f (λ) f (µ) pour tousλ,µ∈ K, d’où la conclusion.

3)

Solution :
SoitΓ := {U p | p∈ Z} : c’est un sous-groupe de GLn(K), son adh́erence est donc un sous-groupe
fermé de GLn(K) contenantU . Par ailleurs, tout sous-groupe fermé de GLn(K) contenantU
contientΓ (car sous-groupe) donc son adhérence (car ferḿe). La conclusion est alors imḿediate.

4)

113



Solution :
L’image ŕeciproquef−1

(
G(U)

)
est un sous-groupe fermé deGa contenantZ, c’est doncGa, et

G(U) contient{Uλ | λ∈K}. Mais ce dernier est un sous-groupe fermé de GLn(K), car image d’un
morphisme de groupes algébriques : c’est doncG(U) par minimalit́e de celui-ci.
Le noyau def est égal à {0} ou Ga. Dans le premier cas, qui se produit siU 6= In, on a un
isomorphisme deGa surG(U). Dans le deuxìeme cas, qui se produit siU = In, on a bien entendu
G(U) = {In}.

C.3 Caractères d’un groupe alǵebrique

1)

Solution :
Il est clair queχχ′ ∈ A(G) et que c’est un morphisme de groupes, donc unélément deX(G) : on a
donc bien une loi de composition interne, qui estévidemment associative. L’application constante
1 est le neutre. Il faut v́erifier queχ−1 := (g 7→ χ(g)−1) est dansX(G), car ce sera alors l’inverse de
χ. Mais il estévident que c’est un morphisme de groupes, et c’est aussi un morphisme d’ensembles
algébriques comme composé deχ et de l’inversion dansK∗.
L’image deχ ∈ X(G) dansA(H) est un morphisme de groupes donc unélément deX(H) ; et la
restrictionàH est compatible avec la multiplication.

2)

Solution :
Toute partie qui engendre leK-espace vectorielA(G) engendrea fortiori la K-algèbreA(G). Dire
queX(G) engendre laK-algèbreA(G), c’est dire que les produits d’éléments deX(G) engendrent
le K-espace vectorielA(G) ; mais ces produits sont eux-mêmeśeléments deX(G).
PuisqueX(G) est une partie ǵeńeratrice duK-espace vectorielA(G), son image par l’application
linéaire surjectiveA(G)→A(H) est une partie ǵeńeratrice duK-espace vectorielA(H) ; mais cette
image est contenue dansX(H), qui est donćegalement une partie géńeratrice deA(H).

3)

Solution :
Supposons par l’absurde queX(G) n’est pas libre. Il existe donc une combinaison linéaire non

triviale L :=
m
∑

i=1
λiχi , avecm≥ 1, tous lesλi ∈ K∗, les χi ∈ X(G) deuxà deux distincts et telle

que L(g) = 0 pour toutg ∈ G. On choisit une telle relation avecm minimum. Puisque lesχi

sont non nuls,m≥ 2. Soit g0 ∈ G tel queχ1(g0) 6= χm(g0) (possible puisqueχ1 6= χm). Alors

L(g0g)−χm(g0)L(g) = L′(g), où L′ :=
m−1
∑

i=1

(
χi(g0)−χm(g0)

)
λiχi est identiquement nul, et fournit

donc une relation lińeaire du m̂eme type que la préćedente mais strictement plus courte, TILT.

4)
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Solution :
L’image de la baseX(G) de A(G) est incluse dans la baseX(H) de A(H), dont c’est une partie
géńeratrice ; elle est donćegaleàX(H).
Une inclusion est́evidente. Pour prouver l’autre, on va démontrer que l’id́eal IG(H) de H dans
G est engendré par lesχ−1 avecχ ∈ E, ce qui suffiraévidemment. Soit doncP∈ A(G) nul sur
H. On écrit P comme combinaison lińeaire de caractères, en regroupant ces derniers par classes
moduloE, autrement dit, par famille de caractères ayant m̂eme restrictioǹaH :

P = ∑
χ′∈X(G)

∑
χ 7→χ′

λχχ. d’où, par restrictioǹaH : ∑
χ′∈X(G)

(
∑

χ 7→χ′
λχ

)
χ′ = 0.

Par ind́ependance lińeaire des caractères deX(H), on en tire ∑
χ7→χ′

λχ = 0 pour toutχ′ ∈ X(H).

Ainsi, si l’on noteχ′ ∈ X(G) un rel̀evement arbitraire de chaqueχ′ ∈ X(H) :

P = ∑
χ′∈X(G)

∑
χ 7→χ′

λχ(χ−χ′).

Il ne reste plus qu’̀a remarquer queχ−χ′ est de la formeχ′(ρ−1) avecρ ∈ E.

C.4 Groupes multiplicatifs monog̀enes

1)

Solution :
Bn = K[X1, . . . ,Xn,1/X1, . . . ,1/Xn].
Le comorphisme de la multiplication est, au choix,Xi 7→ Xi ⊗Xi deK[X1, . . . ,Xn,1/X1, . . . ,1/Xn]
dansK[X1, . . . ,Xn,1/X1, . . . ,1/Xn]⊗K[X1, . . . ,Xn,1/X1, . . . ,1/Xn], ou bien :Xi 7→X′i X

′′
i deK[X1, . . . ,Xn,1/X1, . . . ,1/Xn]

dansK[X′1, . . . ,X
′
n,1/X′1, . . . ,1/X′n,X

′′
1 , . . . ,X′′n ,1/X′′1 , . . . ,1/X′′n ].

Parmi leséléments deX(Tn), il y a évidemment lesXλ. Comme ces derniers engendrentA(Tn),
par ind́ependance lińeaire, il n’y a qu’eux.

2)

Solution :
Comme on vient de le voir,X(Tn) engendreA(Tn) qui est donc multiplicatif, ainsi que tous ses
sous-groupes ferḿes (question 2 de la section 3).
Remplaçons, dans les notations de la section 3,G parTn etH parG. NotantΛ := {λ∈Zn |Xλ ∈E}
(c’est un sous-groupe deZn), on aE = {Xλ | λ ∈ E} donc, d’apr̀es la question 4 de la section 3,
G = T(Λ).

3)

Solution :
On ax∈ T(Λ)⇔ Λ⊂ Λx. Les sous-groupes ferḿes deTn contenantx sont donc lesT(Λ) tels que
Λ⊂ Λx, et le plus petit est bienT(Λx).
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Dire quey∈G(x) c’est dire quey∈ T(Λx), autrement dit (comme ci-dessus), queΛx⊂ Λy, autre-
ment dit, quey est une ŕeplique dex.

4)

Solution :
Il est tr̀es facile de voir que, siφ est un morphisme de groupes deK∗ dans lui-m̂eme, alors(
φ(x1), . . . ,φ(xn)

)
est une ŕeplique dex := (x1, . . . ,xn) ∈ (K∗)n, puisque∏xλi

i = 1⇒∏φ(xi)λi =

φ
(

∏xλi
i

)
= 1. Réciproquement, soity := (y1, . . . ,yn) une ŕeplique dex := (x1, . . . ,xn). NotantΓ

le sous-groupe deK∗ engendŕe par lesxi , on peut d́efinir une applicationψ de Γ dansK∗ par la

formule :ψ
(

∏xλi
i

)
:= ∏yλi

i . En effet, tout́elément deΓ s’écrit sous la forme∏xλi
i ; et s’il s’écrit

de deux manìeres, le ŕesultat est le m̂eme parce quey est une ŕeplique dex. Il est imḿediat queψ
est un morphisme de groupes. On peut donc le prolonger enφ : K∗→K∗, qui répondà la question.
(Le principe de prolongement invoqué est le lemme 8.2 de III §8 de Lang.)

C.5 Groupes monog̀enes dans GLn(K)

Solution :
Personne ne l’ayant abordée, je ne corrige pas ici cette section : elle pourra servir pour la deuxième
session. Le corriǵe complet du problème figurera dans la version complète du poly (sur ma page
web fin juillet).
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Mathématique de France.

[6] Borel A., 1991.Linear Algebraic Groups, Graduate Texts in Mathematics 126, Springer Ver-
lag.
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[31] Sauloy J., 2005.Équations fonctionnelles analytiques dans le champ complexe, Cours de
DEA 2004-2005, URLhttp://www.math.univ-toulouse.fr/˜sauloy/.
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