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Résune

Le but du cours est de donner le minimum de connaissances sur léseapations des groupes
algébriques lirgaires complexes qui permette ddidir le groupe de Galois d’'unequation diféerentielle
ou aux g-diférences analytique. On prouvera la partie facile duéd®me de Tanaka” et on ad-
mettra I'autre partie, que I'on appliquera des exemples iatessants en #orie de Galois.
Contenu du cours :

— Catgories et foncteurs
Geonttrie alggbrique affine
Groupes algbriques lirgaires
Comment reconstruire un groupe algyiquea partir de la caégorie de ses repisentations.
Compete proalggbrique d’'un groupe.

— La correspondance de Riemann-Hilbert et le groupe de Galois.
Bibliographie :

1. Ahlfors L. : Complex Analysis

Borel A. : Linear Algebraic Groups.

Deligne P. and Milne J. S. : Tannakian categories in L.N.M. 900
Douady R. et Douady A. : Adfpre et tleories galoisiennes.
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Springer T. A. : Linear Algebraic Groups

Le résunt ci-dessus reproduit lagsentation du cours telle gu’elle figurait sur le site “Ensei-
gnement” du épartement de matmatiques. Je ne @ends pas que ce (vaste) programme soit
réalisable. Le &ritable plan du cours et I&vitable bibliographie apparaissent plus loin!!!

Outre le cours polycopi les documents suivants drié distribies auxétudiants :

— Le premier chapitre de mon cours de DEA de 2004-2005 ; ce chapitre porte sur le prolon-

gement analytique et la correspondance de Riemann-Hilbert.

— Des feuilles d’exercices deegnétrie algebrique de M1.

— Le chapitre de@onétrie alg@brique d’'un cours de L3 sous la direction de Jean-Pierre Ramis

et Ande Warusfelgdite chez De Boeck.

— L'appendice de ma #rse portant sur le calcélementaire de I'enveloppe pro&lgrique de

Z.
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Les bases



Chapitre 1

En guise d’introduction : groupe(s)
attache(s)a uneequation differentielle.

Ce chapitre a undle introductif, presque culturel : il sert essentiellem@&motiver le cours.
Ony montre de quelle magiie des groupes interviennent naturellement dé&bsde degquations
differentielles, et en quel sens on peut parler de thorie de Galois.&semiation n'est pas&s
detaillée.

L’ étudiant que le M1 n'a pas suffisamment familiarsvec le proiime du prolongement
analytique et du passage du local au global compensera cette lacune avec le chapitre 8 de [2],
gu’il compléetera (ageablement) de [38] pour savoitid’appliquer. Pour la correspondance de
Riemann-Hilbert, il consultera avec profit [3] (chap. 1), [4] (chap. 7), [19] (chap. 1) et (mais oui!)
[5]. Mon cours [31] (premére partie) peut aider. Enfin, pour laétirie de Galois diffrentielle,
la seule éféerence actuellement accessible est [26]. Noter enfin que [12] expose le point de vue
“moderne” (di a Grothendieck) sur les&ories galoisiennes.

1.1 Equations differentielles lineaires analytiques

Soit uneéquation diférentielle lireaire analytique scalaire d’ordne(ouf!) dans le domaine
(i.e. ouvert connexe non vidéj deC :

(1.1.0.1) a0(2)f"V(2) +---+an(2)f(2) =0,

ou a,...,a8, € O(X) (anneau des fonctions holomorphes Xyret ol ap # O (i.e. ce n'est pas
la fonction nulle). Le plus souvenX = C (le plan complexe) oX = S (la splere de Riemann,
c’esta-dire la droite projective complex®!(C)), et lesa; sont des fractions rationnelles, ou des
polyndmes, ce qui revient au&me puisque I'on peut chasser lé&ndminateurs. En vue d'appli-
quer le tlieoeme de Cauchg I'équation (1.1.0.1), on introduit sdieu singulier:

2:={ze X |ay(z) =0}.

C’est un ferné discret deX et X’ := X'\ Z est encore un domaine. (Pourquoi ?)



1.1.1 Le faisceau des solutions dg@.1.0.1)sur X’

Pour tout ouvertd deX’ = X\ Z, on notera :
FU):={feoU)|af™+...+a,f =0}

le C-espace vectoriel des solutions de (1.1.0.1)bkuiPar convention, ou par raisonnement capil-
lotrac mais correct? (0) est I'espace vectoriel trivial.) On obtient ainsifaisceau de&C-espaces
vectoriels sur X le faisceau des solutions de (1.1.0.1) ; cette terminoldgiame les propeies
suivantes.

A chaque inclusion d’ouvert¢ C U C X’ est asso@ unmorphisme de restriction
BV FU)— FV), F fy.

C’est une application ligaire, et 'ensemble dgs, vérifie les propites de compatibilé sui-
vantes : on @y = Idg ) etpy, opy = piy- On resume cela en disant gq@eest unpréfaisceau

SoitU = [JU; un recouvrement ouvert de I'ouvest C X'. Soit f € F(U). Il découle de la
il
premere propréte que la famille des restrictiorfs.= pBi (f) € F(U;) satisfait la relation suivante :

. ! Uj
Vl,] el ’ pB:OUj(fi) :pUiJﬂUj(fj)'

On peut le formuler ainsi : les “do@es locales; € ¥ (U;), obtenues par restrictiogspartir de
la “donrée globale™f € F(U) sont “compatibles” sur leurs lieux dé&finition commungJ; NU;.
Réciproguement, si I'on se donagoriori des donies locales compatibles, on peut les “recoller
en une unique dorae globale :

wm@equnqwunmmwmzﬁmﬂoaneﬂm:Weumzﬁﬁy
le

C’est cette dermire propréte (existence et uni@tdu recollement de doées locales compatibles)
que I'on 'esume en disant qUE est un faisceau. On peut ausgidiire sous forme de suite exacte :

0—F(U) —[]# ) — [] FUiNU).
e i,je

(Le lecteur @finira lui-méme les ®ches de cette suite.)

1.1.2 Le faisceauf est un syséme local

Nous allons @sumer sans preuve (pour ces deres, voit [2]) les propretés carad@ristiques
du faisceauF . Ces prop@tes sont kees, pour I'essentiel, augheme de Cauchy sur I&guations
différentielles likaires analytiques complexes, et au principe du prolongement analytique. Le lec-
teur estinvié a formuler la contreparti€eelle de chacun dé&monés ci-dessous et de voir lesquels
sont propres au champ complexe.

IDans [2], les faisceaux sontgmenésa partir des “espacésaks”. Le lien entre les deux points de vue est expicit
dans 'ouvrage [13].



Exercice 1.1.1 (Lemme du wronskien)Pour tout ouvert connex¢ C X', on ading 7(U) <n.

Exercice 1.1.2 (Tleoreme de Cauchy)Soientzy € X’ ethy,...,b,_1 € C. Montrer qu'il existe
une unique &rie entere f(z) ;== ¥ ck(z— 20)X solution de (1.1.0.1) et dont lespremiers coeffi-
keN

cients soientg :=byg,...,Ch_1 ;= bn_1.

Et maintenant, la liste des propigs carad@ristiques de notre faiceau, qui en font un “gysée
local”.

Exercice 1.1.3 (F estun syséme local) 1. Soitzy € X'. Il existe alorsr > 0 tel queU :=

D(zy,r) C X’ (il s'agit du disque ouvert de centm et de rayorr) et que ¥ (U) est de
dimensiom. (C’est une corsquence imradiate du lemme du wronskien et d@teme de
Cauchy.)

2. Soient deux ouverté C U C X' tels quel est connexe &t non vide. Alors le morphisme
de restrictionpl : F(U) — F (V) est injectif. (Cela dcoule du principe de prolongement
analytique.)

3. SoitU ¢ X" un ouvert non vide simplement connexe. Alors difi(U ) = n. (Raisonnement
purement topologiqua partir de ce qui @ede.)

Supposons maintenant qug,U, C X’ sont deux ouverts non vides simplement connexes et
soitV C U1 NU;, un ouvert connexe non vide. D'&® ce qui peade, on a deuisomorphismes
p\L,Ji : F(U) — F(V) :lls sont injectifs, la dimension esta la source eX nau but. On a donc des
isomorphismes :

F(U1) — F(V) «— F(Uy), d'ou, par composition F (U1) — F (Uy).

SiV =U;1NU; (i.e. si cette intersection est connexe), on @duit quetoute solution d¢1.1.0.1)
sur U; admet un unique prolongemeintJ, défini par compatibilié sur U NUo.

Mais, siU; NU, n’est pas connexe, on peléfihir un tel isomorphismé (U1) ~ ¥ (Uz) pour
chaque composante conneéxeleU; NU,! (Ces composantes sont bien ouvertes.) Rien na dit
priori que ces “prolongements analytiques” sont lésmas.

Remarque 1.1.4Nous n’avons paséfini ce qu’est un “sysime local”. C’est essentiellement un
faisceau sur lequel on peut faire des raisonnements du t@oedant : voir [8] pour unétude en
forme.

1.2 Exemples basiques

1.2.1 Les “caractres”
On prendX := C. Pour un certaim € C, on consiére :

(1.2.0.1) zf'(z) —af(z) = 0. Ainsi, = = {0} etX' = C*.

Soientzg € C* etU = [o)(zo, |z0|). La srie de Newton :
a n
(522 -5 () (%)
20 S\ \ 2
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définit une solutionf,, de (1.2.0.1) non triviale sWw, et I'on peut prouver qué (U) = Vect(f,).
(Méthode : pour toute telle solutidn le wronskienf f; — ' f;, est trivial.) En revanche, on prouve
également que, pour qu'il y ait des solutions non triviales globakesf (C*) # {0}, il faut, et il
suffit, quea € Z. (Méthode pour I'implication non triviale : di est une telle solution, appliquer
la formule desésidusa f'/f.)

Consicerons maintenant les disques ouvélis= E)(ié, 1),¢=0,1,2,3 (etUs = Up) et notons
f, .= f. € F(U,) les “fonctions-bases” correspondantes. Il est clair que, pour chadiirter-
sectiond; NU,1 est un ouvert connexe non vide (le dessiner), et I'onéaud un isomorphisme
F(Up) ~ F(Ugy1). Celui-ci est parfaitement caré&eise par I'image defy, qui est un multiple (non
trivial) de f,. 1. Il'y a donc une unique constartte € C* telle que les restrictions die et dea, f, 1
aU,NUy, 1 coincident.

En composant ces isomorphismes, on obtient I'automorphismg (tig) qui envoie fp sur
afy, ou a:= apaj0203 € C*. Plus gréralement, en prolongeant une solutibe ¥ (Ug) par
la méthode ci-dessus (restrictio@m@striction de disque en disque voisin), on obtient la solution
af e 7 (Uo).

Pour savoir s'il s’est pagsguelque chosége. sia+# 1, il importe de calculer lea,. On peut
le faire de la mardire suivante. On constate d’abord que, pour chdctepour toutz € U,, on a
z/i' € Ug et f,(2) = fo(z/i) (c’est immediat d’apes la formule). On prouve ensuite :

vze U, fo(z) = p®€®®, olip:=|z €]0,2[ et := Argze |-T/2,11/2].

(On note Arg ladétermination principale de I'argumentLa méme formule permet étendrefy
en une fonction analytiqug surVp := C\ R_ D Up et donc, plus gréralement, dtendre chaque
f, en une fonction analytiqug, surV, := C\i‘R_ > U,. On a bien entendgy, € 7 (V,) (car la
fonction analytiquey, — ag, est nulle sutJ, donc identiguement nulle si). Le morphisme de
restriction 7 (V;) — ¥ (U,) est un isomorphisme, et notre petit jeu de restrictiéredtriction de
disque en disque voisin peut aussi bien se jouer de plan fendu en plan fendu voisin.

Puisque les restrictions dig et dea,f, ; aU, U, 1 caincident, il en est de &me des
restrictions dey, et dea,g,.1 aVy NV, 1 (encore le principe de prolongement analytique). Mais
it e VNV, etge 1 (i) = 1, d’oli les formule magiques :

oy = (i) = gu (i) = €™/2, d'oli 'on deduit :a = ™.

On peut retrouver le cére d’existence de solutions globakson& plus haut. Sh € F(C*),
notonsh, sa restrictioraU,. Alors I'image deh, par I'isomorphismeF (Uy;) — F (Uy11) ne peut

étre quehy, 1 (elles cdncident sur l'intersection de leurs domaines) ; le prolongement analytique
de hy est dondhg (car restriction d’'une solution globale) afy (vrai pour toute solution locale).
Cela entrain@hy = hg, doncah = h. L'existence de solutions globales non triviales implique donc
a=1, c'esta-direa € Z.



1.2.2 Le logarithme

Le logarithme complexe peudtre cfini soit comme inversa@ droite de I'exponentielle :
exp(logz) = z, soit comme primitive : lodz) = > Il n’est pas difficile de montrer que ces deux

problemes admettent desolutions localesau voisinage de tout point d&* (le premier par le
théoeme d’inversion locale ; le second parégtation terme terme de &ries engres). |l n'est
pas non plus &s difficile de montrer qu’il ne peut exister de solution globaleGufméme sim-
plement continue dans le premier cas). On va utiliser le point de vueqiegions diftrentielles
pour comprendre @bstruction topologique I'existence du logarithme.

Pour ce faire, on supposera connue la fonctamgarithme reperien note In : il s'agit de
la détermination principale du logarithmejui est @finie surC \ R_, y est inverseh droite de

. . 1
I'exponentielle : expinz) = z, ety est holomorphe, deedvée Irf(z) = =" De plus, on ala formule
explicite :
VpeR:,V08e]-T T, In (peie> =Inp+iB

et le ceveloppement erésie entére, valable sub(1,1) :

(_1)n_1zn.

In(1+2) = z o

n>1
Pour obtenir uneequation diférentiellelinéaire, on remplace la relation l6@) = > qui

équivauta zlog' = 1, par sa érivee :(zlog')’ = 0. Il est bien clair que cette degre n'implique

pas la pecdente et que I'on introduit ainsi des solutions “parasites”, comme par exemple les
constantes, quiarifient zlog' = 0. Mais le fait de ®tre ramea a un probkme lireaire com-
porte des avantages qui compensent largement cet ian@mnt. On consigrera donc Equation
différentielle lireaire analytique scalaire d’ordre 2 (ouf) :

(1.2.0.2) zf"(z) + f'(z) = 0. Ainsi, £ = {0} etX' = C*.

On notera encoré le faisceau suK’ des solutions de (1.2.0.2) : donc un faiscealCeespaces
vectoriels. Soienty € C* etU := D(z, |z|). La rie entére :

() - (%)

définit une solutiorf, de (1.2.0.2) non triviale sl, et I'on peut \erifier que c’est bien la solution

In(z/zo) définiea partir du logarithmeé&perien. (Size U, on a bierz/zy € IZO)(l, 1).) On peut alors
démontrer quef (U) = Vect(1, f5,), ou I'on a abusivement nétl la fonction constante 1 sur.
Plus peciment, la famillg1, f,,) est une base dg (U ). On peut alors noter,, := C\ zR_ (un
plan fendu) et @rifier que I'unique fonction d¢& (V) qui se restreint effi,, surU,, est cfinie par
0z(2) :=1n(z/2y) ; et leC-espace vectorieF (V) admet pour base la familld, gz,).

Pour recommencer le jeu du prolongement par restrictémedriction, on reprend lesémes
disques ouverts, et les némes plans fendug que peccdemment. L&-espace vectorief (V)
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admet pour base la familld, gy), ou I'on noteg, := g;. Pour ceterminer comg@tement I'isomor-
phisme def (V) sur F (Ve+1), il suffit d’expliciter son effet sur une base, c’ésdire de trouver
une matriceA, € GL(C) telle que :

(1,90) = (1,9¢+1)Ar;
cetteégalie abusive signifiant en fait que les deux membrésaident sur I'ouvert intersection. La

o L. 1 L - .
premere colonne déy estewdemment( ) La deuxeme admet pour coefficients des scalaires

0
a,be Ctels que:

9 =a+bg,

I égalieé ayant le me sens qu’auparavant. De kfidition de In par module et argument et de
I égalie g,(z) = In(z/i"), le lecteur @duira sans peine la relation suivante :

a=g; (i) =In(i) = %T

D’autre part, en drivant, on voit que :

g,=bg,,=b=1

. 1 . R
puisquey; =g, = > La matrice de prolongement de(V,) a ¥ (V1) est donc :

A — (é iT[]/-Z) .

La matrice de I'automorphisme de prolongementf&/)) dans la basél, In) est donc :

1 2im
A= AsAA1A) = <0 1 ) .

Exercice 1.2.1En déduire que les seuldements deF (\p) qui proviennent d’une solution globale
sont les constantes. (Ce sont les points fixes de 'automorphisme de prolongement.)

1.3 Retour au formalisme gnéral

1.3.1 Le principe de monodromie

On repart du sysime local¥ de 1.1.2. On veut pouvoir parler de solutions au voisinage d’'un
pointzy € X’ sans avoia pieciser ce point. pour cela, on introduit la notiongégme de solution
enz, : c’est, par @finition, une classe @guivalence de coupld,U ), ouU est un voisinage ouvert
dezp dansX’ etal f € F(U), la relation dequivalencetant é&finie comme suit :

(LU ~(@QV)=IWcCUnV : zneWetfy=gw.

Ces germes forment, de mare naturelle, u-espace vectorief,, et I'on a, pour tout voisinage
ouvertU de zy une application ligaire de¥ (U) dans¥,,, qui,a f € #(U), associe son germe,
i.e.la classe déf,U) dans%,.

Les propretesénunérées en 1.1.2 se traduisent alors ainsi :
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1. SiU est un voisinage ouvecbnnexalezy dansX’, 'application lintaire def (U) dans¥,
est injective.

2. SiU est un voisinage ouvert non vidgémplement connexde z; dansX’, cette application
linéaire est bijective.

Le jeu du prolongement peut alors se traduire ainsi. On se donne deuxpomts X’ et un
cheminy reliant ces deux points das. Pour simplifier, on notera encoyd'image ce ce chemin
(donc un compact connexe &€). On peut alors recouvriy par des disques ouverts non vides
Di,...,Dninclus dans<’, centés en des points dg et tels que :

1. D; est cente enzy et Dy, est cente enz;.
2. Pour=1,..., m—1, le disqueD,; rencontreD;, 1.

On obtient ainsi des isomorphismes de restrictiéredtriction’¥ (D;) — ¥ (D¢+1), puis, en com-
posant, un isomorphismg(D1) — ¥ (D), Soit encore, en vertu des progés de systme local
énunerées plus haut, un isomorphismeig sur ,, . Outre les affirmations rapides quigmedent,
le lecteur prouvera sans trop de peine tjis@morphisme ainsi obtenu neegend pas du choix
des disques P Il ne dépend donc que du chemynet nous le noterons (provisoirement) :

On parle deprolongement analytique le long du chengin

En réalite, 'isomorphismeb, dépend d’encore bien moins que cela. SiI'@fatme contiiment
y en un chemiry sans bouger ses e&mités, on obtient le @me prolongement analytique :

Théoreme 1.3.1 (Principe de monodromie)Si les chemins y et Y d’origine zy et d’extrémité z;
sont homotopes, alors ®y = ®.

Il s’agit ici (et partout dans la suite) d’homotopie datis Ce tteoeme est @monté dans [2,
8.1.5]. Notanty] la classe d’homotopie du chemjnon est donc fonéla poser :

CD[Y] = ch.

En particulier, siz = 7y, autrement dit, sy est un lacet de bagg, alors on obtient une application
ly] — ®p; de I'ensembleam (X', z) des classes d’homotopie de lacets de lzgsians le groupe
linéaire GL( 7).

Exercice 1.3.2Montrer que le lacet constant gma pour image I'automorphisme idertiet en
déduire que le prolongement analytique le long d’un |&hoehotopiquement trivigi.e. homotope
au lacet constant) est trivialé€. c’est I'automorphisme idené).

Exemple 1.3.3Dans le cas dX' := C* etz :=1, les deux exemples de 1.2 concernaient le “lacet
fondamental’y : t — €™, Dans chaque cas, 'automorphisme de prolongement analyigue
était non trivial, manifestant le fait que le lagat’est pas homotopiquement trivial.

Remarque 1.3.4Le principe de monodromie est ainsi agpehrce gu'il dit que divers chemins
(“drom”) donnent lieua un seul (“mono”) prolongement. Pourtant, I'effet du prolongement le long
d’un chemin non homotopiquement trivial a fini gre appe# monodromie, alors qu'il se traduit
par exemple par lenultiplicité des @terminations de” ou du logarithme. Il y a donc eledve du
sensetymologique ...
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1.3.2 Lareprésentation de monodromie

Si I'on compose les cheming d’origine zg et d’extiemite z; ety, d’origine z; et d’extemité
2, on obtient un chemin d’origing, et d’extiemité z,. Notonsy; .y, ce chemin compa’é. Il est
alorsévident que :
cDVl-VZ = qJVz o cDVl-

Par ailleurs, la relation d’homotopie est compatible avec la composition des chemins, et, si I'on
poselyi]. [Yz] := [y1-Y2], on cEfinit le compoé de deux classes d’homotopie et I'on a :

Ppyy).iva] = Plys] © Pryy-

Dans le cas de lacets l@ssen un point, = z; = 7, on sait que I'opration ci-dessus fait de
™ (X', Z) un groupe, appélgroupe fondamentalu groupe de Poinca: La discussion ci-dessus
est esunte par le

Théoreme 1.3.5L application [y] — ®; est un antihomomorphisme de groupés T (X', )
dans GL(¥,).

Dit autrement, c’est un morphisme du groupéX’, zy)° (groupeoppo£ au groupe fondamen-
tal) dans GI( ;). Un morphisme d’un group® dans un groupe |&aire est appékeprésentation
(linéaire)de G (chapitre 3), et nous venons défihir la représentation de monodromén z; at-
tacteea I'équation (1.1.0.1). On appeligoupe de monodromige cetteequation ez 'image de
cette repesentation.

Exemple 1.3.6 Dans le cas degquations (1.2.0.1) et (1.2.0.2f = C*, et le groupe fonda-
mentalry (X/,1) est isomorphé Z, la classe du lacet fondamental- €™ &tant 'un des deux
gérérateurs. L'image dans de la classe du lacéf] s’obtient en calculant 'unique entiére Z

tel quey est homotop@k fois le lacet fondamentalk est donc lindicedey tel gu’on le cfinit en
analyse complexe ou en topologie &bgique.

Un morphisme ou un antihomomorphisme Zielans GL(7;) est de la forme — CDE, ol dg €
GL(#) est'automorphisme de prolongement analytique le long du lacet fondamentaéteumnéhe
donc compktement la ref@sentation de monodromie.

Exemple 1.3.7Dans le cas de &quation (1.2.0.1)F; est une droite vectorielle et le groupe
linéaire GL( 7;) s’identifie canoniquemenit¢.sans choix de basa)C*. On avu quaby € GL(F1)
s'identifiea @™ e C*, et donc que la repsentation de monodromie envoie Engrateur 1= Z
sure?™ ¢ C*. C'est donc, modulo cette identification, I'applicatibr- €2,

En particulier, le groupe de monodromie ést™ | k € Z} c C*. Il est trivial (resp. fini) si, et
seulement sig € Z (resp.a € Q).

Exemple 1.3.8Dans le cas de &quation (1.2.0.2), di;¥1 = 2 et le groupe litaire GL 71)
s'identifiea GLy(C), mais il faut pour cela choisir une base. Nous prendrons bien entendu la base
(1,In) (i.e.formée par les germes au point 1 de ces deux fonctions).
1 2im\ ,. . i :

0 1 ) . Ainsi, larepésentation

de monodromie (modulo ces identifications) est I'applicakien AX.

Dans ce cas, on avu qd® € GL(7;) s’'identifiea la matriceA = (

2Cette notation, traditionnelle, entraine de petites complicatiorébalgues auxquelles il faut bien se faire ...
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En particulier, le groupe de monodromie est le sous-groupe de&Z3lqui correspond, dans la
base donée, au sous-groupg | k € Z} ¢ C* de GLy(C). Ce groupe est infini.

Remarque 1.3.9 Décrire “la repésentation de monodromie” atté@sa uneéquation diferentielle
présuppose le choix d'un point de bamec X' ; et, si I'on tienta une description matricielle, le
choix d’'une base dé¢,,. Cependant, toutes leéalisations possibles du groupe de monodromie
dans Gls(C) sont conjugées entre elles. En ce qui concerne I'effet du choix d’'une baggde
c’est évident (algbre lireaire élémentaire). En ce qui concerne le choix d'un point base, cela
découle du fait qu&’ est connexe par arcs.

Exercice 1.3.10Expliciter I'effet du choix d’'un point base.

1.4 Latheorie de Galois differentielle

Le lecteur pourra compter les maigres renseignements historiques qui suivent par la lecture
de [3] et [4].

C’est Riemann qui, dans [29] et [30], a mantiimportance de la monodromie danétlide
deséquations diftrentielles dans le champ complexe ; c’est ensuite Hilbert qui en aédann
formalisation en termes de groupes et d’actiodimes (voir, dans [17], ce qui concerne I€ 21
probleme). Lacorrespondance de Riemann-Hilbest un tikme essentiel en mamatiques.

Ce theme est dans I'esprit de la&brie de Galois : comprendre leguations rame sans savoir
les esoudrea partir d’'un groupe ogrant sur leurs solutions; comprendre les solutions elles-
mémesa partir du groupe attaéla I'équation.

Les “solutions” que I'on peut e§per comprendre §cea la correspondance de Riemann-
Hilbert sont lesfonctions spciales(voir par exemple [38]). Le type d’'application que I'on peut
esgerer se laisse deviner partir de deux exemples simples : si le groupe de monodromie est
trivial, toutes les solutions se prolongemtX’; dans le cas @&quationsa coefficients polyno-
miaux, le groupe de monodromie est fini si, et seulement si, toutes les solutions sont des fonctions
algébriques.

Exercice 1.4.1Veérifier ces deux dernieBnon@&s sur nos exemples.

Naturellement, le casioX’ = C* et le cas @ n= 1 sont particukrement simples parce qu’alors
le groupe de monodromie est&ien. Le premier cas non trivial est celui X’ = C\ X avec
cardX = 2, et @l n= 2 : c'est celui defquations hypefrgpnetriques sur lequel Riemann a
demonté la puissance de saéthode.

1.4.1 Lathéorie de Picard-Vessiot

Le calcul du groupe de monodromie d'uéquation diférentielle est, par nature, transcen-
dant : il faut calculer une base de solutions, puis prolonger analytiquement cesreetrilong
des lacets. La #vrie de Picard-Vessiot vigedefinir et calculer un groupe attaeh uneéquation
differentielle par des voies purementé&@giques et, autant que possibéepartir de [equation
elle-méme. Comme on va le voir, elle s’inspire de ladhie de Galois, et le domaine auquel elle a
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donreé naissance est d'ailleurs apptiéorie de Galois diffrentielle

L'id ée de base est la suivante. Le prolongement analytique le long d’un chersary® les
relations al@briques. En fait, chaqu®;, est un morphisme d’espaces vectoriels, negialement
un morphisme pour la multiplicatiora(condition de Etendre, au daldes germes de solutions,
a toutes les fonctions analytiques susceptibles de prolongement). D’autre part, la raison pour la-
quelle une solution est transfoé@ en une solution est q¥g, est compatible avec lsdivation :

Dy () = (D (1))

On dit aussi quab,; commutea la dérivation On va donc cherchex caractriser leselements

du groupe de monodromie comré&ments de GL7;,) qui préservent les relations @&briques

et les relations diffrentielles. (La contrepartie erétbrie de Galois classique est de rechercher les
eléments du groupe de permutation des racines @sigpvent les relations a@priques.)

Comme pour la forme “moderne” (c’eatdire datant du&but du X>€ siecle) de la tborie de
Galois, on commence par traduire cela en termes d’automorphismes pour une structée donn
Ici, on introduit le corpK engendé par les fonctions qui servent de coefficients (par exemple les
fonctions rationnelles) ainsi que les solutions @egjliation et toutes leur&dvées. (La contrepar-
tie en théorie de Galois classique est le corps engepdr leléments qui servent de coefficients,
par exemple les nombres rationnels, et par les solution€dadtion.)

Enfin, on dfinit le groupe de Galois de &quation diférentiellecomme le groupe des auto-
morphismes du corps§ qui commutent la cerivation et qui induisent I'iden# sur le sous-corps
Ko des coefficients.

Exemple 1.4.20n reprend I'exemple des carants. SoitM (Up) le corps des fonctions@nomorphes
surUp. Soit fp une base d& (Up), par exemple®. On prend pouK le sous-corps dé/ (Up) en-
gendg par le corps des coefficierkg = C(z) (corps des fractions rationnelles) et gar comme

fo= S fo, les cerivees viennent avec! On cherche les automorphigpokscorpsK qui sont tri-

viaux surC(z) et tels quep( ') = (¢(f))" pour toutf.
Soit f := @(fp), qui n’est donc pas nul. On a:

' _ofo) _ofp) _ <fs> _ (a) _a
o) of) \%) ®\z)"7

cette derrgéreégali€ vient de I'hypotese quep est trivial surKo = C(z). Ainsi, f est une solution

de (1.2.0.1), donc de la forme= A fp pour un certairh € C*.

Il est clair queg est totalement &ermiré parA et que I'applicationp — A est un morphisme

injectif du groupe de Galois de (1.2.0.1) daiis Mais ce morphisme est-il surjectif, autrement

dit, toutA € C* définit-il un automorphisme convenable ?

Dans le casda € Q, soita = p/q (fraction iréductible), on &y = zP € Ko, doncf, = @( fy) = 9,

doncA9 =1 etA € lg, groupe des racinggs®de I'unité. Reciproquement, tout t@l convient, et le

groupe de Galois est dopg C C* dans ce cas.

Dans le casva ¢ Q, on \erifie facilement que® est transcendant s@ et toutA convient. Le

groupe de Galois est dof& dans ce cas.
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Dans tous les cas, les automorphismes de monodromie son&biea ont des “automorphismes
galoisiens”.

Exemple 1.4.30n reprend I'exemple du logarithme. Avec legémmes notations que ci-dessHs,
est ici le sous-corps d@/ (Up) engendé parKo = C(z) et par In; comme Ih= 1/z, les cerivees
viennent avec. Pour tout automorphisme galoigiemotantf := ¢(In), on a:

= (@)’ = o(In') = 9(1/2) = 1/2,

d’ou @(In) =In+apour une certaine constarde C. Il est facile de erifier que In est transcendant
surKg et que tout convient, et d’en dduire que le groupe de Galois est ici isomorpla
Pour y retrouver les automorphismes de monodromie, il faut se rappeler que ces derniers laissent
invariant 1€ Kq et gu'ils envoient In sur Is-2itk. En fait, en identifiant le groupe de Galois

. (1 a . . .
C au groupe des matnce(so 1> (ce sont bien des groupes isomorphes), on retrouve bien les
automorphismes de monodromie comme cas particuliers d’automorphismes galoisiens.

La lecona tirer de nos calculs est que latrie de Galois donne un groupe qui contient le
groupe de monodromie, mais qui pétite plus gros. En fait, on se retrouve dans une situation de
la forme :

M C G C GLy(C),

et I'on se demande quelle relation (autre que l'inclusion) relie le groupe de monodkbraie
groupe de Galoi&. Résumons les cas obsésr:
1. Equation (1.2.0.1) avex = p/q; Notant(g) le groupe engendrparg :
M c G C GLi(C)

@)y €l C
2. Equation (1.2.0.1) avez ¢ Q :

M c G c GLi(C)
I I I
(@) c c* c C
Linclusion M C G est ici stricte.
3. Equation (1.2.0.2) :
M C G C GL2(C)
I I I
(A) Cc {A?laeC} C GLy(C)
La matriceA étant unipotente, la puissan&gest bien éfinie. L'inclusionM C G est encore
stricte.
On constate que, dans chaque cas, le sous-ens@nideGL,(C) peutétre caradri€ par des
équations algbriques X% = 1 dans le premier cas, aucudguation dans le deuxine casxi 1 —
1=X;2—1= X2 =0 dans le troigme cas. On dit qué est unsous-ensemble &@riquede
GLn(C).

On constate aussi dans chaque cas (mais c’est un peu Bwitent) ques est le plus petit
sous-ensemble &fpriqgue de GL(C) contenanil.
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Exercice 1.4.4 Le vérifier dans chaque cas.

Comme on le verra (mais c'est facile dmontrer), I'assertionG est le plus petit sous-
ensemble algbrique de GL(C) contenantM” est équivalentea la suivante : “toute fonction
rationnelle sur Maf(C) définie sur Gls(C) et nulle surM est nulle suiG”. Cela s’apparent@a
une propréte de dens#, et I'on dit en effet qud estZariski-densalansG.

En fait, c’est un tkoeme di a Schlesinger que, pour uéquation diferentielle dont les singu-
larités sont “raisonnables”, le groupe de Galois est toujours le plus petit sous-enserabitiaky
du groupe lieaire contenant le groupe de monodromie ; autrement dit, le groupe de monodromie
est Zariski-dense dans le groupe de Galois. Nouséfimitbns pas “raisonnable”, mais le lec-
teur in€eresé peut regarder dans [2] ou dans d’autres ouvrages ce qui concerne les “siagularti
regulieres” ou les &quations fuchsiennes”.

Exercice 1.4.5Veérifier que c’est faux pour &quationf’ = f. (Le groupe de monodromie est
trivial, le groupe de Galois e€igala GL;(C) = C*.) La raison en est que cetbguation admet
une singulari “déraisonnablea I'infini !

Ce qui est vrai sans restriction, c’est que le groupe de Galois dgoation dif€rentielle
linéaire se &alise toujours comme sous-ensemblé&ht@ue (et sous-groupe) du groupeckiire,
d’'ou I'intérét d'étudier de tels groupes : ce sont ¢gsupes al@briques lirgaires

1.4.2 La dualitée tannakienne

En theorie de Galois clasique, le groupe de Galois ne porte qu’une information partielle. Ce qui est
vraiment important, c’est I'action de ce groupe sur les racines ou sur un corps. Bena margre, dans
la theorie de Riemann-Hilbert, le groupe de monodromie ne porte qu'une information partielle, ce qui
est vraiment important, c'est la réggentation de monodromie. De l&éme margre, en tiorie de Ga-
lois différentielle, c’est I'action du groupe de Galois qui nougliesse ; on verra que c'est encore une
repesentation ligaire, et réme “rationnelle” (cette propte met en jeu la structure de groupeé&igque).

En fait, on a proug& (cf. par exemple [10]) que I'on pouvait calculer le groupe de Gagiartir de la
classe de toutes ses répentations ; ce point de vue a d'ailleéts appliqe a la treorie de Galois classique,
et a permis de lui donner une alluréaetrique en I'unifiant avec la &orie des regtements en topologie
algébrique ¢€f. par exemple [12]). Cette @thode a une chance de fonctionner parce qu'il arrive que I'on
sache d’'avance qu’une certaine ‘®gorie” d’'objets (le mot seraéfini plus loin) s’identifiea la caégorie
des repésentations rationnelles d’un certain groupeebtigque, que I'on peut alorfinir explicitement.
Une telle cakgorie est dite “tannakienne”. Nous ne &sadierons cependant pas en toutedgalitt. Dans
notre cas, c'est la cagorie des re@sentations dM qui s'identifie la cakgorie des ref@sentations ration-
nelles deG, et nous verrons comment eadlireG.

Signalons enfin que le but n'est pas seulement de disposer d'une alte@ndaivteeorie de Picard-
Vessiot. D’abord, la rethode tannakienne apporte plus d'informations sur le groupe de Galois (par exemple,
son comportement quand on change le corps de base); ensuite, elle s’applique dans des dantaines o
théorie de Picard-Vessioté&chow& (theorie de Galois transcendante degiations auxj-difféerences). En
contrepartie (mais pewtre est-ce un avantage ?), elle exige d’investir dans des technigqusssvari
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Chapitre 2

Categories, foncteursgquivalences,
limites, produit tensoriel

Ce chapitre a pour but d’'introduire le langage deggaties et des foncteurs, indispensable
pour toutes les #ories qui utilisent la gonetrie algbrique (et bien d’autres). Il y a surtout du
vocabulaire et deBnon@&sélementaires, entrecoap d'exemples des#sa faciliter la digestion.
L'essentiel de la thorie se trouve dans le classique [22]. Pour usageieitr, et comme exemple
de propréte universelle, nous rappelons rapidement ce qui autieéttice vu en M1 (@, sinon ?)
sur le produit tensoriel ; un exppsomplet figure dans [21].

2.1 Categories et foncteurs

2.1.1 Catgories

La théorie des c&gories permet par exemple de parler de lagatie des ensembles. Comme
le lecteur sait, ou devrait savoir, qu'il N’y a pas d’ensemble de tous les ensembles, il est clair que
I'on ne peut pas formuler cetteéhrie dans le cadre habituel de I&dhie des ensembles. Pour ne
pas noyer ce qui nous importe dans du formalisme (il y en agjgaliien assez), nowuderons
ce genre de difficuit et utiliserons le mot “classe” dans les cas douteux.

Définition 2.1.1 (Caggories) Unecatégorie C est la donge :

— d'une “classe” ddbjets note Ol () ;

— d’'une “classe” denorphismes (oudkcheshotée Mol ;

— pour chaquef € Mor., d’'une source(ou sourcg s(f) € Ob(C) et d'un but (ou targel)
t(f) € Ob(C) : on dit quef va deX dansY et l'onécritf : X —Y;

— pour chaque objet € Ob((), d’'un morphisme identéldy € Mor - de source et buX ;

— pour chaque couple dextihesf,g € Mor telles quet(f) = s(g), d'une compoge notee
go f € Morg, telle ques(go f) = s(f) ett(go f) =t(Q).

Ces doniaes sont assujetties aux axiomes suivants :

— Pour tousX,Y € Ob((), les fechesf € Mor telles ques(f) = X ett(f) =Y forment
un ensemble nétMor-(X,Y), ou Mor(X,Y), ou Homy(X,Y), ou encore HortX,Y) ; ces
ensembles sont donc deaxdeux disjoints, I € Mor(X,X) et (f,g) — go f est une
application (ditede compositiopde Mor(X,Y) x Mor¢(Y,Z) dans Mog(X,Z).
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— chaque I € Mor (X, X) est “neutred gauche ea droite”,i.e.leségalies ci-dessous sont
vérifiees chaque fois qu’elles ont un sens :

foldy =fetldkog=g.

— La“loi de composition partielle” est associative, I’ égali€ ci-dessous es#vifiee chaque
fois qu’elle aun sens :

ho(gof)=(hog)of.

Terminologie.
1. Unendomorphisméde X est un morphisme dg dansX. lls forment 'ensemble En).

2. Unisomorphismele X surY est une fche deX dansY inversiblea droite eta gauche;
autrement ditf € Mor-(X,Y) est telle qu'il existef’, f” € Mor.(Y, X) tels quef’o f = Idx
etfo f” =Idy. lls forment 'ensemble I9X).

3. Unautomorphismele X est un isomorphisme dé surX. lls forment I'ensemble AyKX).
4. Lacakgorie(C’ est unesous-caggoriede la caggorieC si Ob(C’) C Ob(C) et si Morx(X,Y) C
Mor(X,Y) pour tousX,Y € Ob(().

5. La sous-ca@gorie ' de C est ditepleinesi Morq(X,Y) = Mor-(X,Y) pour tousX,Y €
Ob(("); elle est diteessentiellesi tout objet deC est isomorpha un objet de”’.

Exercice 2.1.2 1. Muni de la composition, EriX) est un monae de neutre Ig.

2. Linversea gauche et I'inversa droite d’'un isomorphismé € Mor-(X,Y) sontégaux. On
note f ~ ce morphisme, appelnversede f. C’est un isomorphisme et son inverse &st

3. Muni de la composition, AgK) est un groupe de neutreydle synmétrique d’'un automor-
phisme est son inverse.

Exemples 2.1.34 verifier soigneusement) 1. La caégorieEnsdes ensembles et des appli-
cations : c’est une madie abegee de dire que QIENS) est la classe de tous les ensembles,
gue Morzng(X,Y) est 'ensemble des applications de I'enseniblieers I'ensembléy, que
Idy désigne I'application identt deX et que la composition des morphismes dams est
la composition des applications.

2. La caégorieGr des groupes et des morphismes de groupes.
3. La caégorieTopdes espaces topologiques et des applications continues.

4. La caégorie Top, desespaces topologiques po@st Ses objets sont les coupleX, xp)
formés d'un espace topologigué€ et d’un pointxp € X ; les morphismes déX, xg) dans
(Y,¥o) sont les applications continués X — Y telles quef (xg) = Yo.

5. Pour un anneai donré (non recessairement commutatif), la egbrie Moda des A-
modulesa gauche et des applicatioAslinéaires. Lorsqué\ est un corps commutati,
onécrira plubt Evk.

6. Pour un corps commutatff, la catégorieEvf desK-espaces vectoriels de dimension finie
et des applicationk-linéaires : donc une sous-égbrie pleine de&Ev .

7. Lacaégorie4nndes anneaux commutatifs (sous-entendu : “et des morphismes d’anneaux”).
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Exercice 2.1.40n se donne une d&gorie C. Veérifier que I'on obtient bien une dorie Ceng
(resp.Caut), €n prenant pour objets les couple§ f), ou X € Ob(C) et f € EndX) (resp.f €
Aut(X)); et pour morphismegX, f) — (Y,Q) lesu € Mor.(X,Y) tels quegou=uo f, ce que
I'on traduit en disant que le diagramme ci-dessous est commutatif :

X 2.y

fl lg

x 2.y

2.1.2 Foncteurs

Un foncteur covariant est un “morphisme deéggiries”, un foncteur contravariant est un
“antimorphisme de cégories”. Plus @ci€ment :

Définition 2.1.5 (Foncteurs) Soient( et ¢’ deux caggories.

(i) On appellefoncteur covariantle C dansC’ la donree d’une fonctior de Ol C) dans OB(C’),
ce que nous noteron$ ~ F(X) ou X ~ FX; et, pour tous objetX,Y de C, d'une application
également n&eF de Mor:-(X,Y) dans Mog (FX,FY); le tout, de telle sorte que(ldx) = Idgx
et que, lorsque ces compositions sogfimies, on aif (go f) = F(g) o F(f).

(i) On appellefoncteur contravariantle ¢ dans(C’ la donree d’une fonctiorF de OK () dans
Ob((") et, pour tous objetX,Y de C, d'une applicatioregalement néeF de Mor-(X,Y) dans
Mor~(FY,FX), de telle sorte qué (Idx) = Idex et que, lorsque ces compositions sogtinies,
onaitF(go f) =F(f)oF(g).

Lorsque I'on parlera de foncteur sans autrégision, il s'agira d’un foncteur covariant. On
décrit souvent un foncteur par son seul effet sur les objets, le contexte permettant de deviner sans
ambigiité quel est I'effet sur les morphismes. La notathdor~ FX, plutdt queX — FX, a pour
but de nous rappeler que @b) et O (’) ne sont pas des ensembles et que la fondtisar les
objets n’est donc pas une application.

Exemples 2.1.64 véerifier soigneusement) 1. Dans toute cégorie, il y a un foncteur (cova-
riant) identi€ dont I'effet sur les objets eXt~~ X et I'effet sur les morphismes eft— f.

2. On ckfinit desfoncteurs (covariants) oublgartant respectivement dg, deZ7op, deZ op,,
deModa, de Evf, et de4nn, et arrivant dan€ns par “oubli de structure”a un objet, ils
associent I'ensemble sous-jacent ;zetin morphisme, I'application sous-jacente.

3. On cefinit de méme des foncteurs d’oubli partiel de structure Zd&p, dans7Z op, de M oda
dansgr, deAnndansgr, etc.

4. SoitA un anneau commutatif. Le foncteur de dualite M od dans elle-rd@me associ@
tout A-moduleM son dualM* := Homa(M,A) (avec sa structure naturelle demodule
a gauche, de a la commutativié deA), et, a tout morphismef : M — N, son transpds
tf : N* — M* défini part f (u) := uo f. C’est un foncteur contravariant. Deéme, il y a un
foncteur de dualé de’£vfy dans elle-rdme.

5. Plus gréralement, en associant adxmodulesM, N le A-module Hom (M, N), on c&finit
un bifoncteurde M oda dans elle-r@me ; il est contravariant évl et covariant enN.

6. Le foncteurA ~~ Sp(A) est contravariant ddnn dansZ op.
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Exercice 2.1.7 Définir la caégorieCat des catgories et des foncteurs.

Proposition 2.1.8 Si F est un foncteur (covariant ou contravariant) et  un isomorphisme, alors
F f est un isomorphisme et (F )™t =F (f~1).

Preuve. - Soit f : X — Y un isomorphisme et sojfl'inverse def. Alors, dans le cas covariant :
F(g)oF(f) =F(gof) =F(ldx) = Idex etF(f)oF(g) = F(fog) = F(ldy) = Idry,
etF(f) admetF(g) pour inverse. Dans le cas contravariant :
F(g)oF(f) =F(fog) =F(Idy) = Idry etF(f)oF(g) = F(go f) = F(ldx) = Idrx,

etF(f) admet encor& (g) pour inverseld

Exemple 2.1.9 & vérifier soigneusement)On c&finit un foncteur covariant d&op, dansgr en
associant tout espace poiat(X,xp) le groupe fondamentai; (X, xp). Son effet sur les mor-
phismes est le suivant : $i: (X,Xo) — (Y,Yo) est une application continue telle qéieo) = Yo,

alors 'applicationy — f oy transforme les lacets dadsbass enxy en lacets dan¥ bass en

Yo, elle est compatible avec les homotopies, et passe au quotient en un morphisme de groupes de
T (X, %) dansty (Y, Yo). Par ailleurs, sK C R" est un ensembletoilé enxo, le groupery (X, Xo)

est trivial ; et, siY = C*, son groupe fondamental l&asn n'importe quel point est isomorpaé.

Il découle alors de la proposition q@é n’est hontomorphe aucune partiétoilee d’unR".

Et maintenant, un objet vraimeatrange : le morphisme entre foncteurs.

Définition 2.1.10 (Transformation naturelle) Unetransformation naturellg: F — G entre deux
foncteurs tous deux covariants ou tous deux contravariangsdinsC’ est la donie, pour tout
objetX de C, d’'un morphismagpy : FX — GX (c’est donc une 8che dang”), de telle sorte que,
pour tous objetX,Y de C, on aitgy o F (f) = G(f) o @x. En termes de diagrammes commutatifs :

F(H)

FX FY
wl l“”
ox 2, gy

Exemple 2.1.11 & vérifier soigneusement)Fixons un anneau commuta#if Pour toutA-module
M, notonsky le foncteur covariani ~~ Homa(M,N) de M oda dans elle-réme. Alors tout mor-
phismeu: M — M’ fournit une transformation natureligde Ry dansky : pour tout moduleN,
on céfinit @y : Fw (N) — Fu(N) en posantpy(f) := fou.

Unisomorphismep: F — G entre deux foncteurs tous deux covariants ou tous deux contrava-
riants deC dans(’ est une transformation naturelle telle que chaque morphismé X — GX
est un isomorphisme danmg3. L inversede cet isomorphisme est alors la transformation naturelle
) : G — F obtenue en posaniy := cp;l; on la noteg 1. Le lecteur erifiera que c'est bien une
transformation naturelle. De@&me, on peut composer deux transformations naturghés— G
ety :G— H, etc.

Exercice 2.1.12Les caégoriesC et ' étant fixées, @finir la caégorie des foncteurs — (.
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2.1.3 Equivalences de catgories

Définition 2.1.13 Equivalence de cakgories) On dit que le foncteur covariaft : ¢ — (' est
essentiellement surjectsfi tout objet deC”’ est isomorph& unFX, X € Ob(C). On dit queF est
fidele resp.plein, resp.pleinement fidlesi, pour tous objetX,Y de C, I'applicationf — F(f) de
Mor.(X,Y) dans Mog (FX,FY) est injective, resp. surjective, resp. bijective. On dit uest
uneéquivalence de cagoriess'il est essentiellement surjectif et pleinemenéfé

Les cEfinitions similaires pour un foncteur contravariant conduiraadamotion dantiéquivalence

Exemple 2.1.14Si C est une sous-cagorie de”’, il y a un foncteugvident d’inclusion d&” dans
C'. Ce foncteur est figle ; il est essentiellement surjectif (resp. pleineme@dipsi, et seulement
si, la sous-ca@gorie est essentielle (resp. pleine).

Proposition 2.1.15 Pour que le foncteur covariant F : C — C’ soit une équivalence de catégories,
il faut, et il suffit, qu’il existe un foncteur covariant G : C' — C tel que GoF soit isomorphe au
foncteur identité de C et que F o G soit isomorphe au foncteur identité de C'.

La preuve est dorére dans [22]. Un tel foncte® est appet quasi-inversaleF. Il n'y a pas
unicite, mais tous les quasi-inversesklgont isomorphes entre eux.

Remarque 2.1.16La notion déquivalence de cagories est plus faible que celle d'isomorphisme
dans la catgorie des cégories : dans ce dernier cas, on exigerait que les fondBuFsetF o G
soientégaux aux foncteurs ideréig. C’'est pourtant biendtuivalence qui dit si deux dajories
sont “essentiellement lesémes”. En effet, ce n'est pagfali€ des objets qui compte mais leur
isomorphie. Par exemple, peut-on dire que le grodpest dans I'image du foncteur “groupe
fondamental” ? Par exemplg,est-ilegalam (C*,1) ? Leséléments de ce dernier groupe sont des
classes d’homotopie de lacets. L'une d’elle est-etlale au nombre entier 1 ? Quelle que soit la
définition choisie deZ, c’est absurde. Ce qui est vrai, et important, c’est fuest isomorphe&

™ (C*, 1) et qu'il appartient doné “I'image essentielle” du foncteur “groupe fondamental”.

Exemple 2.1.17Lorsque I'onétudie la éduction des endomorphismes sur un corps commutatif
K, on utilise le fait qu’il “revient au rame” de munir le&K-espace vectoriel de dimension firite
d’un endomorphismé ou bien de faire d& un module sur 'anneau des pofmesK[X]. Nous
allons formaliser cettéquivalence, mais sans nous restreindre aux espaces de dimension finie.
Consicerons donc la cégorie C des couplesE, f) formés d’'unK-espace vectorieE et d'un
endomorphisme de E. Les morphismes déE, f) dans(E’, f’) sont les applications |&aires
u:E — E’ telles quef’ou=uo f (c’est le proécke de I'exercice 2.1.4). Congdons d’autre part

la catgorie ' := Modx). Pour tout(E, f) de C, on peut @finir un K[X]-moduleM dont le
groupe sous-jacent estet dont la loi externe estdinie par :

VP e K[X], ¥xe M, Px:=P(f)(x).

(C’est bien unK[X]-module.) Siu est un morphisme d¢E, f) dans(E’, '), alors c’est un mor-
phisme de¥[X]-modules assoés. On a ainsi&fini un foncteur de” dans(’.

Pour toutk [X]-module, notanE le K-espace vectoriel sous-jacent, on voit duex — X.x est un
endomorphisme dE et donc(E, f) un objet deC. Le lecteur @finira I'effet sur les morphismes
du foncteur correspondant, etnifiera que c’est un quasi-inverse d@grdent.
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Exercice 2.1.18Interpiéter de mardire analogue la cagorie degE, f) ou f est un automor-
phisme deE, puis (dans I'autre sens) la égforie deK[X,Y]-modules.

2.2 Problemes universels

2.2.1 Limites inductives (direct limits)

C’est une sorte deggéralisation de lagunion. La version la pluségérale est écrite dans
[22], nous nétudions ici que les sysmes inductifs indeds par des ensembles ordésriltrants.
Noter que [21] contient un expegoncis dans le cas de laegorie M oda.

Exemple 2.2.1Pour cfinir FanneaK Xy, . .., Xn, . ..] des polyfdmesa une infinié (Bnombrable)
d’indétermirees sur le corps commutalif I'id e naturelle est de prendre &union deK [Xy, ..., Xp]

pourn € N. Mais, dans les constructions usuelles, ces ensembles ne sont pas inclus les uns dans
les autres : par exempleélementa de K n’est pas le polydme constant de K[Xy], il sont
seulement identiéis via le morphisme canonique Hedansk[X;]. En fait, dans la “@union” des
K[X1,...,%n] tous les morphismes canoniqueskiis, ..., X,] danskK[Xy, ..., Xp] pourn < pin-
terviennent comme contraintes d’identification.

Définition 2.2.2 (Syseme inductif) Soitl un ensemble ordomfiltrant (& droite), autrement dit :
Vi,jel, kel : (i<ketj<Kk).
Un syseme inductifindexé parl dans la cdtgorieC est la donge d’une famille(X)ic; d'objets
deC etd'une famille(cp!j)i_,je_. de morphismes de€ tels queqij € Mor(X;, Xj) et que :
i<
(Viel,d=Idx)et(vi,j.kel,i<j<k, @od=dg).

Exercice 2.2.3Faire del une caégorie dont les objets sont lements dé et les morphismes
sont les couplesi, j) tels quei < j et verifier qu’'un systme inductif est alors la &me chose
gu’un foncteur covariant.

Définition 2.2.4 (Limite inductive) Une limite inductivedu syseme inductif((X)ict, (@)1« ),
i<j

est la don@e d’un objeX de C et d’une famille(¢)ic; de morphismegl : X, — X, le tout assujetti
a deux conditions :
() La famille desg est “compatible” avec le sy&ine inductif, au sensid’on a :

V|7Je|,|§1,(ploqi1:¢i
(On peut penser que I'on a rempédcparc dans les relations de I&finition precedente.)
(i) Le couple (X, ((ﬁ)i€|) estinitial parmi tous les couplesévifiant (i). Cela signifie que, pour

tout (Y, (y')ic1) de méme nature etarifiant (i), il existe un unique morphisnfe: X — Y rendant
commutatifs tous les diagrammes conéeyn

V(Y (W) ta. (e, i<, Wod =y) 3 X - Y (el ¢ = fog).
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Cette @finition est en un sens analogaeelle de la borne sépieure comme le plus petit des
majorants. Ainsi, la&union d’'une famille de parties d’'un ensemble en est la borr&r®upe (pour
I'inclusion), mais aussi la limite inductive en un sens que le lecteur pourra cherghissiser.

Exercice 2.2.5Préciser I'affirmation suivante : 1&§[Xy, ..., Xy] forment un systme inductif in-
dexé parN dans4nnetK[Xy,...,X,,...] en est une limite inductive.

Remarque 2.2.6 Conformrémenta un abus de langage courant, aucun morphismét’aen-
tionné dans Ienoné& precedent, ce qui sous-entend que I'on peut les deviner sans aitige
lecteur soigneux commencera donc par les citer explicitement.

Contrairement aux limites habituelles, la limite inductive n’est pas dof#it unique, mais
presque ...

Lemme 2.2.7 Soit (X,(@)ic1) une limite inductive du systeme inductif ((X)ici, (@)ija ). Soit
S i<j
h:X — Xtelque:Viel, ho@ =¢. Alors h = Idx.

Preuve. - Appliquer 'assertion d’unicé du (ii) de la &finition au cas déY, ()ici ) == (X, (@)ier) :
le f de la dfinition est alorsx la foish et Idy [

Proposition 2.2.8 Soient (X,(@)ici) et (Y, (W')ici) deux limites inductives du systéme inductif
(X)ier, (@) e ). Il existe alors un unique isomorphisme f : X — Y rendant commutatifs tous les
i<j

diagrammes concernés :
3 e Isoc(X,Y) = (Viel, ¢ =fod).

Preuve. - Il s’agit de voir que I'unique morphismé vérifiant ceségaliés (selon le (ii) de la
définition) est bien un isomorphisme. Les deux couples jouanblensynetrique, il existeg :

Y — X tel que I'on ait les commutatiorgo ' = ¢f. Posanh := go f, on voit queho ¢ = @. On
applique alors le lemme, pour conclure guef = Idyx. On cemontre de r@me quef og = Idy. [

Noter que rien ne garantit I'existence des limites inductives. Sous nos legast filtrant),
elles existent dans la plupart deséries d’'usage courant - mais pas, par exemple, darfig
(a cause de la dimension).

Exemple 2.2.9 Soit (M), ((pll).,a) un syseme inductif deA-modules. On construit sa limite

inductive comme suit : le moduM est le quotient de la somme diredte= @ M; par le sous-
i€l

moduleR engende par Ies<—(plj (x),oui < j etxe M. On aici identifé lesélémentsx € M; et

qij (X) € Mj avec leurs images dams Les morphismeg : M; — M sont obtenus en composant
les inclusionsvl; — N avec la projectiotN — N/R. La preuve que I'on a bien une limite inductive
est facile et laigse au lecteur.

Exercice 2.2.10Si I'on suppose de plus que Ik sont tous des sous-modules d’'uamme module
M’ et si Iesqij sont des inclusion®l; C M;, verifier que I'union ded/; en est une limite inductive.
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2.2.2 Limites projectives (inverse limits)

Commea la section 2.2.1, la version la pluesrgrale est dcrite dans [22], nous atudions ici
gue les systmes projectifs indeds par des ensembles ordéasifiltrants (et [21] contient un expods
concis). Comme les raisonnements soattproches de ceux quigmedent, on sera beaucoup
plus bref. En fait, tout ce qui concerne les limites projectiveséshuid de I'analogue inductif en
inversant le sens desfihes dang'.

Exemple 2.2.11Une ¢rie formellef := § anX" € K[[X]] est un “polyrdmea une infinié de ter-
n>0

n
mes”. On peut cons@ter f comme une sorte de limite de ses troncatdres= 5 aXk. Chaque
k=0

f, peutétre consi@ré comme un polydme defini moduloX™*1, i.e. comme uréléement de I'an-
neau quotienk [X]/ < X1 > Cesélementsf, “convergent” vers uneésie formelle parce qu'ils
sont plus pecis (moins trong@s) les uns que les autres, c'astlire parce que, pour< p, la sur-
jection canoniqué[X]/ < XPT >— K[X]/ < X" > envoief, sur f,. Ainsi, on peut identifier

f & la famille desf, € K[X]/ < X™1 > assujettie aux conditions de compatilgliti-dessus. On
dit queK[[X]] est la “limite projective” dek [X]/ < X1 >,

Remarquons que I'annediy, des nombreg-adiques s’obtient par une construction en tous points
similaires : c’est la “limite projective” deg /p™+1Z.

Définition 2.2.12 (Syséme projectif) Soitl un ensemble ordomfiltrant @ droite). Unsyseéme
projectif indexé parl dans la catgorieC est la donge d’une famillgX;)ic; d’objets deC et d’'une
famille (@)ij«r de morphismes dé€ tels quep € Mor(X;, %) et que :

i<

(Viel,d=Idx)et(vi,j.kel,i<j<k,@od=g).

Exercice 2.2.13Montrer qu’un systme projectif est la @me chose qu’un foncteur contravariant.

Définition 2.2.14 (Limite projective) Unelimite projectivedu syséme projectif (X )ici, (@ )ijer ),
i<j

estla donée d'un objeX de C et d’'une famille(@ )ic) de morphismeg : X — X;, le tout assujetti
a deux conditions :
(i) La famille des@ est “compatible” avec le sy&ine projectif, au sensid’'on a :

viijel, i<, gog=a.

(On peut penser que I'on a rempédcparc dans les relations de l&finition pecdente.)

(ii) Le couple (X,((ﬂ)ig) estfinal parmi tous les couplesévifiant (i). Cela signifie que, pour
tout (Y, (L|Ji)i€|) de néme nature etarifiant (i), il existe un unique morphismfe: Y — X rendant
commutatifs tous les diagrammes conéen

V(Y,(Lpi)ig)t.q.(Vi,jel,igj,(gjotpj:wi),ﬂlf:YeX S (viel, gi=qof).

Exercice 2.2.15Préciser I'affirmation suivante : le§[X]/ < X"™+1 > forment un sysime projectif
indexe parN dans4nnetK|[[X]] en est une limite projective.

La limite projective n’est pas tou fait unique, mais presque !
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Lemme 2.2.16 Soit (X, (@)ici) une limite projective du systéme projectif (X )i, ((ﬂj) jet ). Soit
i<j
h: X —Xtelque:Viel, goh=q@. Alors h= Idx.

Proposition 2.2.17 Soient (X, (@)ier) et (Y, (Wi)ier ) deux limites projectives du systéme projectif

((Xj)ig , ((ﬂj)izje'l ) Il existe alors un unique isomorphisme f : Y — X rendant commutatifs tous les
i<j

diagrammes concernés :
I eIsoc(X,Y) : (Viel, Pgy=@of).

Noter que rien ne garantit I'existence des limites projectives. Sous nos kegesthfiltrant),
elles existent dans la plupart deséries d'usage courant - mais pas, par exemple, garig
(toujoursa cause de la dimension).

Exemple 2.2.18Soit ((M)ici, (@)
et:M:={(X)ics eN|Vi,jel tg.i<], (gj(xj) =X }. Alors M est une limite projective ded;.

sl) un syseéme projectif deA-modules. On poshl := [ M;

i
i<j

Exercice 2.2.19Préciser toutes lesdthes et prouver I'assertion.

Caractéres sur un groupe alglien. Pour tout groupe @ienG, notonsG := Homg, (G,C*) le groupe
descaraceresde G (multiplicationévidente). Dans le casids est un groupe alien fini, la structure d&
est compdtement écrite dans [34]. S est alglien de type fini, il est de la formie x Z" etG = H x (C*)'.
Dans le cas @réral, notond := P;(G) I'ensemble des parties finies & que I'on ordonne par inclusion
(il est filtrant). Pour tout € |, notonsG; le sous-groupe d& engendé par la parti@ : c’est donc un
groupe ablien de type fini. Puisquie< j = G; C Gj, lesG; forment un sysime inductif de sous-groupes
de G et leur limite inductive esG (exercice 2.2.10 aved = Z). Par ailleurs, si < j et doncG; C G;j,
on a “dualement” un morphisme de restriction@gdansG; défini parx — X|g,. LesG; forment ainsi un
syseme projectif de groupes. Deemme, les inclusion§; C G donnent lieta des morphismes de restriction
de G dansG; définis pary — X|G;- Il est ai€ de voir que la famille de ces morphismes est compatible avec
le syseéme projectifet que le groupgg est la limite projective de&;.

2.2.3 Le produit tensoriel : rappels et compéments

C’est une construction classique de l'alige lirtaire, mais c'eségalement une solution de
“probleme universel”, tout comme les limites inductives et projectives. On fixe un corps commu-
tatif K et deuxK-espaces vectoriel§W. Onécrira simplemenEv pour Evk. Pour toutk -espace
vectorielE, on note :

Bil (V,W;E) :={0:V xW — E | gest biliréaire.

C’est, de facon naturelle, uk-espace vectoriel. Pour toudte Morg,(E,F), I'application de
Bil (V,W;E) dans Bi[V,W;F) définie parg+— f o @ est lintaire. On a obtient ainsi un foncteur
covariant Bi(V,W; —) de la cakégorie£v dans elle-rame.

Par ailleurs, on saitéfinir le produit tensoriedeV etW, no&V @k W, ou simplement @W.
C’est unK-espace vectoriel muni d’une application béairep € Bil (V,W;V ®W), note(v,w) —
v®Ww, et satisfaisard la propréte suivante : s{v)ic et(wj)jcy sont respectivement des bases de
V etW, alors (vi ® Wj) i j)ei s €St une base dé @ W. Un corollaire de cette prof@e est que
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'ensemble des®@w, ve V, w e W, est une partie gératrice d&V @ W. Un autre corollaire est
que‘Evfy est stable par produit tensoriel et que @iivi @k W) = (dimk V) (dimx W). Enfin, de
la proprété des bases, on pelgduire la suivante, qui est plus intrétpue : toute forme biligaire
surV x W se factorise de magie unique pa¥ ® W. De manére plus pecise :

Proposition 2.2.20 (Proprété universelle du produit tensoriel) Pour tout espace vectoriel E et
pour toute application bilinéaire @ € Bil(V,W;E), il existe une unique application linéaire f :
V ®@W — E telle que @ = f o Autrement dit : @(V,W) = f (VR w).

Pour la preuve, voir [21]. On peut reformuler cette préfarien termes de foncteurs. L'es-
paceV @ W et la formep étant donas, pour touk, on a une application lEairef — fopde
Morz,(V @ W, E) dans BilV,W;E). Il est facile de voir que celaéfinit une transformation natu-
relle entre les foncteurs covariants MotV @ W, —) et Bil(V,W; —). La propréte universelle dit
que cette transformation naturelle est un isomorphisme.

Construction. Le produit tensoriel s’obtient par la construction suivante : c’est le quotient de
I'espacé des “combinaisons |&aires formelles™ A(vi,w;) d’élements d&/ x W par le sous-
espace vectoriel engerédpar tous leglementsv,w+w) — (v,w) — (v,w), (V+V,w) — (V,w) —
(V,w), (V,Aw) —A(V,w), (AV,w) —A(v,w), ou v,V € V, ww € W, A € K. On note alors/ @ W
I'espace vectoriel quotient et w I'image de(v,w) dans ce quotient. Il est facile de voir que
I'application (v,w) — v® w est biliréaire, et pas &s difficile non plus de prouver la propté
universelle. (La propété portant sur les bases est moavidente.) Notons d’ailleurs que laéme
construction peugtre faite dan$/oda, avec les remes prop@tes.

Exercice 2.2.21(i) Montrer a l'aide de la prop@éte universelle que, si € Morg,(V,V’) etg €
Mor«,(W,W’), il existe une unique application Baire f ® g deV @ W dansV’' @ W’ telle que
veaw— V @w. En ceduire que le produit tensoriel est un bifoncteur covariant en chaque argument.
(i) Démontrer la formule :

(2.2.21.1)

Vurl -V, wW:V—-W, U -V WV -sW, (vav)ouau)=(vou)® (Vol).

(Vérifier que les deux membres onéme effet suk@x € U @U’.)

Produit tensoriel d’algebres (voir [21]). SoientA,B deux algbres sur le corps commutalif
On fait duK-espace vectorieh @k B uneK-algebre en posant :

(a®b)(d @b') ;= (ad) ® (bY).

Le neutre esevidemment & 1. On a alors les pro@és :

1. Soient C AetJ C Bdes ickaux. Alors le morphisme d’'aédpresA® B — (A/l) ® (B/J) est
surjectif de noyall @ B+A® J.

2. LesalgbresAxk K[X] etK[X] ®k A sont canoniquement isomorptaea[X]. En particulier :
K[Xl, . ,Xn] ®K K[Yl, .. .,Yp] = K[Xl, e, X0, Y, . ,Yp].

1Rappelons que I'espace des “combinaisonadires formelles” dlements d’un ensembbé est simplement I'es-
pace vectoriek (X) des applicationa support fini d&X dansk, dans lequel on notg Aix; I'application telle que — A;
et nulle ailleurs. Apés identification de e X & I'applicationx — 1 et nulle ailleurs, on voit qu¥ est une base de*).
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Chapitre 3

Representations lireaires de groupes,
enveloppe proalgbrique

Notre butétant de relier la correspondance de Riemann-Hifbkrtheorie de Galois diffrentielle
(pour laquelle le corps de base &3t nous exposerons laé&brie sur un corps de bagede ca-
raceéristique nulle et algbriguement clos.

Pour la theorie gerérale des resentations li@aires, les grands classiques sont [33] et [20] ;
mais I'essentiel de nos besoins est couvert par [21]. Notre but, qui est d’en tirer un@ngremi
approche de la duatittannakienne, n’est abd@rgar voieélementaire nulle part. (L'approche de
[36] porte sur un autre aspect de l@thie.) D’autresé&férences seront donc fourniasa fin de ce
cours.

3.1 Representations lireaires

Définition 3.1.1 (Representation lintaire d’un groupe) Unereprésentation K-ligaire de dimen-
sion finied’un groupeG est une action d& sur unK-espace vectoriel de dimension fiMenote
(g,X) — g.x, telle que, pour toug € G, I'applicationx — g.x soit linéaire. Pour faire court, nous
dirons “repésentation” pour “refsentatiorkK-linéaire de dimension finie”.

Notantp(g) I'applicationx — g.x, on a don(g) € GL(V). En fait,p: G — GL(V) est un
morphisme de groupes en vertu du calcul suivant (dans legget G) :

(vxeV, p(ad)(X) = (9d) x=g.(g"x) = p(9) (P(&) (X)) ) = P(ad) = P(g)oP(d') = P()P(T).

Réciproquement, pour tout morphisme de groupesG — GL(V), en posang.x := p(g)(x),
on cE&finit une repesentation ligaire. Une éfinition alternative du mot “repisentation” est donc
“morphisme de groupes dedans un groupe liaire”. On dit d’ailleurs aussi bien “resentation
linéaire deG dans GLV)” que “repesentation libaire deG dansV”. Lorsque le groupés est
fixé, nous noteronséguemmentV,p) la repésentatiop : G — GL(V).

Remarque 3.1.2Lorsque le group& est muni d’une structure sug@hentaire, on peutatider
de se restreindra des espaces vectoriels munis d’une structure analogudes regesentations
compatibles avec ces structures. Par exempl&§ est un groupe topologique &t un espace
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vectoriel topologique, une repsentation d& dansV est dite continue si I'applicatiofg, x) —

g.x deG x V dansV est continue : cette condition est d’ailleurs strictement plus forte que celle
qui requiert la continué dep : G — GL(V). Un autre exemple est celui des “répentations
rationnelles des groupes algriques” (chapitre 6).

Bien entendu (what else®?nous voulons faire une @orie !

Définition 3.1.3 (Morphisme de repesentations) Soient(V, p), (V’,p) deux repésentations de
G. Unmorphismelde (V,p) dans(V’,p’) est une application ligaireu:V — V telle que :

Vge G, VxeV;, u(g.x) =g.u(x).
De manereéquivalente :
Vge G, uop(g) =p'(g)ou.
On obtient ainsi uneatégorie des regsentations de GotteR e (G).

Exercice 3.1.4 (i) Préciser ce que sont la composition et les idéstilans cette dagorie.
(i) V érifier I'existence d’un foncteur d’oubiV,p) ~~ V de R ep (G) dansEvfy.

3.1.1 Repksentations deG et K[G]-modules

L’ étude des repsentations peldtre en partie ramé@ea I'étude des modules sur un anneau
non commutatif, en vertu de la&énition et du tleoeme qui suivent.

Définition 3.1.5 (Algébre d’un groupe) NotonsK[G] I'espace vectorieC(® des combinaisons
K-linéaires formelles @&léements dé&3, muni de la multiplication :

d9’=g
(C'est donc la seule multiplicatioK-bilinéaire quiétende la loi de groupe d8). On appelle
algebre du groupe GsurK) la K-algebre associative unitaire ainsi obtenue.

Remarque 3.1.6 Modulo l'identification de la combinaison kaire formelle 5 Aqg avec I'ap-
geG

plicationa support finh : G — K, la multiplication ci-dessus s’identifie au produit de convolution :

V=Axp ol Vge G, Axw(g) = 5 Ag)Hg").
(I faut naturellement &rifier queA x p esta support fini.)

A toute repésentatior{V, p), on peut associer uk|G]-module dont le groupe sous-jacent est
V et dans lequel la multiplication externe eéfidie par la formule :

v (g;)\gg> eK[G], ¥xeV, (geé)\gg> Xi= g;)\g(g.x).

On notera encore abusivemeantle K[G]-module ainsi @fini. (On I'appelle parfoiggalement
“G-module”.)

ITraduction dans I'esprit : “comment pourrait-il ére autrement ?”
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Exercice 3.1.7 (i) Vérifier queK[G]| est bien un&-algebre associative unitaire. Est-elle commu-
tative ? Quels sont ses inversibles ?

(i) V érifier que la construction ci-dessusfihit bien unK |[G]-module.

(iii) V érifier que tout morphisme : V — V' de la repésentationV,p) dans la regesentation
(V',p’) est une applicatioK[G]-linéaire.

(iv) Vérifier qu’en associarm la repésentationV,p) le K[G]-moduleV et au morphisme de
representationss le morphisme deK[G]-modulesu, on c&finit un foncteur deR ep((G) dans
MOdK[G].

Théoreme 3.1.8Ce foncteur est pleinement fidéle ; autrement dit, ¢’est une équivalence de Ia
catégorie R ek (G) avec une sous-catégorie pleine de la catégorie M 0d(g)-

Preuve. - Notons d’abord que tout [G]-module peugtre vu comme urK-espace vectoriel. La
sous-catgorie pleine en question est celle dd&]-modules qui, vus commk-espaces vecto-
riels, sont de dimension finie. lls forment I'image essentielle de notre foncteur (cekcualdr
de I'argument qui suit) : notons provisoiremeficette cakgorie.

Par ailleurs, il y a une notioavidente de “refsentation pasatessairement de dimension finie”,
ces derrieres forment une cagiorie?’ et la construction ci-dessugfihit en fait un foncteur de’
dansM odk g Réciproguement toutK|[G|-moduleV, on associe d'abord l€-espace vectoriel
V (comme ci-dessus), puis une répentation d& dansV définie par(g,x) — g.x (le membre de
droite césigne ici le produit externe dpe K[G] parx € V). De néme, toute applicatioK |G-
linéaire donne lie@ un morphisme de re@sentations.

On a donc obtenu un foncteur @éody ) dans?’, et le lecteur @rifiera que c’est un quasi-inverse
du precedent (voir apks la proposition 2.1.15 de la page 22).

Enfin, il est clair que ces foncteurs se restreignent en des foncteurs quasi-inverses I'un de I'autre
entreRep (G) etD. O

Remarque 3.1.9 Parmi tout lesK[G]-modules, il est possible de car@dser ceux qui sont de
dimension finie suK de mangre purement “ring theoretic” : ce sont les modules de longueur
finie.

3.1.2 Repesentations de Z

Un objet d'inéréttopologiqueparticulier est la cé&gorie des ref@sentations dg. En effet, le
cas le plus simple de groupe fondamental non trivial est celui du “(C*, zp). Ce qui suit fait
partie de letude de la topologie du trou.

Une repésentation d& dansV est un morphisme de groupes: Z — GL(V), et il est
entierement étermiré par I'image@:= p(1) € GL(V). Il revient donc au rame de se donner
la repésentatior{V, p) ou le coupleV, ). La condition pour que I'application leaireu:V — V'
soit un morphisme de repsentations d@v/, p) dans(V’, p’) entrdne immédiatemeny ou = uo @,
ou I'on a poe @:=p(1) et@ := p/(1) ; mais il est facile de &rifier que la eciproque est vraie,
i.e.:

(P ()ou=uop(1)) = (Vne Z, p’(n)ou=uop(n)).
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(Plus ¢eréralement, pour un group@ quelconque, il est suffisant de tester la condition de mor-
phisme entre repsentations dé& sur des @rérateurs dgs.) On voit donc que la cagorie
Rep(Z) estéquivalented la caégorie suivante :
— Les objets sont les couplég, @), ol V est unK-espace vectoriel de dimension finie ét o
Qe GL(V);
— les morphismes dg/, @) dans(V’,¢) sont les applications lgmiresu : V — V' telles que
@ ou= uo@; autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

v 4 v/

o |0

v YV

(C'est la cakgorieCyyt de I'exercice 2.1.4 page 20.)

Selon le tiko®me 3.1.8, on obtiendra un autre mtEldeR epc(Z) si I'on décrit I'algebre
du groupeZ. Pour cela, il est @ferable de partir d'une forme multiplicative de ce groupe :
Z ~{X"| ne Z}. Il est alors imngdiat que I'algbre de groupe d& est isomorphe I'anneau
K[X,X~1]. On retrouve le&sultat de I'exercice 2.1.18, page 23. L'ann&d, X 1] étant princi-
pal, on sait com@tement écrire ses modules de type fini (et d’autant plus simplemenKoest
algébriquement clos). La classification des eantations d& (au sens de la section 3.2, c’'ést-
dire a isomorphisme @s) en écoule . En fait, cette classification se gme essentiellemeatla
théorie de la@duction des matrices. En effet :

1. Tout couple(V,®) est isomorphe& un couple(K" A), ol n € N et ai A € GL,(K) est
consiceré comme un automorphisme #€. (Cette assertion vient simplement de la pos-
sibilité de choisir une base d&)

2. Pour que le coupl&K™, A) soit isomorphe au couplKP,B), il faut, et il suffit, quen=p
et que les matrice&, B € GL,(K) soient conjugées {.e. semblables). En effet, la condition
sur les dimensions eévidente, et 'isomorphisme prend ici la forme d&J € GL(K) tel
queBU = UA.

3.2 Quelques questions de classification (effleegs)

Dans le ca& = Z, on sait construire toutes les régentationa partir d’objet®lementaires et
décidera quelle condition deux repsentations sont isomorphes : c’est ladtie de la &duction.
Comme corollaire, on saitétrire “'espace des modules de repentations d&”. Le mot histo-
rique “module” signifie ici plus ou moins “classe d’isomorphfecdtea I'aide d’un jeu complet
d’invariants”. Ici, ces invariants sont par exemple les invariants de similitudes (une suite finie de
polyndbmes) ; ou bien le spectre et la liste des dimensions des blocs de Jordan.

Exercice 3.2.1LorsqueG est trivial, le seul invariant est la dimension et 'espace des modules est
N.

On va voir que le prol@me est comgttement @solu lorsques est alélien fini; le cas d’'un
groupe fini non ablien est le coeur de laébrie classique, il remplit le livre [33]. Le cas le plus
important pour nous est celui d’'un groupe norélgdn deprésentation finigi.e. défini par un
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nombre fini de grérateurs et de relations : c’est en effet le cas des groupes fondamentaux que
I'on rencontre dans la vie courante, par exemple les groupes fondamentaux des surfaces compactes
connexes. |l n'y a pas de solution coraf ¢gerérale dans ce cas.

Exemples 3.2.2(i) Le groupe fondamental d&\ {0,1} est le groupe libre sur dewéggrateurs
01,02.

(i) Le groupe fondamental du to# x S' estZ?, quotient du groupe libre sur deuggrateurs
01,02 par la relationg,go = g20; ; autrement dit, le groupeédini par les grérateursys, g, et la
relationgig2g; 19, .

Exercice 3.2.3(i) Soit G le groupe éfini par les grérateursy;, ...,g etles relation®y, ..., Rn.
On rappelle que cela signifie g@est le quotient du groupe libtede ¢grérateurss,, ..., G, par
le plus petit sous-groupe distingaontenan®y, ..., Ry, € L. Décrire la caégorie des re@sentations
de G dans I'esprit de I'exercice 2.1.4 page 20.

(i) Appliquer aux deux exemples quigmdent.

3.2.1 Vocabulaire de la classification

Définition 3.2.4 (Sous-repésentations, repésentations irreductibles) (i) Unesous-repésentation
de (V,p) est une refsentationV’,p’), ou V' C V et ai cette inclusion est un morphisme de
repiesentations ; de mameéquivalente, c’est un sous-espataleV stable sous 'action dé et
muni de lareprésentation induit@’ définie par :

vge G, p'(g) :=p(g)v € GL(V').

Les sous-ref@sentationbanalesde (V, p) sont la sous-regsentation triviale efV, p) elle-méme.

(ii) Une repesentation est ditier éductiblesi elle est non triviale et si de plus elle n'admet pas de
sous-repesentation non banale ; de margéquivalente, sV £ {0} et si les seuls sous-espaces
G-stables d& sont{0} etV.

Remarque 3.2.51l est de coutume de con&er comme “ireductibles”, “simples, “premiers” ...
des objetlementaires mais non triviaux : par exemple un nombre premier n'estgss 1.
Lorsque I'on vise un thoeme de écomposition unique en factelwrlementaires, cette condition
de non trivialie est indispensable (pour I'uniejt

Exercice 3.2.6 Par quelle propéte deK[G]-module se traduit I'ireductibilite ?

Si (V/,p’) est une sous-repsentation d€V,p), en choisissant une base \dequi étend une
base d&/’, on obtient une description matricielle comme morphism&dkans le sous-groupe de

GLn(K), n:=dimV, formé des matrices triangulaires par blc@éél 21’2> , 0l A1 € GLy(K),
2.2

n:=dimV’, Ap5 € GLy (K), n" :=n—n', etA; > € Maty v (K).

Définition 3.2.7 (Sommes directes de ref@sentations, repésentations incdccomposables)(i) La

somme directeles repesentationgV,p) et (V’,p’) deG est la repesentationV &V, p & p’), ol

'on pose
VgeG, (pop)(9) :=p(9)@p'(g) € GLNVBV’).
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(il) Une repisentation est ditemdécomposablsi elle n’est pas triviale et si elle n’est pas somme
directe de deux sous-rég@entations non triviales€. de dimensions- 0) ; de mangreéquivalente,
c’est une repsentationV, p) telle queV nadmette aucun sous-espace non triGastable ad-
mettant un sup@imentaire non trivia-stable.

Si (V,p) est la somme directe d&/’,p’) et de de(V”,p"), en choisissant une base We
qui soit la juxtaposition de bases ®é et deV”, on obtient une description matricielle comme
morphisme dé5 dans le sous-groupe de (K), n:= dimV, formé des matrices diagonales par

blocs <A1*1 0 ) ol A1 € GLy(K), 0 :=dimV’ etAs, € GLy/(K), 0’ := dimV”.

O A2,2
. ; (.11 : :
Exercice 3.2.8 Montrer que la ref@sentation K<, 01 deZ est indecomposable mais pas

irréductible.

3.2.2 Repesentations compmtement réductibles

Théoreme 3.2.9Si une représentation est somme directe de représentations irréductibles (on dit
alors qu’elle est compktement &ductible, les composantes et leurs multiplicités (voir la suite
pour ce terme) sont uniquement déterminées a I’ordre prés.

Preuve. - Une repesentation iductible est uriK[G]-module simple, c’es&-dire non trivial et
n'admettant aucun autre sous-module que 0 et i@, Une refsentation comptementéeductible
est donc un module semi-simple, c'@éstlire somme directe de modules simples. Ici, il s’agit
d’'une somme directe finiéa(cause des dimensions), et I'on péatireM = P'l‘l @©---®Pf, avec

r € N*, ki,...,k € N* et lesP, simples et deu& deux non isomorphes. Le&breme est donc la
congquence de la proposition qui stit.

Proposition 3.2.10 Soient A un anneau non nécessairement commutatif, r,s€ N*, Ky, ..., Kk, 01,...,0s €
N* et Py,...,P,Q1,...,Qs des modules simples tels que :

Plfl@“-@Pl!(’ :Qil@...@ éS_
On suppose les B (resp. les Qj) deux a deux non isomorphes. Alorsr = S, et, quitte a renuméroter,
ki=/ieth ~Q.

Preuve. - Nous esquissons une preuve ; pour ugendnstration diffrente et plus &saillee, voir
[21].

En vertu du lemme de Schur ci-dessous, I—((RH,Q?) =0, saufsiPh ~Qj.Onadong =s
et, apes Eeindexation, on peut supposer CRJ"ez f' On en @&duit d'abord qué ~ Q; ~ P, puis
quePX ~ P’. On a donc une matridex ¢ inversible,a coefficients dans EXiR), qui est un corps
(toujours en vertu du lemme de Schur), déne £. O

Lemme 3.2.11 (Lemme de Schur)Soient P, Q deux modules simples et f € Hom(P,Q). Alors f
est nul ou bijectif.
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Preuve. - Le noyau def est un sous-module du module simplgil est donc nul olegala P. De
méme, I'image def est nulle olegalea Q. I

3.2.3 Repesentations des groupes dbiens finis

Théoreme 3.2.12 (Tkeoreme de Maschke) Toute représentation d’un groupe fini est complétement
réductible.

Preuve. - Il suffit de dmontrer que, iV, p) est une reg@sentation d&, tout sous-espadg-stable
V’ deV admet un supgimentaireG-stableV” ; ensuite, on raisonnera paourrence sur divi.
Pour le voir, on choisit une projection arbitrapaleV surV’, et I'on pose :

carcG %p °Pop(g

On \erifie d’abord que I'image da est dand/’ (ce qui utilise laG-stabilit) et quer se restreint
en l'identite surV’ (idem) ; autrement ditit est une projection dé surV’. D’autre part, un petit
calcul standard montre que :

Vge G, p(g)omop(g) =T

d’'ou I'on tire facilement que le suppinentaire/” := Ker tdeV’ estG-stable []

Remarque 3.2.13Cette @dmonstration, et donc le&beme, restent valables pour un corps quel-
conque sous la seule hypeé#e que car@ n’est pas multiple de la caragtstique. Cette hypod#ise
ne peuttre relckee, comme le montre I'exemple suivant.

Exercice 3.2.14SoienK := F; (i.e.le corpsa 2élements)G :=Z /2Z (i.e.le groupea 2élements),
V :=K?etp: G — GL,(K) définie par :

(1 a
VaeZ/2Z , p(a):= (0 1) .
Veérifier que I'on a bien une repsentation et qu’elle n'est pas corament eductible.

Théoreme 3.2.15Toute représentation irréductible d’un groupe abélien est de rang 1. (On appelle
rangd’une représentation (V,p) la dimension de I’espace V.)

Preuve. - C'est du niveau L2 ! Lensembig(G) C GL(V) est forné de matrices trigonalisables qui
commutent deua deux, donc cotrigonalisables. Cet ensemble admet donc une droite propre com-
mune, qui est donG-stable. Sila dimension dé est> 1, la repésentation n’est pas @ductible.

U

Corollaire 3.2.16 Toute représentation d’un groupe fini abélien est somme directe de représentations
de rang 1.
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Exercice 3.2.17Donner des contre-exemples enaiant successivement I'une ou l'autre des
hypotreses de finitude et d’&hanite.

Corollaire 3.2.18 (Agrégation externe 2003, Mateématiques @nérales) Toute sous-groupe fini
abélien de GL,(C) est diagonalisable, i.e. conjugué a un groupe de matrices diagonales.

3.3 Premiere approche de la dualié

De manere gerérale, une re@sentation(V,p) de rang 1 d’'un group& est carad@rige,a
isomorphisme s, par le morphismp : G — GL(V) = K*, cette derrére égali€ refetant un
isomorphisme canonique (nopendant d'un choix de base). Connaitre lesé&sgntations de
rang 1 deG revient don@ connaitre lesaraceresde G, c’esta-dire lestlements de sodual :

G :=Homg; (G,K").

On c&finit de plus une loi de groupe sGren posantX.x’)(9) :=x(9)x'(g). (La lettrex est tradi-
tionnelle dans ce contexte.)

LorsqueG est un groupe a@lien fini, on a vu (corollaire 3.2.16) que la connaissance des
caractres @termine la connaissance de toutes lesa@sgmtations d&. En fait, la connaissance
du groupe des carages @termine la connaissance du groe

Théoreme 3.3.1 (Bidualié des groupes aéliens finis) Pour tout groupe G, I’application :
g (@ :x—x(9)

est un morphisme de groupes de G dans son bidual G. Dans Ie cas d’un groupe abélien fini, c’est
un isomorphisme.

La preuve est dorée dans [34]. On peut donc reconstituer un grou@gdiefinia partir de ses
repesentations de rang &,condition de savoir les multiplier. Ce&beme admet une extension
facile au cas des groupeséiens de type fini [34], et une extension, nettement mains triviale, au
cas des groupes aliens localement compaét@lualite de Pontryaguine).

3.3.1 Peut-on reconstituelG a partir de Rep(G) ?

Pour passer au cas nettement plus difficile d’'un groupe néhesi) on peut tout d’abord se
convaincre que les repsentations de rang 1 n'ont aucune chance de permettre de reconstituer le
groupe.

Exercice 3.3.2DéterminerG dans le cas du groupe s@tmique sun éléements.

C’est Tannaka qui a le premier fornguet proue (en 1938) un thoeme de reconstitution
d’un groupea partir de ses repsentations de rang arbitraire ; le caétait celui des groupes de Lie
compacts. Nous allons tenter de reconstituer le groupe “absiraisgns structure sugghentaire)
G a partir de la c&@#gorieR e (G).

2Dans ce cas, le dud est céfini comme le groupe des morphismes continu§dans le cercle urét muni d’'une
topologie convenable.

35



Sens direct. Comme on I'a vu dans le #oeme 3.3.1, il s’agit d'un racanisme de biduadt il
faut donc faire agiG sur la cakégorieR e (G). Soit doncg € G. Pour tout objeX := (V,p) de
Rep«(G), c'est suV queg agit naturellement, via 'automorphisnpég). On est donc condué
introduire lefoncteur oubli :

w: X :=(V,p)~V,

de Rep (G) dansEvfy (effetévident sur les morphismes).

Proposition 3.3.3 (i) L’élément g de G étant fixé, en posant :

@ X:=(V,p) ~ (p(9) : (X) — (X)),

on définit une transformation naturelle du foncteur covariant W dans lui-méme.
(ii) L’application g — @ est un morphisme de groupes de G dans le groupe Aut(w) des automor-
phismes du foncteur oubli .

Preuve. - (i) La fonctorialitt se prouve ainsi. Pour tout morphisme de &spntational : X :=
(V,p) — X" :=(V',p), on veut montrer que le diagramme :

w(X) 2, w(x)
@) lcpg<X>
w(X) 2, a(x)

est commutatif. Mais ce diagramme s’identdie

v 4V

p(g)l lp’(g)

v YV

qui est commutatif paréfinition d’'un morphisme de repsentations.
(i) Il reste a verifier queq, est 'automorphisme idenéitet quegyy = @@y, Ce qui est facile et
lais au lecteur]

Sens Eciproque. Peut-on dire que le groupe des automorphismes du foncteur oubli est le bidual
recherclk, et peugtre néemeG? On va d’abord voia quoi ressemble un automorphismecwle
dans le casG est un groupe alien fini.

Soitdonop € Aut(w). Tout d’abord, les morphismes de projectionsdeX’ surX, X’ donnent
lieu & des morphismes dg(X & X') surw(X),w(X’), puisa un isomorphisme de(X ¢ X’) sur
w(X) & w(X"). En appliquant la propeie de fonctorialié de a ces morphismes atcet isomor-
phisme, on voit que(X & X') est cetermire parg(X) et@(X'). Ainsi, @ est cetermiré par son effet
sur les repesentations de rang 1.

Pour une telle regsentatiorX := (V,X), ol X est une droite, on g € G etg(X) est un auto-
morphisme de la droité, donc une homottie de rapporp € K*. De plus, un isomorphisme de
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X:= (V,x) avecX’ := (V,x’) signifie quex,Xx’ € GL1(K) sont conjugés,i.e. égaux; et, dans ce
cas,@(X) et@(X’) sontégalement conjuges, doncgaux. Autrement digt est une fonction dg
seul. Nous noterons encoge G — K* cette fonction. Pourasumer &tant donie I'application
@: G — K*, la transformation naturellpassocie toute repesentatiorX := (V,x) de rang 1 I'au-
tomorphisme dex(X) =V homottetie de rapport:= @(x).

De plus, quelle que soit I'applicatiapde cepart, on peugtendre la transformation naturelle
@ a toute repesentation en &omposant celle-ci en somme directe de &spntations de rang
1. Pécigment, siX = @(V;,Xi), alors@(X) agit sur chague composante \ede w(X) = PV,
comme homotétie de rappor();) : c’est la seule possibift et elle @finit bien une transforma-
tion naturelle.

Proposition 3.3.4 Le groupe Aut(w) est isomorphe au groupe (K*)é‘ de toutes les applications
G — K™

Preuve. - On a tkja monté que ces deux ensembles segaux. La compd@e des homotties de
rapportsy, | est I'homotletie de rapponl. La compoge des transformations naturell&fidies
par les applications, @ : G — K* est donc la transformation naturelléfthie par I'application
o :G—K*. O

Ce groupe est beaucoup plus gros Gue G. On a perdu la condition qugdevait respecter
la structure multiplicative d6& :

o(xx) = e(X)e(X)-

Il aurait fallu faire intervenir une repsentation de caramexy’ et lui associer un automorphisme
de droite qui soit une homattie de rappomi = @(X)@(x’) ; autrement dit : il aurait fallu pouvoir
“multiplier” des repesentationX et des espaces sous-jacevifet imposer la transformation
naturelleq d’étre compatible avec ces structures multiplicatives.

3.3.2 Produit tensoriel de repesentations

On peut en effet muni®k epc(G) d’'une structure multiplicativé I'aide du produit tenso-
riel. SoientX := (V,p) et X' := (V/,p’) deux repesentations d&. Pour toutg € G, I'application
linéaire @finie pax® X — p(g)(X) @ p'(g)(X) deV @V’ dans lui-néme est biené&finie et c’est
un automorphisme(g) ® p'(g) € GL(V ®V’). De la formule (2.2.21.1) (exercice 2.2.21, page
27), on ceduit quep @ p’ : g+— p(g) ® p’(g) est un morphisme dé dans GLV ® V'), d'ou une
repesentatiorX @ X' := (V@ V', p® p’) appekeproduit tensorieldes repesentationX et X'. Le
rang de la regsentatiorX @ X’ est donc le produit des rangs Heet deX’'.

SoientX := (V,p), X" := (V/,p) Y := (W,0) etY’ := (W, d’) quatre repesentations d6&. A
l'aide de la formule (2.2.21.1), on voit que,si X — Y etu : X’ — Y’ sont des morphismes de
representations, alors I'application éaireu® U’ deV @V’ dansW @ W’ est encore un morphisme
de repésentations d¥ @ X’ dansY @ Y’.

Enfin, le foncteur oublw estcompatible au produit tensori¢bn dit aussiz-compatiblg :

WX @X') =w(X)@w(X') etwua u) = wu) @ w().
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Exemple 3.3.5SoientX := (V,X) et X' := (V',X') deux repéesentations de rang 1 @& Alors
X @ X' estla repesentatiorfV V', xx’). En effetV etV’ sont des droites, dohex V'’ aussi. Pour
toutg € G, les automorphismegg), x'(g) sont des homotties de rapports, i doncx(g) ®x'(9)
est 'automorphisme dé @V’ défini parx@ X' — uxe WX = uUx® X, i.e.’hnomothétie de rapport

MU = xX'(9)-

Remarque 3.3.6Dans le cas de repsentations de rang 1, il n'y a aucun raase restreindra
des objets de la formg, x), en particulier parce qu€ ® K s’identifie naturellemeraK.

Pour les dimensions sé@peures, si I'on veut se ramenardes descriptions matricielles :=
(K",p) avecp : G — GLy(K), on sera condui utiliser 'isomorphisme K" @ KP ~ K"P. Mais cet
isomorphisme n’est pas unique. En fait, la base “naturelleKtie KP est fornee dess ® f; ou
lese (resp. lesf;) forment la base canonique #€ (resp. deKP). Toute bijection dg1,...,n} x
{1,...,p} sur{l,...,np} fournit un ordre total sur cette base naturelle, donc un isomorphisme
KN"@ KP ~ K"P,

L'une des complications de laghrie (si I'on tienta des descriptions matricielles, ce qui n'est
pas obligatoire) est donc de choisir, pour toup € N une bijection d€1,...,n} x {1,...,p} sur
{1,...,np} de manérea obtenir des formule cé&nentes, comme dans I'exercice suivant.

Exercice 3.3.7 (i) V érifier I'existence d’un isomorphisme natureMe (V' @ V") sur(V @V’) @

V7.

(i) Montrer que le choix, pour tous, p € N, d'une bijectiond€1,...,n} x {1,...,p} sur{1,...,np},
donne lieu, pour tous, p,g € N, a des isomorphismes ¢€' ® (KP® K%) et de(K" @ KP) ® K4
surknpa,

(iii) Y a-t-il automatiquement compatibiBtentre les isomorphismes tras/aux questions pedentes ?

3.3.3 Enveloppe proal@brique d’'un groupe

Puisque nous avons muRiepk (G) d’une structure multiplicative (tensorielle), on peut main-
tenant &lectionnera l'intérieur de Autw), leséléments qui pFservent cette structure.

Ce formalisme garde un sens dans un cadre [@osrgl, al I'on n'a pas ecessairemei@galié
de w(X ® X') avecw(X) ® w(X’) mais seulement un isomorphisrex de w(X) ® w(X’) sur
w(X) ® w(X’)3. Aussi, cecorerons-nous lesithes horizontales ci-dessous (ici, égalies!) de
I' étiquettety x-.

Définition 3.3.8 (Automorphismesx-compatibles dew) Une transformation naturell de w
dans lui-néme est diteompatible au produit tensoriebu ®-compatiblesi, quelles que soient les
repiesentationX et X', le diagramme suivant est commutatif :

I x/

WX e X" w(X) @ w(X")
oxex) | | w00m00¢)
WX 2X) —X w(X) @ 6(X)

L'ensemble des automorphismescompatibles dev est noé Aut®(w).

3Dans les cagories munies de telles structures, on impose cepeadantlasse de ces isomorphismes dgfier
des conditions de compatib@it voir par exemple laé&finition 1.8 p. 113 de [9].
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De larelation (2.2.21.1) (exercice 2.2.21, page 27), et des relaBdagpteuve similaire) :
ueu) t=uleu tetldw =ldy ®ldy,

on ceduit que Aut (w) est un sous-groupe de Aut). De plus, par le i@me genre de calcul, on
vérifie que 'applicatiorg — @y est un morphisme de groupes@elans Aut’ (w).

Exercice 3.3.9Ecrire les diagrammes commutatifs qui justifient ces assertions et justifier soi-
gneusement leurs commutat&stA titre d’exemple, voici I'un des diagrammes :

WX 2X) —X w(X) @ e(X)
woxex) | | wo0mwoc)
WX 2X) —X w(X)® e(X)
oxex) | | w00z000)
WX @X) —X w(X)® 6(X)

Définition 3.3.10 (Enveloppe proal@brique d’un groupe) Le groupeG¥9 := Aut®(w), muni
du morphismey — @, deG dansG29, est appd enveloppe proalgbrique de G

Le morphismeg — @ fait partie de la structure. (Comparer au cas d’udéuck al@briqueK
d’un corpskK : le plongemenK — K fait partie de la structure.) Nous verrons au chapitre 7 que
I'enveloppe proal§brique est caragtiste par une propgié universelle.

Proposition 3.3.11 Pour un groupe abélien fini G, I’enveloppe proalgébrique s’identifie au bidual
G muni de 1 ‘isomorphisme de bidualité.

Preuve. - Cela decoule des sectionsguédentes]

Lisomorphie deG et G?9 est malheureusement loinadte le cas gréral. Le group&s?9 peut
étre beaucoup plus gros : on n'a paassia recugerer le groupds a partir de ses repsentations.
Ce n’est cependant pas une totaddaite, le group&?'9 est inéressant quand@me !

Exemple 3.3.120n verra queZ®9 ~ Homg, (K*,K*) x K, avec morphisme structurab ((z+—
Z"),n).
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Chapitre 4

Rappels et compéments de gometrie
algebrique affine

L'essentiel de nos besoins est couvert par le cours de MEdesdrie algbrique, et nous le
rappellerons sans preuve. Au dgles preuves sont fournies sans trop deaiks : elles pourront
étre compitees par la lecture des chapitres introductifs de [6] et de [36].

Le cadre est celui de laégnetrie algebrique affine sur un corgs$ algébriquement clos de
caracéristique nulle.

4.1 Ensembles algbriques affines

4.1.1 Latopologie de Zariski

SoitE un espace affine de dimension finie ()r Tout choix d'un repre {.e.d’une origine et
d’'une base) permet d'identifi& a K", donc d’interpéter les polydmes deK[Xy, ..., X,] comme
des fonctions polynomiales dedansK ; autrement dit, on a un morphisme Kealgebres :

KXg,.... X = KB, P ((X1,...,%n) = P(Xq,..., %))

Le corpsK étant infini, ce morphisme est injectif. De plus, I'image de ce morphismeepenti
pas du repre choisi : la notion dipplication polynomialede E danskK, ou encore ddonction
polynomialesur E, est dfinie intrinequement (indpendamment du choix d'un re@). Nous
noterons AE) la K-algebre des fonctions polynomiales $tur

Exemple 4.1.1 Sur I'espace vectorid := Mat,(K), on a la base canonique des matrieiésnentaires,
d’ou une identification de f£) avecK[(X; j)1<i,j<n]. Chaque fonction coefficiemd — (M); j est

une fonction polynomiale su, ainsi que la trace, leederminant, et, pluséréralement, les coef-
ficients du poly®me caradristigue. Nous noterons :

Xm(T) :=def(Tlh—M) =T "+ (M)T" 14 4 cy(M),

et consi@rerons chaqug(M) comme urélément aussi bien de(NIam(K)) que deK[(X; j)1<i j<n]-
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Pour toute parti€ de I'algebre AE), on c&finit lelieu des ros de Fcomme :
V(F):={xeE|VfeF, f(x)=0}.

Dans le cas d’'une partie finle= {f1,..., fx}, on notera simplemer¥’(F) = V(fy,..., fx). Dans
le cas @réral, I'idéall de A(E) engendé parF est de type fini (noetheriagide AE)), on a donc
| =< fq,..., fk>et:

V(F) = V(1) = V(fr,..., f) = V(f) N N V().

Formulaire. On ne considre ici que deg/(l), | idéal de AE).

V(I)=E = 1={0},
V(1)=0 <« 1=A(E),
lcd — V@A) c (),
Vi) = fl/(xfl),
Y0 = V(S k),
YO UVE) =  VaI),
= Y(INJ).

Exercice 4.1.2 Quelle est I'unique affirmation non triviale du formulaire ci-dessus ?

Il résulte de ces formules que I€%¥1) sont les ferras d’une certaine topologie sHr

Définition 4.1.3 (Topologie de Zariski) (i) On appelletopologie de Zarisksur E la topologie
dont les ferngs sont leg/(1), | idéal de AE).

(if) On appellefermé de Zariskiou fermé alggbriquedeE un tel ferne.

(iii) On appelleensemble algbrique affinaun ferné algebrique d’'un espace affine de dimension
finie.

Exemples 4.1.4(i) Les fermes d’'une droite affin& sont ses parties finies Bt

(il) DansE quelconque, toute partie finie est un fé&m

(iii) Les fermés d'un plan affineE sont les unions finies de points et de couridsf) (f non
constant), eE lui-méme.

Exercice 4.1.5Montrer que les points sont des fegs) mais que la topologie de Zariski n’est pas
sépaée. Plus pgciement deux ouverts non vides quelconques se rencontrent.

4.1.2 Correspondance entre ferras et iceaux

SoitX C E une partie quelconque.itdéal (destquations) de Eest :
Je(X):={f € A(E) | ¥xe X, f(x) =0}.

S’il n’ a pas de risque de confusion, on notera parfois pour simplifign := Jg (X).
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Formulaire.

@) = A(E),
JE) = {0},
IX) = VX,

XcY = 3(Y)cI(X),
3(U%) = NIcK.
Exemples 4.1.6(i)) SiE =K"etX = {a}, a= (a1,...,an), alorsJ(X) est I'idéal maximal :
My =< X1—ag,...,Xhn—an>.

(if) Si X est un sous-espace vectoriel d’'un espace vectéritid éalJ(X) est engendr par |'or-
thogonalX+ c E* (dual deE, qui estévidemment inclus dans(k)).

Exercice 4.1.7Quel est I'ickal d'un sous-espace affine d'un espace affirre
Voici une équivalence exéimement utile :

(4.1.7.1) VICA(E), VX CE, (I c3(X)) < (X V(I)).

On en @duit immediatement I'adérence de Zariski d’une partie quelconque :

(4.1.7.2) VX CE, X=vY(3(X)),

et un criere deZariski-densig, i.e. de densit au sens de la topologie de Zariski :

(4.1.7.3) (X est Zariski-denge<—- (J(X) = {0}),

autrement dit X est Zariski-dense si, et seulement si, toute idemitlynomiale @rifiee surX
I'est surE tout entier.

Proposition 4.1.8 (Principe de prolongement des iden#s algebriques) Si f € A(E) est non
nulle, E\ V(f) est Zariski-dense.

Preuve. - Si g s'annulle suE \ ¥/(f), alorsgf s’annule suiE, doncgf = 0, doncg = 0 puisque
A(E) estinegre etf non nulle.dJ

Remarque 4.1.9Une formulation topologique de cehoné& est que deux ouverts non vides quel-
conques se rencontrent (exercice 4.1.5), et donc que tout ouvert non vide est dense : comme on va
le voir en 4.1.3, on dit alors quUe est iréductible (&finition 4.1.16).

Exemple 4.1.10En prenankE = Mat,(K) et f = det, on voit que GK(K) est Zariski-dense dans
Mat,(K). On va en éduire que, pour deux matricds B quelconquesyas = Xga. Fixons A

et consi@éronsB comme unélément variable de MatK). Pouri = 1,...,n, I'application B —
Ci(AB) — ci(BA) est polynomiale (les; ont é# définis dans I'exemple 4.1.1). Lorsqieest in-
versible,AB est semblablé B(AB)B~ = BA; on a doncxag = Xga dans ce cas. Les fonctions
polynomialesci(AB) — ¢i(BA) en les coefficients dB sont donc nulles sur la partie Zariski-dense
GLn(K), donc partout, autrement djtag = Xsa dans tous les cad noter cependant quaB et
BA ne sont pas toutjours semblables ; par exemple, on peutABeir 0 # BA

42



Exercice 4.1.11(i) Démontrer que les matrices diagonalisables forment une partie Zariski-dense
de Mat(K). (Leur ensemble contient le lieu de non annulation du discriminant du Polgn
caracéristique.)

(ii) En déduire une preuve simple duéibreme de Cayley-Hamilton sur un corps @bgiguement

clos.

4.1.3 Le nullstellensatz

Il esta priori évident que, pour tout &hll de A(E), on a l'inclusionv/I ¢ J((1)).

Théeoreme 4.1.12 (Nullstellensatz (ou #oreme des 2ros) de Hilbert) (i) Pour tout idéal | de
A(E), on a I"égalité :

(ii) En particulier :

Pour la preuve, voir [21].

Corollaire 4.1.13 Les applications | — V(1) et X — J(X) induisent deux bijections réciproques
I’une de I'autre entre I’ensemble des idéaux radiciels de A(E) (ce sont les idéaux | tels que | =+/1)
et I’ensemble des fermés de Zariski de E.

Exercice 4.1.14Démontrer que, sK etY sont des ferras :3(XNY) = /T(X) +3(Y).

Le cas des idaux maximaux

Soitl un ideal propre de AE). D’apres le nullstellensatzl/(1) +# 0, il existea € V/(1), d'ou
linclusion | C MM, :=J({a}). Ainsi, les seuls idaux maximaux de @) sont les)i, et, par les
bijections du corollaire 4.1.13, se correspondent léaick maximaux de () et les points dé&.

Le morphisme AE) — A(E) /M, s'identifie en fait aumorphisme cévaluation P— P(a) de
A(E) surK. c’est un morphisme dé-algebres, et il n’est pas difficile de voir que tout morphisme
de K-algebres de AE) danskK s’obtient de cette maéie (voir B dessus page 47 la “duélitle
Gelfand”).

Exercice 4.1.15En prenanE = K" etdonc AE) = K[Xy,..., X, Vvérifier cette derriire assertion
et expliciter une bijection d& sur 'ensemble Homg, des morphismes d¢-algebres de AE)
dansK.

Le cas des idaux premiers

On va voir que les idaux premiers aca@ient, par la correspondance du corollaire 4.1.13, une
signification topologique.
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Définition 4.1.16 (Fermés irréductibles) Le fermé X deE est ditirr éductibles’il est non vide et
s'il n'est pas la eunion de deux fergs strictement plus petitse. si I'égalie X = X; U X, (avec
X1,X; fermés) entrine X = X; ouX = Xo.

De manereéquivalente X # 0 et I'inclusion X C X; U X, (avecX, X, fermés) entrine X C X
ouXx C Xo.

Exemples 4.1.17(i) Les ensembles finis ieductibles sont les singletons.
(ii) LensembleE est irteductible (remarque 4.1.9).

Proposition 4.1.18 Le fermé X est irréductible si, et seulement si, I’idéal J(X) est premier.

Preuve. - La conditionX # 0 équivautaJ(X) # A(E).

Supposon irréductible. Sif;f; € 3(X), alorsX C V(f1) U ¥(f;), doncX C ¥(f1) ouX C
V(fp) (irréductibilite),i.e. f; € 3(X) ou fy € I(X) et I'idéal J(X) est premier.

Supposon§(X) premier. SX C X3 UXp, alorsJ (X)) NT(Xz) =T (X UX2) C I(X). Puisquei(X)
est premier, on enétluit (algebre facile) quei(X;) € J(X) ou J3(Xz) C J(X), donc (puisque ce
sont des ferr@as) queX C X; ouX C Xp. [

Corollaire 4.1.19 Par les bijections du corollaire 4.1.13 se correspondent les idéaux premiers de
A(E) et les fermés irréductibles de E.

Exemple 4.1.20Tout sous-espace affine est un fériréductible.

Théoreme 4.1.21Tout fermé non vide de E est réunion de ses fermés irréductibles maximaux,
qui sont en nombre fini. On les appelle composantes ieductiblesde X.

Preuve. - C'est la finitude qui est non triviale ; elleedoule de la noetheriagide AE), pour la
preuve voir [6].C]

Si X = XU ---UX, est ladéecomposition de X en composante®ductibles c’esta-dire
I’ écriture deX comme eunion de ses composante®ductibles, cetteéunion est minimale, au
sens @ I'on ne peut enlever aucun d¥s: sinon, ce dernier serait inclus danséanion des autres,
donc (ireductibilitt) dans I'un des autres, contredisant la maxiraalit

Exercice 4.1.22(i) Montrer que le ferré 7/(f) estiréductible si, et seulement giest puissance
d’un polyndme iréductible avec un exposant non nul. (Invoquer la factogiaée AE).)

(i) En géréral, les composanteséductibles du feraX = 7/(f) sont les?/(f;), ou lesf; sont les
facteurs ireductibles def.

4.2 Fonctions egulieres

L'une des principalegvolutions de la gonetrie au X>€ siecle aéte la cecouverte du fait que,
pour connaitre un espace, il est essentiel de connaitre I'anneau des fonctiegedtes” sur cet
espace ; “adquates” signifiant, selon le type deagrétrie : continues, diffrentiables, analytiques
... et, pour la gonetrie algebrique : egulieres.
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4.2.1 Fonctions Egulieres, algbres affines

Définition 4.2.1 (Fonctions Egulieres, algbres affines) SoitX un ferne deE. On appelldonc-
tion réguliere sur X la restriction d’'une fonction polynomiale sir. La K-algebre des fonctions
regulieres suiX est noée Ag(X) et appetealgebre affine de X(On verraa la section 4.2.3 que
la dépendance el est inessentielle et que I'on peut aussi éenre A(X).)

Par cfinition, le morphisme fE) — Ag(X) est surjectif de noyau l'ielal Jg (X). On a donc
un isomorphisme canonique #ealgebres :

A(E)/Te(X) ~ Ag(X).

Exemples 4.2.2(i) L'algébre affine d'un sous-espace affine de dimensioast isomorphex
K[X1,.. ., Xm].

(i) L'alg ebre affine deX est un corps si, et seulementsiest un point; et dans ce cag &) =K.
(iii) L'alg ebre affine deX est inggre si, et seulement 3, est iréductible.

De manere gerérale, modulo identification dE avecK", I'algebre affine d'un ferra deE
est de la formeK[Xy,...,Xn]/l, ou | est radiciel. C'est donc uri€-algebre de type fini&duite.
Réciproquement, touté-algebre de type fini&duite est (isomorphé uneK-algebre) de la forme
K[Xz,...,X,]/I, ou | est radiciel, donc isomorpheAg (X), ou X = ¢(1) C K". (On a eu besoin
de supposer radiciel pour queJ(X) soitégalal.)

Exercice 4.2.3(i) Définir en toute gréralitt un morphisme injectif d&-algebres :
AE(X]_ UXZ) — AE(X]_) X AE(Xz).

(i) Montrer que c’est un isomorphisme si, et seulemenf;si X, = 0. (C’est essentiellement le
lemme chinois.)

(iii) En déduire que, pour qu¥ soit connexe, il faut, et il suffit, queX) n’admette pas d’idem-
potents autres que O et 1.

La correspondance entre fegmdeE et ideaux de AE) (corollaire 4.1.13) se&éralise en
une correspondance feés deX et idéaux de A(X) par la “chaine” suivante : un feray de
X est un ferne Y de E contenu dan¥; il corresponda un ickal radicield := 3(Y) qui contient
| :=J(X); ce dernier correspor@ un ickal radicield/I du quotient AE)/l = Ag(X). Par cette
nouvelle correspondance bijective, les points (resp. leségiinmeductibles) deX correspondent
aux idceaux maximaux (resp. auxédux premiers) de AX).

On va d’ailleurs expliciter cette correspondanceégendant les notation®” et J. Pour tout
idéalL de l'algebre A:(X), le lieu d’annulation degléments dé. est un fern@ deX :

T4(L) :={xeX|Vfel, f(x)=0}.

En fait, siJ est I'ilmage éciproque dans &) de L C Ag(X), on al ¢ J et (L) = V(J).
Les 7% (L) sont donc les feris inclus danX. On peut dailleurs &finir 7% (L) pour un sous-
ensemble quelconque C Ag(X). Réciproquement, pour toute partiede X, 'ensemble des
fonctions Egulieres suiX nulles surY est un ical de A (X) :

Ix(Y) = {f € Ae(X) |V¥xe Y, f(x) =0}

45



En fait, c’est 'image de l'i@alJ(Y) D J(X) par le morphisme canoniqug B) — A(E)/J(X) =
Ae(X).

Comme on I'a dit, 7% etJx induisent des bijectiongciproques I'une de I'autre entre fe@s
de X et ideaux radiciels de A(X). De plus, siY est un ferné deX, donc deE, le morphisme de
restriction A (X) — Ag(Y) induit un isomorphisme dk-algebres :

AE(Y) ~ AE(X)/jX (Y)

Exercice 4.2.4(i) Soit (Yy) une famille de ferras deX. Montrer I'equivalence :

(ﬂYa - 0) = (3 x(Ya) = Ae(X)).

(il) En déduire que I'espace topologiqXeest quasi-compact. Est-il compact ?

4.2.2 Dimension d’un ensemble akgprique

Que signifie I'affirmation qu’une courbe est de dimension 1, qu’une surface est de dimension
2, etc? Il y a beaucoup definitions de la dimension en topologie, ekogetrie differentielle ...
Voici I'une de celles qui se sont impess en gonetrie algbrique.

Définition 4.2.5 (Dimension (de Krull) d'un espace topologique)Ladimension (de Krulllim X
d’un espace topologiquéest la borne sugrieure des longueuksdeschaines de fergs irréductibles
de X, une chaine de longueldretant une suit&g C --- C X de ferneés ireéductibles embités, les
inclusionsétant suppa=es strictes. Par convention, 'ensemble vide est de dimersion

Exemples 4.2.6Un ensemble fini non vide est de dimension 0. Une droite affine est de dimension
de Krull 1.

Remarque 4.2.7 En fait, la dimension est souvengfthie par l'internédiaire du ded¥ de trans-
cendance (voir [6, 36]). Les deux approches gmmiivalentes (thoeme 4.2.12) mais celle qui
précede se gréralise mieux.

Proposition 4.2.8 (i) Si X est de dimension finie, dimX est le maximum des dimensions des
composantes irréductibles de X.

(ii) On suppose X de dimension finie K. Pour toute chaine Xo C - -- C Xi de fermés irréductibles de
X, les fermés Xg et Xy sont respectivement un point et une composante irréductible ; et la chaine
est satuée(on ne peut la raffiner).

(iii) Si X, X' sont des fermés, dim(X U X") = maxdimX,dimX’).

(iv) Si X C Y sont des fermés, dimX < dimY. Si de plus Y est irréductible et dimX = dimY, alors
X=Y.

Preuve. - Facile et laisg8e au lecteurd

Définition 4.2.9 (Dimension de Krull d’'un anneau commutatif) Ladimension de Krult'un an-
neau commutatif est la borne sugrieure des longueutsdeschaines d’idaux premiersy C
- C Py deA.
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Proposition 4.2.10 La dimension d’un fermé algébrique est égale a la dimension de Krull de son
algebre affine.

Preuve. - C'est imnmediat.CJ

Exercice 4.2.11Le plan affineE est de dimension de Krull 2 et, §ic A(E) est non constante,
dim1g(f) =1.

Le theoeme suivant est fondamental ; nous I'admettrons (voir [6, 36, 21]).

Théoreme 4.2.12(i) La dimension de Krull de K[Xy,...,Xn] est n. La dimension de Krull d’un
espace affine E est égale a sa dimension.

(i) Si f € K[Xq,...,Xn] \ K, la dimension de Krull de K[Xy,...,Xy]/ < f >estn—1. Si f € A(E)
n’est pas constante, la dimension de Krull de I’hypersurface V(f) est dimg — 1.

(iii) La dimension de Krull d’une algéebre affine intégre est égale au degré de transcendance sur
K de son corps des fractions. La dimension de Krull d’un ensemble algébrique irréductible X est
égale au degré de transcendance sur K du corps des fractions de A(X).

(iv) Tout ensemble algébrique de dimension O est fini.

Exercice 4.2.13Démontrer que tout ensemble aliyique est de dimension finie.

4.2.3 Qu’'est-ce intrin@quement qu’un ensemble algbrique ?

Deux difficules vont se @ senter, tlesa notre approchélementaire et non intriggjué :

1. Notre cfinition d’'un ensemble aépriqueX, et tout ce qui s’en &duit, suppos&X plonge
dans un espace affine. Il n’est pas clair &tdt qu’une “néme” courbe vue dar§? ou dans
K3 soit en effet le rBme objet.

2. Tous nos ensembles algrigues sont obtenus comme des fesmalgbriques : rien de ce
que nous avons fait ne semble s’appligae®L,(K), qui est pourtant notre objet principal
d’intérét (dans ce cours).

Pour surmonter ces difficés, nous allons adopter le point de vue (ou slogan) suivaetqui
caraceérise la geonétrie de X, c’est sa topologie de Zariski et son&ige AX) = A=(X) de
fonctions eguliéres (Et I'on verra au passage que lapndance eB est un artefact.)

Comment reconstituerX a partir de A (X) : la “dualit & de Gelfand”

Le “retour en arere” de I'algebre affineA := A(X) vers I'espace topologigué peut se éaliser
a l'aide de la “dualié de Gelfand”. Cette derie est Be dans la thorie des anneaux commutatifs
normés, mais s’eskétenduei I'ensemble de la@pnetri€?. Le lecteur est invig & \erifier tous les
détails des arguments qui suivent.

1| es vraiment bonnesadinitions reposent sur la notion de “gsha affine”, qui n’est pasés difficile mais demande
un peu de formalisme et masque (temporairementgtagtrie.

2|’avantage de cette construction est qu’elle garde un sens pourKealgebreA, ce qui donne lie de vastes
géreralisations de la&@pnetrie algbrique affine.
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On pose d'abord :
X := Mor gg, (A,K).

Il'y a une bijectionX — X qui, ax € X associexy : f — f(x); la bijection &ciproque associa
X : A — K l'unique pointx € X tel quedt, = Kerx.

Concktement, prenona:= K[Xy,...,Xy]/I, de sorte qu& s’identifiea 7/(1) C K". Un mor-
phismey : A — K est cetermiré par les images; := x(X;) € K, soumisesa la condition que
X:=(X1,...,X%) € V(1) (pour que le morphisme correspond#iXj, ..., X, — K se factorise via
A). Le pointx correspond X.

Pour tout ickall deA, on pose ensduite :
Vx(l):={xeX|KerxDl}.

On \érifie alors que lesi/(1) sont les ferrds d’'une topologie sukX, puis que les bijections
ci-dessus sont des h@wmorphismes. Ainsi, sk € A, l'ouvert de X qui correspond par ces
homéomorphismea I'ouvertD(a) C X est :

X\ Vx(a) ={x € X | x(a) # 0}

Fermés algbriques independamment du plongement

Proposition 4.2.14 Soient E un espace affine et E' C E un sous-espace affine.

(i) Les fonctions polynomiales sur E’ sont les restrictions 4 E' des fonctions polynomiales sur E.
L’algebre A(E') des fonctions polynomiales sur I’espace affine E' est égale a I’algébre A(E) /Je(E’)
des fonctions réguliéres sur le fermé E’ de E.

(ii) Le sous-ensemble X C E’ est un fermé algébrique de E’ si, et seulement si, c’est un fermé
algébrique de E. Les idéaux correspondants sont alors liés par la relation suivante :

et les algebres affines par la relation suivante :
Ae(X) = Ag/(X).

Preuve. - Facile et laisée au lecteurA noter que la dergireégali® denote (abus courant) un iso-
morphisme canonique. &galié pecddente est une vraigalié et elle admet la forme coréte

. . 7 / . 2
suivante. On prend = K" muni des coordor#s Xy,...,X, et E' = K™ muni des coordorés

Xi,..., Xy (M < n). Soientfy,..., fne K[Xy,...,Xy] des @rérateurs d8g/(X). Alors fq, ..., fmXyi1, .-

sont des grérateurs d&g (X). O

Corollaire 4.2.15 La topologie et I’algebre affine d’un ensemble algébrique X ne dépendent pas
du plongement de X dans un espace affine.
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Extension de ce qui pecde aux ouverts affines

Louvert GL,(K) de Mat(K) est de nature particdie : son com@mentaire estéfini par une
seuleéquation (det).

Définition 4.2.16 (Ouverts affines)Un ouvert affined’'un ensemble algbriqueX est un ouvert
de la formeDx () := X\ %(f), ou f € A(X).

Lint érét des ouverts affind®st qu'ils s'identifient des ensembles &pgriques.

Proposition 4.2.17 (i) Soit X un fermé algébrique de I’espace affine E. Alors X' := X x K est un
fermé de I’espace affine E' := E x K.

(ii) La premiére projection X" — X est une application continue et ouverte.

(iii) La premiére projection X' — X induit un homéomorphisme :

Vo (1—T f) =~ Dy ().

Preuve. - (i) La premire assertion est facile et laggsau lecteur.
(i) La projectionp : X’ — X est une application continue en vertu de la formule suivante, dont la
preuve est facile et laiég au lecteur :

pil((VxU )) = (Vx/(|AE/(X/)).

La projectionp est de plus une application ouverte ; en effet, pour tout oiWest X'\ 74 (1’) de
X', les pointsx € X'\ p(U’) sont caradrises par le fait que touix,t) € X" est dansl(I). Notant
| I'id éal des coefficients dans(X) de tous lesf € I’ vus comme polyémes de AX)[T], on a
donc:
p(U’) =X\ ().

(iii) On a identifié A(E") a A(E)[T], d’'ou I'égalie A(X’) = A(X)[T]. La bijectivitt se rarene
alors au fait que (x) # 0« 3t : tf(x) = 1, eta l'unicité d’'un telt. La restriction?%/(1—-T f) —
Dx (f)de p est donc bijective, ouverte et continue, donc un Bomorphismel]

La topologie sur I'ouvert affineDx (f) est donc celle d’'un ensemble élgrique. En vertu
du paragraphe predent (sur I'inépendance du plongement) et de la proposition, on peut donc
définir I'algebre affine de I'ouvert affinéx (f) comme celle de 'ensemble &grique 74/ (1 —
Tf):

A(Dx(f)) = A(%(1-Tf)
= AX)[T)/<1-Tf>
(X)
= A(X)

Il
>

f
[1/f].

Rappelons en effet que, pour tout anneau commugagt tout f € A, 'anneau de fractions
As :=S!A S:= {f"| n€ N} s'identifie canoniquemerit A[T]/ < 1— T f >. De plus, SiA est
integre,A; est le sous-anneau du corps des fractiond degende parA et 1/ f. (Cela s’applique

3Pour des ouverts plusgéraux, I'algebre des fonctiongulieres ne suffit pas : il faut faire appelin faisceau.
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ici si X estiréductible.) On s’en autorise po@crire en gréral, avec undger abus As = A[1/f].

Les bijections habituelles entre fees resp. ferrs ireéductibles, resp. points déet ideaux,
resp. ickaux premiers, resp.@ux maximaux de ) s’étendent directement au casX est un
ouvert affine. Il en est de @me de la thorie de la dimension. Nous congiérons donc@sormais
les ouverts affines comme des ensemblestaigues.

Exemples 4.2.18(i) PuisqueK* = Dk (X), on a:
AK") =K[X,T]/ < 1-XT >=K[X,X1].

(i) Puisque Gly(K) = Dk (det), avecE = Maty(K), on trouve son akgpbre affine :

1
A(BLAK)) =IO 1zt enllT)/ < 1T X s) =KX scasenl | g |-
7]
Exercice 4.2.19(i) SoientE un espace affine de dimensioret X := Dg(f) ou f € A(E) n'est
pas constante. &luire du tkoeme 4.2.12, assertions (i) et (ii) que o= n.
(ii) Montrer queX est ireductible et que le corps des fractions de somilalg affine eségal au
corps des fractions de(&). En ceduirea nouveau que ditd = n.

4.3 LacatgorieAaffy

La véritable marére de @cider si deux courbes sont “essentiellement l[ésws”du point de
vue de la @ongtrie algebrique c’est de @finir la notion d'isomorphisme ; et I'approche la plus
efficace pour cela, c’est deefinir une catégorie des ensembles alyriques (dans le cadre de ce
cours : affines).

4.3.1 Morphismes

SoientE etF deuxK-espaces affines de dimensions respectivatp. Apres choix de regres,
on peut les identifier respectivemeri" etaKP, et donc identifier AE) aK[Xy, ..., X,] et A(F)
aK[Xy,...,Xp]. Il est naturel de dire qu’une applicatign K" — KP estpolynomialesi elle est de
la forme :

(p:(Qla"'an)v Qla---aneK[Xl>-~-,Xn]~

Il est clair que cette &finition ne @&pend pas du choix des eps. On voit alors que les applica-
tions polynomiales admettent la ca&isation suivante :

(p: E — F est polynomialg < (Vf € A(F), fopec A(E)).

Exercice 4.3.1 Prouver cettéquivalence en supposant diie- K", F =KP, A(E) =K[Xg, ..., Xq]
et A(F) =KI[Xq,...,Xp].

Il est tout aussi clair, sp: E — F est polynomiale, I'applicatiofi — f o@de A(F) dans AE)
est un morphisme dg-algebres. On note* ce morphisme, et on I'appel®mmorphisme de. On
définit ainsi une bijectionp— ¢" de I'ensemble des applications polynomialessddansF sur
I'ensemble Mogg, (A(F),A(E)).
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Proposition 4.3.2 Soit @: E — F une application polynomiale.
(i) Soit Y := Y (J) C F un fermé algébrique. Alors :

¢ H(Y) = % (¢° ().
(ii) Soit X C E un fermé algébrique. Alors :
3 (@X)) = ¢ (90¥)) = (") *(3e(X).
Preuve. - (i) On a lesequivalences :
XeEPHY) = @Xx) €Y =Vfel, f(¢x) =0

vield, ¢ (f)(x) =0<=Vvge ¢°(J), g(x) =0« x e U (¢°(J)).

(Noter cependant qug (J) n’est en @réral pas un idal.)
(i) On a leséquivalences :

fedr (@) = Vye@X), f(y)=0<=Vxe X, f(p(x) =0

vxe X, @ (f)(x) = 0= ¢ (f) € Je(X) == f € (¢") *(Te(X)).

Corollaire 4.3.3 (i) Pour des fermés X C E, Y C F, I’inclusion ®(X) C Y équivaut a I’inclusion
@ (Jr(Y)) C Je(X), et cette derniére a I'existence d’un diagramme commutatif :

AF) 2 AE)
)

| |

AY) —— A(X

dans lequel les fléches verticales sont les surjections canoniques.
(ii) L’application induite A(Y) — A(X) est alors I’application f — fo@.

Preuve. - (i) La premireéquivalence écoule imnédiatement de la proposition, la deéixie est
de l'algebre standard puisque(&) = A(F)/Te(Y) et A(X) = A(E)/Te(X). (i) estimmédiat.(]

Nous dirons que lI'applicatioqp: X — Y estpolynomialesi c’est la restriction d’'une application
polynomiale deE dansF. Du corollaire, on @duit une caraérisation plus intrindque, que nous
prendrons donc commetinition.

Définition 4.3.4 (Caggorie des ensembles adpriques affines) (i) Soient X,Y des ensembles
algébriques. L'applicationp: X — Y est dite polynomiale si elle induit une applicatigh: f —
fo@de AY) dans AX). Le morphisme d’algbresp* est appet comorphismele @.

(i) La categorie Affx des ensembles a@griques affines suk a pour objets les ensembles
algébrigues affines et pour morphismes les applications polynomiales.
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Exemples 4.3.5(i) L'applicationi : x — x~* deK* dans Iui-néme est polynomiale. Pour le voir,
on identifieK* & 7/(1— XT) c K? et I'on voit que le comorphisme deest I'endomorphismeé
de A(K*) = KI[X,T]/ < 1—XT > induit par 'endomorphism& — T,T — X deK[X, T]. Noter
gue cet endomorphisme envoie bien&a< 1 — XT > dans lui-néme.

(i) Lapplication A +— A~! de GL,(K) dans lui-néme est polynomiale. Pour le voir, on identi-
fie GLn(K) a (1 — T det) C My(K) x K. Le comorphisme est 'endomorphisme de |&tge
K{(Xij)1<i,j<n)[T]/ < 1—TdetX; ;) > obtenu par passage au quotient de I'endomorphisme :

Xij—TKij, T detX;),
de l'algebreK[(X j)1<i j<n|[T], oU K; j; désigne le coefficien(, j) de la transpdse de la comatrice
(%i.j)-

Exercice 4.3.6 Dans I'exemple pgcedent, erifier que I'endomorphisme de I'ad@preK [(X; j)1<i j<n][T]
envoie bien l'ickal < 1 — T det(X; j) > dans lui-néme.

Théoreme 4.3.7 Le foncteur contravariant X ~» A(X), @~ @ de Af f dans Algy est pleinement
fidéle et admet pour image essentielle 1a catégorie des algebres affines réduites.

Preuve. - C'est un esung de la discussion ci-dessus.

Exemple 4.3.8 Tout comme pour les espaces topologiques, un isomorphismeaddnsestipso
facto un morphisme bijectif, mais laéciproque est fausse. Ainsi, I'application— (t%,t3) de

K dansK? est un morphisme injectif d'image la courbe:= /(Y2 — X3), et realise donc un
morphisme bijectif d& surl". Mais ces deux ensembles algiques ne sont pas isomorphes, car
dans le cas contraire, leurs alyes affine& [T] etK[X,Y]/ < Y2 — X2 > le seraient.

Exercice 4.3.9 Démontrer que 'anneaki[X,Y]/ < Y2 — X3 > est inkgre, de corps des fractions
K(X)[Y] < Y2 —X3 > mais qu'il n’est pas iréigralement clos, donc pas isomorgh€[T].

4.3.2 Aspects topologiques

Proposition 4.3.10 Soit @: X — Y un morphisme entre ensembles algébriques.
(i) Soit Y := 14 (J) C F un fermé algébrique. Alors :

¢ 1Y) = 1% (¢° ().
(ii) Soit X' C X un fermé algébrique. Alors :
3 (00X)) = v (90X ) = (@) 1(3x(X)).

(iii) Le comorphisme @* est injectif si, et seulement si, le morphisme @ est dominant.
(iv) Le comorphisme @* est surjectif si, et seulement si, le morphisme @ est une immersion fermée,
c’est-a-dire un isomorphisme de X avec un fermé de Y.
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Preuve. - (i) et (ii) se cemontrent exactement de l&&me que pour la proposition 4.3.2.

(iii) est une congéquence imradiate de (ii) appligga X’ := X.

(iv) se voit ainsi : la surjectivé du comorphisme* signifie qu'il se factorise par un isomorphisme
d’un quotient AY)/J avec AX), donc quepse factorise par un isomorphismeXiavec un ferrg

%(3). 0

Corollaire 4.3.11 Tout morphisme est continu.

Exercice 4.3.12Montrer que les projections d¢ x Y sur X, Y sont des morphismes et que ce
sont des applications ouvertes.

Il n'y a aucune raison enggeral pour que I'image d’'un morphisme entre ensemblestalgues
Soit un ouvert ou un ferén

Exercice 4.3.13Donner des contre-exemples.

Cependant, Chevalley &ohonté que cette image est “constructible” (voir [6]). Nous allons
prouver un tkoeme plus faible mais non trivial, et qui nous sera@xtement utile dansétude
des groupes aépriques.

Théoreme 4.3.14Soit @: X — Y un morphisme d’ensembles algébriques. Alors @(X) contient un
ouvert dense de son adhérence @(X).

Preuve. - Onécrit X = X1 U--- U X, (composantes ieductibles). On a dong(X) = @(Xy)U---U
O(X«), et, siU; C (%) est un ouvert dense dgX;) pouri =1,...,k, alorsU :=U;U---UUyx C
@(X) est un ouvert dense dgX). Il suffit donc de @montrer le thome dans le cas d’un en-
semble iréductible.

Supposons donc d’ends# X irréductible. Quitted remplacelY par 'ensemble algbriqueq(X),
on peut néme supposer que le morphismest dominant. Ainsi, notat := A(X) etB:=A(Y),
on voit queA est inggre etp* : B— Ainjectif. (DoncB est inggre, el estireductible, ce que I'on
peut aussi prouver par un argument topologique.) On ne pera iggntifierB avec son image et
dire queB c A. Comme ce sont deux-algebres de type finiA est elle-néme uneB-algebre de
type fini : il existefy,..., f, € Atels queA = B[fy,..., fml.

On va appliquer (et illustrer) la “duatitde Gelfand” (page 47). Si le poirte X correspond au
morphismex : A — K, le point@(x) € Y correspond alors au morphismie ¢* = xg : B — K.
Ainsi, pour que le poiny € Y correspondant au morphisigé: B — K soit dans I'imagep(X), il
faut, et il suffit, quex’ s'étende en un morphisme A — K.

D’apres le lemme ci-dessous appl@aveca := 1, il existeb € B\ {0} tel que touty’ : B — K tel
quey’(b) # 0 s’etend en ur : A— K. Dans les termes ci-dessus, cela signifie g€) contient
I'ouvert non videDy (b) =Y \ 94 (b). Ce dernier est dense puisguest ireductible [

Lemme 4.3.15 Soient B C A deux K-algébres intégres et f1,. .., fm € Atels que A=B[f1,..., f].
Alors, pour tout a € A\ {0}, il existe b € B\ {0} tel que toutX' : B— K tel que X'(b) # 0 s’étend
enunX :A— K tel que x(a) # 0.
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Preuve. - Par Ecurrence, on peut se ramener au gas 1. (C'est dans l'optique d’une telle
recurrence que le lemme fait intervemir alors que dans son application on preng 1.) On
écritdoncA=B[T]/I, ou I'idéall deB|T] est premier. Par hypodise d’injectivie deB — A, on a

I NB = {0} et I'on est conduit distinguer deux cas.

Premier cas : 1= {0}. Dans ce casX s'identifieaY x K et le morphismep a la premére pro-
jection, qui est ouverte (proposition 4.2.17) ; 'image®g(a) est donc un ouvert non vide, donc
contient un ouvert affine non triviaby (b).

Deuxkme cas : =< P >, ou P € B[T] est unitaire non constant’. = T4 by T4+ by,

d > 1. Notonsf :=T (modP) € A. L'élementa € A est la classe modul® d’'un Q € B[T].
Les morphismes d& dansK s’identifient aux morphismes d& danskK qui envoientP en 0O,
donc aux pairegx’,t) ou X' : B— K est un morphisme etiot € K est racine du polyme

X (P) := T9+x/(by) T4 1+ ... 4 X' (by). Etendre un morphismg’ : B — K en un morphisme
X : A — K revienta choisirx(f) € K qui soit racine de/(P) € K[T]. C’est toujours possible
puisquex’(P) est non constant & algébriquement clos. Comme nogtudions I'image dan¥ de
Dx (@), il faut maintenant voir si I'on peut choisir= x(f) tel quex’(Q)(t) # 0,i.e.non racine de
X' (Q). Mais le cas contraire signifie que toute racinextd®) est racine dg/(Q), autrement dit,
puisquex’(P) est de deg¥d, quey’(P) divise ()(’(Q))OI = x'(Q%), autrement dit, que toutes les
images dan® des coefficients d&“ sont dans Ke'. Lesx’ qui ne peuvent pas se relever dans
Dx (a) forment donc le ferra d’équations ces images, donc un férrat I'image deDx (a) est un
ouvert. (Il estevident que ces touvert est non vide.)

Troisieme cas : k= {0}. NotonsL le corps des fractions d& De I'égalie | N B = {0} on déduit
quelL[T] est un igal propre et non nul de[T], donc de la forme< P >, ou I'on peut prendre
P € B[T]; et, par hypotkse P n’est pas constant. (En fait, on peut prendre g@aiimporte quel
polyndbme non nul de degrminimal del NB[T].) Soitc le coefficient dominant dB. On va poser
X":=Dx(c) etY' := Dy (c). LapplicationX — Y envoieX’' dansY’ et il suffit de voir que I'image
de Dy (a) = Dx(a) N X' = Dx(ac) dansY’ contient un ouvert non vidéy(b) = Dy(b)NY".
Mais l'algebre affine deX’, resp. deY’ estA’ := A, resp.B' := B, et 'on aA' = B/[T]/ < I' >,
ou I’ := IB'[T] est principal, engendrpar le polydme unitaire®’ := ¢~!P. On est donc ramén
au deuxeme casl]

Exercice 4.3.16Montrer topologiquement que Xi est iréductible et sip: X — Y est dominant,
alorsY est ireéductible.
4.3.3 Produits d’ensembles algbriques

SoientE et F deux espaces affines ¥tC E, Y C F des ferngés d’ickaux respectif$, J. En
appliquant les propgtesénon&es page 27 (section 2.2.3), on voit qUEA F) ~ A(E) @k A(F).
Pratiquementy fi @ gi € A(E) @k A(F) s’interprete comme fonction sug x F par la formule :

V(xy) €ExF, (5 fiog) (xy) =3 i()g(y).

Exercice 4.3.17Soient respectivemenmnt, T, les projections d& x F surE, F. Vérifier que leurs
comorphismes sont respectivemént> f @ 1 etg+— 1®Q.

Théoréeme 4.3.18Soient X C E et Y C V des fermés, d’idéaux respectifs | := Jg(X) et J 1=
Je(Y). Notons A:= A(E) et B:= A(F).
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(i) Le produit X x Y est un fermé de E x F et I'idéal de ce fermé est | ® B+A®J C AR B. (Ce
dernier est donc radiciel, ce qui ne se voit pas a I’oeil nu !)
(ii) L’algebre affine de I’ensemble algébrique X X Y est :

AX xY) = A(X) @k A(Y).

Preuve. - D'apres les propétes de la page 27, la seconde assertiecodle de la premdre, sur
laguelle nous allons donc nous concentrer.

Il est évident queK (=1 ® B+ A® J s'annule surX x Y, d'ou l'inclusion K C Jexp (X xY).

Pour cemontrer 'inclusion &ciproque, on identifi€, F a K", KP et doncA, B a K[Xy,...,Xq],

K[Y1,...,Yp]. On introduit une baséQ;)ic. du K-espace vectoriel, un suppémentairel’ de J

dans leK-espace vectorie[Yy,..., Y], et une baséQ;)ic.» deJ'. Toutélement deA® B s’écrit

comme une sommé+ f/, ol f = Y ReQ e ArJetf = ¥ R®Q € A®J. Sinotreélement
ieL ieL
est nul sutX x Y, alors f” aussi, et, pour tout € X, la fonction S P(x)Q; est nulle suiY, donc

iel’
élement del : d’aprés le choix des bases, cela entraine quéles sont nuls; comme c’est vrai

pour toutx € X, lesP, sontdang et f' € | @ B. J

Corollaire 4.3.19 L’interprétation de y fi ® gi € A(X) ®k A(Y) comme fonction sur X x Y est
donnée par la formule :

V(xy) eXxY, (Y fiwg) xy) =Y fixa(y).

La topologie sur un produit d’ensembles al@gbriques

Tout d’abord, ce n’est pas la topologie produit. Elle est aussi fine é&lgrtfeoeme, mais
en ¢greral, elle est strictement plus fine. Par exemple, la diagonak xi& est un fernd@ pour
la topologie de Zariski, mais ne I'est pour la topologie produit qu¢ est €pag, ce qui est &s
rare.

Exercice 4.3.20(i) Montrer que la diagonale d¢ x X en est un ferra de Zariski.
(i) Quels ensembles adpriques sontépaks ?

Proposition 4.3.21 (i) Le produit de deux irréductibles est irréductible.

k ¢
(i) Soient X = |J X etY = |J Y des décompositions en composantes irréductibles. Alors X XY =
i=1 j=1
k.0
U Xi xY;j est une décomposition en composantes irréductibles.
ij=1
Preuve. - (i) SIX XY =Z1 x Zp, on noteY;(X) :={y €Y | (x,y) € Z} : doncY = Yi(X) UY2(x), ce
sont des ferr@s, ety = Y1(x) ouY = Y2(x). NotonsX; := {x€ X | Y =Yi(x)}. Alors X = X1 U Xy,
ce sont des fergs, daI X = X; ouX = Xy, doUuZ =27, 0uZ = Z>.
(ii) découle de (i) puisque le§ x Y; sont dewa deux non comparables pour l'inclusian.

On cémontre enfin la formule suivante, que nous admettrons (voir [6, 36]) :

dim(X x Y) = (dimX) + (dimY).
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Deuxieme partie

La suite
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Chapitre 5

Groupes algebriques affines (treorie
elementaire)

Dans sa version &hle, la @onétrie algebrique ecessite le langage des “grhas”, voir par
exemple [25, 35, 16, 14]. Cependant, suivant 'exemple fondateur de Borel [6], ainsi que celui de
ses successeurs [18, 36], on prendra ici le point deélementaire de la&@pnetrie algebrique
affine sur un corps. Une introduction de niveau L3-M1 figure dans le chapitre correspondant du
livre [27]; voir aussi (et surtout) [15].

Bien que tes efficace, ce point de vue s&rera tropétrigue lorsque nous introduirons des
groupes “proalgbriques” au chapitre 7 : les prop#és de “fickle platitude” et les passagada
limite inductive dont nous aurons alors besoin ne s’expriment coramedt que dans le lan-
gage des “sadmas en groupes”, voir par exemple [11, 37] (dont on a d’ailleurs ®legitaines
démonstrations au paragraphe 7.2).

Pour pallier ces difficults, on introduira quelques outils pléiementaires que les setmas
mais tout de rdme bien pratiques : point de vue fonctoriel au 5.1&bigs de Hopfau 5.2 ; etl'on
compktera cet attirail par un recousda “duali€ de Gelfand” (page 47).

Pour justifier cette attitude, citoms extensalean Giraud, dans l'introductianson cours de
“Géonttrie algbriqueélementaire”, reproduit dans [15] :
Bien entendu, le manque d’un langage convenable est pa&oisg, mais beaucoup moins qu’on
ne pourrait le croire et le pari est que le lecteur vraimeling est niir pour assimiler le langage
de la ceonetrie algebrique, celui des sémas de Grothendieck bietirset lesélements d'algbre
commutative @cessaires pour cela.

5.1 Groupes dans une cagorie

5.1.1 Groupes et diagrammes

Un groupe peugtre cefini comme un ensembl& muni d’'une loi de composition interne
K: G x G — G, soumisea certains axiomes. Le premier axiome est I'associétigjtie I'on peut
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exprimer en disant que le diagramme suivant est commutatif :

GxGxG M 6xG

(5.1.0.1) uwl lp
GxG —— G

A noter que les sources respectivesiddd et de Idx pdevraienétre(Gx G) x GetG x (Gx G) :
on pesuppose donc implicitement une identification de ces deux enseaBless x G.

Pour les axiomes concernant le neutre et l'inverse, qui comportent des quantificateurs exis-
tentiels, il est commode d’introduire des objets nouveaux dans la structure. Commencgons par le
cas de lelement neutre. C’est une constante@egue I'on cecide de refrsenter par une appli-
catione : {e} — G, ou {e} désigne un singleton irdermiré. Le neutre & € G est simplement
'image (o) € G. Le lecteur erifiera que la neutrabtde & s’exprime par la commutativdtdes
diagrammes suivants, dans lesquels on @ pot, pr» les projections d’un produit sur ses facteurs :

Idxe exId

(5102) G x {O}HGXG%{O}XG
pri \Lu pr2
G

On repésente enfin I'inverse par une applicatiarG — G telle que les diagrammes suivants
commutent :

(5.1.0.3) 6o g

)

On a noé e I'application constant& — {e}.

Remarque 5.1.111 est souvent commode de remplacer un axiome de la fatmedy : R(x,y)
par l'introduction d’une fonctiory = f(x) telle que I'on aitvx , R(x, f(x)). Le quantificateur
existentiel a disparu de I'axiome. Ce pé&ok s’appelle (en logiquedkolemisatioren I'honneur
du logicien noregien Thoralf Skolem. Les mathaticiens I'emploient tout particéliement en
théorie des c&gories. Pour un axiome de la forme : R(y), on introduira une constante, ou, ce
qui revient au rdBme, une fonctioy = f(e) dépendant d’'un argument constard {e} (la source
est un singleton arbitraire) ; 'axiome prend alors la forlﬁ(é (o)).

Sil'on veut exprimer que le groupe est commutatif, on nat& x G — G la “volte” (x,y) —
(y,X) et I'on écrit le diagramme commutatif :

GxG GxG
N A
G

Exercice 5.1.2 Vérifier que les diagrammes ci-dessus traduisent bien les axiomeégfqussent
un groupe, resp. un groupe commutatif.
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5.1.2 Objets en groupe

Pas question ici de faire laé&brie grérale : nous renvoyons pour ceig22, 111.6]. Nous
supposerons la dagorie C munie de “produits”; autrement digtant donés deux objeté\;, Ay
de C, il y a un objetA muni de deux morphismes “projectiong’: A — A; ; de sorte que I'on a,
pour tout objeB, une application :

fis (prof,p2of),
Hom¢(B,A) — Hom,(B, A1) x Homq(B,Ay).

La propréete caractristique du produit est que I'application ci-dessus est bijective. Le lecteur
prendra la peine de formuler cettéfthition sous forme de prog@i universelle et aussi d&rxifier

gue tous les objets que nous avons namsrfproduits” jusqu’ici en sont bien des cas particuliers.
Dans ce qui suit, nous supposons que deux objets quelconques admettent uh.produit

Remarque 5.1.31l est important de noter que les projections font partiégnante de la notion
de produit : c’est le tripletA, p1, p2) qui est un produit.

Exercice 5.1.4 (i) Démontrer I'unicié du produitrisomorphisme s : si(A, p1, p2) et(A, py, p5)
sont tous deux des produits dg,A,, il existe un unigue isomorphismé: A — A’ tel que
pi = pi o f. On notera ddnavant; x A, muni des projectiongr; : A; x Ay — A; “le” produit de
A1, Ao

(i) Démontrer I'existence, pour des morphisniés, f2) de B vers Aj, A, respectivement, d’'un
unique morphisméd deB versA; x A; tel quef; = prjo f. Nous noterongfy, f>) ce morphisme.
(iii) Soient des morphisme$ : Ai — Al. Démontrer I'existence, d’'un unique morphisrede
A1 x Ay dansA] x A, tel quefio pri = pr{ o f. Nous noterong; x f, ce morphisme.

(iv) Deémontrer I'existence d’'un isomorphisme “canonique” (ce que |'@tigera) :

(Al X Az) X A3 — A]_ X (Ag XAg)
On pourra donc utiliser la notatiol, x Ay x Ag.

On peut directement traduire la notion de loi de composition interne associative : on se donne
un objetA de C et un morphism@ deA x A dansA tel que le diagramme suivant soit commutatif :

AxAxA P9 ACA

x| [

AxA —— A
u

Pour parler de neutre, il faut un substitut au singleteh La proprété la plus caraéristique
de I'ensemble{e} est que, quelque soit 'ensemids il y a une et une seule application &e
dans{e}. Plus gréralement, dans une égiorie C, on appellergobjet) terminalun objetA tel
que, pour tout objeB, 'ensemble Horp(B, A) ait un et un seuélement. De réme que, dans les
diagrammes f@cedents, le choix du singleton arbitraire} n’avait pas d'importance, deé@me le
choix d'un terminal n’a pas d'importance en vertu du principe suivant.

1Cela ne va pas de soi; par exemple, il n'y a pas de produit danségari des corps commutatifs.
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Exercice 5.1.5SoientA, A’ deux terminaux. Montrer qu'il existe un unigue isomorphismeide
dansA.

On suppose donc queest un terminal d€ et I'on appelle neutre d& un morphisme : e — A
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

Idxe exId
Axe—S Ax A< ox A
pri l“ pr2
A

De méme, on appelle inverse dg(ou, plus proprement, inversion s&y un morphisme : A — A
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

A (Id,l)AXA(l,Id) A
ol \LIJ J/o
° : A : °

On a abusivement n@# I'unique morphisme dé danse. Enfin, on dit que la loja sur I'objetA
est commutative si I'on a le diagramme commutatif suivant :

AxA AxA

RN

A

La voltev: Ax A— Ax Aest simplement le morphisnier,, pri).

On voit maintenant clairement ce gu’est un “groupegntuellement commutatif) dags ; on
parleégalement d’objet en groupe. Par exemple, un groupe dansigocet des espaces topolo-
giques est tout simplement un groupe topologique. La notion de groupe de Egadsinent un
exemple de cette construction.

Exercice 5.1.6 Qu’est-ce qu’un groupe dans la égorie des groupes ? (Attention : il y a vraiment
une Eponse selee et non tautologique!)

Exercice 5.1.7Soitp: Ax A — A une loi de composition sur I'objek de C. Elle d&finit donc,
pour tout objeB, une application :

pg : Hom(B,A) x Homy(B,A) — Hom(B, A),
(f,9) —po(f,9).

Démontrer que, pour gyefasse deA un objet en groupe, il faut, et il suffit, que chaqugefasse
de Homy(B,A) un groupe.
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5.1.3 Groupes algbrigues affines

Un groupe alg@brique affine est simplement un ensembl&bigue affine qui est un groupe,
avec compatibil# des deux structures : la multiplication et I'inversion sont des morphismes d’en-
sembles algbriques affines (pour I'application neutre, qui est constante, c’est automatique). Cette
définition estequivalentea la suivante :

Définition 5.1.8 Un groupe al@gbrique affinesur le corps commutatik est un groupe dans la
caegorie4f f des ensembles @friques affines sit ; autrement dit, c’est un ensemble &tgique
affine G surK muni d’'un morphismeu: G x G — G, d’'un morphisme : G — G et d'unélement

1 € G, qui céfinit un morphisme constaat {e} — G, de telle sorte que les diagrammes (5.1.0.1),
(5.1.0.2) et (5.1.0.3) soient commutatifs.

Cette @finition est justifee parce que nous avongfithi au paragraphe 4.3.3 le produit dans
Aff, lequel est bien un produit au sens du paragrapéeegent ; et parce qu'il egvident que
tout singletor{ e} admet une unique structure d’espace affine (trivial}swionc &finit un objet
de Aff,, lequel est terminal au sens du paragraptégatent. On notera erégéral xy et x 1

plutdt quep(x,y) eti(x).

Si H est un sous-groupe du groupe &gique affineG qui est ferng@ pour la topologie de
Zariski, c’est un ensemble d@fgrique et ses applications de multiplication et d’'inversion sont des
morphismes, comme restrictions de morphismes. C’est donc un growgieiglee affine.

Définition 5.1.9 Un sous-groupe algbrique (affinedu groupe algbrique affineG est un sous-
groupe fernd@ H muni des structures induites (de groupe et d'’ensembébailgue).

Remarque 5.1.100n a vu en 4.3.2 que tout morphisme d’ensemblegkaiques est continu
(pour les topologies de Zariski). On pourrait éddire que tout groupe agrique est un groupe
topologiquej.e. dans lequel la multiplication et I'inversion sont des applications continues. Il faut
toutefois prendre garde que, dans ceéfrition d’'un groupe topologique, lorsque I'on impose la
continuié de la multiplicationu: G x G — G, la sourceG x G est munie de la topologie produit ;

or la topologie de Zariski sur 'ensemble alyiqueG x G n’est pas le produit des topologies de
Zariski. En fait, il y a une magire simple de se rendre compte qu’un groupélaiigiue n’'est pas

un groupe topologique : ses singletons sont et il n’est pourtant pagpaé (sauf exception).

Cependant, le &s utile Esultat suivant est valable :

Proposition 5.1.11 Soit G un groupe algébrique affine.

(i) Soit a € G. Alors la translation a gauche X — aX et la translation a droite X — Xa sont des
homéomorphismes de G dans Iui-méme.

(ii) Soit H un sous-groupe arbitraire de G. Alors I’adhérence de Zariski H est un sous-groupe de
G. En particulier, c’est un sous-groupe algébrique.

Preuve. - (i) L'application x — axest un morphisme donc continue, et son inverse est I'application
X — a~1x; méme argument pour I'application— xa.

(i) Lapplication x — ax est continue et, sh € H, elle envoieH dans lui-n&éme, dondH dans
lui-méme : on a don&lH C H. Ainsi, I'application continues— xaaveca € H envoieH dansH
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doncH dans lui-néme ; ce dernier est donc stable pour la multiplication. La stalgtur I'inver-
sion se prouve de fagon similairé.

Exercice 5.1.12Démontrer la stabilé deH pour I'inversion.

5.2 Algebres de Hopf commutatives eduites

Selon le tikoeme 4.3.7, la céporie4 f f x des ensembles a@briques suK estantiéquivalente
(paragraphe 2.1.3)celle des algbres affinesaduites. D'apés le 4.3.3, dans cette aduivalence,
se correspondent le produit des ensembleélalgues dansiffy et le produit tensoriel des
algebres affines &duites).

Soient doncG un ensemble aiprique etA son algbre affine. Nous pouvons traduire les
axiomes des groupes &lgriques en termes de profas deA. Il suffit de remplacer les mor-
phismes dangiff, par leurs comorphismes et de renverser le sens deke dans les dia-
grammes commutatifs (le foncteGr~ A étant contravariant). L'existence d'une loi de composi-
tion psurG, d'un neutree : {e} — G, d’une inversion : G — G, se traduisent respectivement par
I'existence de morphismes d'algres :

A= :A— ARKA,
e=¢:A—K,
i=U":A—=A
Pour des raisongvidentes, nous appelleronemultiplicationle morphismeA. En revanche, le
morphisme de “conite” e est plubt appet augmentatioret le morphisme de “daversion”i

antipode Il sera utile de écrire leur effet concret. Tout d’abord, si I'on notg/ := p(x,y) la
multiplication dansG, on a la relation suivante avéc:

A(f)=3 fi®g <= W yeG, f(xy) =} fi(¥ai(y).

Sil'on note % le neutre dé5, image de I'application constantele comorphisme=¢*: A— K
n’est autre que le morphisme Healgebresf — (1) :

vieA, ef)=f(1lg).
Enfin, si I'on notex ! I'inverse dans le group® :
i(f)=g«<=WxeG, g(x) = f(x 1.

Les diagrammes commutatifs qui font @aun groupe se traduisent comme suit. Il y a d'abord

la coassociativik:

A Ao AgcA

- Js

ARk A T ARk ARk A
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Il n’est pas tes facile (principalemerit cause des notations) de traduire cétement la commu-
tativité de ce diagramme. Pour ce faire, on utilise parforsofation de Sweedler

A(f) = z f1® fo.
(f)

Avec cette convention, on a alors :

(Axk Id)oA(f) = Z fi1®fio@f= % f1® f1® fao = (Id®k A) o A(T).
f

On peut alors aliger la notation et&@signer ceélement deA @k A®k A comme suit :

(AwxId)oA(f) = (1d @k A) oAf) =t T F10 1o fa.

La coneutralié dee se traduit par le diagramme commutatif suivant :

2

A®KKWA®KA*>K®KA

Ici, i1,i2 sont les comorphismes respectifs pig, pro, définis parii(f) = f®1,ix(f) =1 f.
Grace aux identifications canoniqguesk K ~ K@k A~ Aetf®1=1® f = f, on peut traduire
la commutativié du diagramme congtement comme suit :

=Y fiog=weG, f(x)=3 fiXg(le) = fi(ls)gi(x)

Enfin, la proprété caractristique de I'antipode (traduisant celle de I'inverse daps’exprime
par la commutativé du diagramme :

e e

K A K

A
l mMo(1®k Id) J’ A me(ld®k!) i\

A<—ARKA———

On anoém: A®k A— Ala multiplication dans I'algbreA. Les feches verticaleK — A sont les
inclusions canoniques. La commutatévidu diagramme ci-dessus admet la traduction édacr

=3 fieg —=WeG, f(lo) =Y fiegx =3 fix g X).

Une K-algebre A, non récessairement commutative @duite, munie d’'une comultiplica-
tion A, d’'une augmentatior et d'une antipodeé vérifiant les diagrammes commutatifs ci-dessus
est appdde unealgebre de Hopf. Nous avons donc obtenu une correspondance entre groupes
algébriques affines et abpres de Hopf commutativegduites. (Pour en faire une ajuivalence
de caggories, il faudra attendre d’avoiéfini des morphismesf. 5.4.)

2les alg:bres de Hopf nonétessairement commutatives interviennent en particulier en topologierigjge (@
elles sont apparues), egretrie non commutative et dans la&trie des groupes quantiques.
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Signalons enfin le diagramme d'algres affines dont la commutat®itraduit le fait que le

groupe al@briqueG est commutatif :
A
SN

Axk A v Axk A

On a encore utilis une “volte”v* : x®y — y®X. Une algbre de Hopf @rifiant cette condition
est ditecocommutative

Exercice 5.2.1(i) Traduire le fait que le&K-espace vectorieh est uneK-algebre par I'existence
d’applications lireairesm: A®k A— Aetu: K — A. Lassociativié et la neutralé deu(1) s’ex-
priment par des diagrammes commutatifs.

(i) Traduire le fait que I'applicatiorK-linéaire f : (A,m,u) — (A’,m,u’) est un morphisme de
K-algebres par des diagrammes commutatifsrderviennentf,m,m’, u, u'.

(iii) Appliquer ces diagrammes au casfige,i.

5.3 Groupes algbriques lineaires

Proposition 5.3.1 Le goupe GL,(K) est un groupe algébrique affine.

Preuve. - C’est en tant qu’ouvert affine de M@K) (voir la fin du paragraphe 4.2.3, en particulier
le deuxeme des exemples 4.2.18 page 50) que (&L est un ensemble aprique affine. Son
algebre affine est donc :

A= A(BLA(K) = KX )12t 20 | g | = K[ s <nllT)/ < 1= Tloto ) >

Autrement dit, Gly(K) est vu comme le ferinde I'espace vectori@ := Mat,(K) x K défini par
lidéall :=<1—TdetX j) > deB:=A(E) =K[(Xj)1<i j<n][T]. On va d’abord écrire une loi
de composition suE qui induit celle de Gk(K) ; cette loi est donée par la formule :

(M/,t/)(MN,t”) = (M/M//,t/t//).
(Il est bien clair qu’elle induit la lou de GL,(K)!) En tant qu’application d& x E dansE,
c’est un morphisme d’ensembles algiques; pour &crire son comorphisme, on convient que
B@k B=KI[(X/;,X"j)1<i,j<n][T’, T"] etlon a:
n
X S XX
K=1
T—TT".
L'image de 1- T det(X; j) par cette application est :
1—T’T”det()<ifj)det()<if’j) =(1- T’del()(ifj)) +T’del(><i’7j)(1—T”det()(if’j)).
L'id éall est donc envoy dand @k B+ B®k | et le comorphisme passe au quotient en :

A:(B/l)— (B/l)®k (B/l), c'esta-direA: A— Ak A.
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L'application constante& de valeurl, € Mat,(K) estévidemment un morphisme d’ensembles
algébriques. Son comorphisme eséfidi parX; ; — &; j, T — 1, qui envoid dans{0}, donc passe
au quotient en une augmentatien A = B/l — K. Il restea voir que I'application d’inversion
L : M — M~ est un morphisme de I'ensemble @lgique Gly(K) dans lui-néme. C’est essentiel-
lement di a I'égalié :

1 1

_ t
~ detM com(M)

, . : 1 - . , R
(transpoée de la comatrice), et au fait que la fonctlgel?tM est ici polynomiale : c’est lele de

la coordongeT. Plus péciment, on noter® j les coefficients décom(M) consicerés comme
polyndmes en les coefficients d, i.e. commeeélements de&K[(X; j)1<i j<n]. On a alors un mor-
phisme deE dansE :

(M,t) — (t'com(M),detM),

de comorphisme :

Xij— TR},
T»—>del(Xm-).

L'image de 1- T det(X; j) par cette application est-1T"det'(X; ;) (exercice amusant); elle en-
voie doncl dansl et passe au quotient en une antipod& — A, dont il est facile de é&rifier que
c’est bien le comorphisme de I'application d’inversiof]

Définition 5.3.2 On appellegroupe algbrique lireaireun sous-groupe ferende Gly(K).

Corollaire 5.3.3 Tout groupe algébrique linéaire est un groupe algébrique affine.

Preuve. - En effet, multiplication et inversion dans ce sous-groupe sont induits par ceux,d& GL
donc sont des morphismes d’ensembleglitigues (car induits sur un feémalgebrique par des
itou). O

Nous verrons au 5.6 quéciproguemertbut groupe al@brique affine est un groupe &bgrique
linéaire

Exemples 5.3.4 1. Le groupe sgcial linéaire Sly(K), le groupe des matrices triangulaires
superieures inversibles, son sous-groupe femes matrices unipotentes, le groupe des ma-
trices diagonales inversibles sont des sous-groupesfeda Gl (K), donc des groupes
algébriques liaires.

2. Le groupe orthogonal d'une forme quadratique est un groug@biadgie lireaire ; mais le
groupe unitaire su€ ne I'est pas, car ce n’est pas un ensemblélaiigue : néme pour
n =1 la conditionzz = 1 ne cfinit pas un ferré alggbrique deC*.

3. Legroupe multiplicatif G, := GL1(K), autrement ditK* est un groupe ag&prique lireaire.

4. Legroupe additif G := (K, +) estévidemment un groupe a@grique affine, d’algbre de
Hopf K[X]. ComultiplicationX — X'+ X" ; augmentatiorX — 0 ; antipodeX — —X. C'est
méme un groupe aébrique lireaire, car il est isomorphe (comme groupe et comme en-
semble algbrique) au groupe des matrices triangulaireg€sepres unipotentes de gK),
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I'isomorphismeétant &fini par la formule a— ((1) al> (La notion d’'isomorphisme sera

préci€ea la section suivante.)

Exercice 5.3.5Parmi les exemples ci-dessus, lesquels sont degfed® Mat(K) ? Quelles sont
leurs dimensions ?

5.4 Morphismes de groupes algbriques affines

Définition 5.4.1 SoientG, G’ deux groupes ak&priques affines su¢. Un morphisme de groupes
algébriques affinede G dansG’ est une applicatiop: G — G’ qui esta la fois un morphisme de
groupes et un morphisme d’ensemblesakigues.

Il s’agit donc d’'un morphisme dangf f, qui est compatible avec les lois de groupeg,
autrement dit, tel que :

vxy € G, o(u(xy)) = K (9(x), @(y))-
Cette relation se traduit par la commuta@vitu diagramme suivant :

GxG X%, gxa@

|

G —— G
P

En passant aux adipres affines, A’ deG, G/, cela s’exprime par la compatib#itdu comorphisme
@ avec les comultiplicationd, A, sous la forme du diagramme commutatif suivant :
)

A —— A

| Ja

A’®KA’ W A®KA

Si I'on appellemorphisme d’'algbres de Hopfun morphisme d’algbresy : A — A’ tel que de
plusAoy = (W@ WY) oA/, on voit que I'on a obtenu unantiéquivalence entre la cagorie des
groupes algbriques affines et la cagjorie des algbres de Hopf commutativesduites

Exercice 5.4.2Veérifier que I'application contragdienteA — 'A~1 est un automorphisme de
GLn(K).

Remarque 5.4.31l ne va pas de soi qu’un morphisme bijectif entre groupeélaigues affines
soit un isomorphisme (c’est-dire un morphisme dont I'inverse est un morphisme). C’est faux
en caradristiquep > 0 comme le montre I'exemple de I'endomorphisme de FrobexiusxP

de (K, +) (ici K est algbriguement clos de carécistiquep). Mais c’est vrai en caragetistique
nulle, bien que loin dtreévident : cela @coule en effet des propies duquotientd’'un groupe
algébriqueG par un sous-groupe fegrinvariant €f. [6]). Nous admettrons ce fait dans les rares
cas @1 nous en aurons besoin, en signalant éssitats qui en@pendent.
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Onavu au4.3.2 que la structure topologique de I'image d’'un morphisme d’ensemg@lesdigs
n'est en @réral pas simple. Dans le cas des groupeslaigues, la situation est bien meilleure.

Théoreme 5.4.41L image d’un morphisme de groupes algébriques affines est fermée.

Preuve. - Soit@: G — G’ ce morphisme. Selon leéboreme 4.3.14¢(G) contient un ensemble ou-

vert dense dang(G). Commep(G) est un sous-groupe @, la conclusion @coule imnédiatement
du lemme suivant]

Lemme 5.4.5 Soient H un groupe algébrique affine et H’ un sous-groupe quelconque.
(i) L’adhérence de Zariski H' est un sous-groupe fermé de H.
(ii) Si H’ contient un ouvert non vide de H’, il est fermé : H' = H'.

Preuve. - (i) a dejaéte cemonté (proposition 5.1.11).
(ii) Soit U C H’ un ouvert non vide del’. De la simple inclusiot) C H’ et du fait queJ est non
vide, on cduit la relation :

H' = [ J hu,

heH

d’ou il s’ensuit queH’ est ouvert danBl’. Il y a alors deux mamires d’achever la@nonstration.
Le groupeH’ est eunion disjointe des classasgauche selon son sous-groue leshH’ avec
h € H’, qui sont des ouverts, donc des fé@sr(car chacun est le congphentaire de lagunion des
autres). AinsiH’ est ferngé dansH’, donc ferng.
Variante du raisonnement : une fois que I'on sait élieest ouvert dan$l’, tous leshH’ avec
h € H’ le sont, et ils sont denses ; donc chai# avech € H’ rencontreH’, ce qui entraine que
heH.O

Corollaire 5.4.6 Tout morphisme G — G’ de groupes algébriques affines se décompose en un
morphisme surjectif G — H et une immersion fermée H — G’ (de groupes algébriques affines).

Rappelons (proposition 4.3.10) qu’une immersion feetd — G’ est un isomorphisme d¢
avec un ferrd deG’ (ici, un sous-groupe fer@).

Si maintenant nous admettons que tout morphisme bijectif est un isomorphisme (remarque
5.4.3), nous obtenons :

Corollaire 5.4.7 En caractéristique nulle, tout morphisme injectif de groupes algébriques affines
est une immersion fermée.

(1) i est un morphisme du groupe alyique
affine (K, +) dans le groupe ligaire GLx(K), et que c’est une immersion feém®.
(i) Utiliser ce morphisme pour &erminer 'adrence de Zariski du sous-groupe de,G{)

engende par la matrice(é 1)

Exercice 5.4.8 (i) Vérifier que I'applicatiora+—
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5.5 Action (ou operation) d’'un groupe algébrique affine sur un en-
semble algbrique affine
5.5.1 Vocabulaire

Définition 5.5.1 SoientG un groupe algbrique affine eX un ensemble akprique affine. Une
actionou opérationde G surX est un morphisme d’ensemblesé@ligiquesa: G x X — X qui est
de plus une action de groupe, autrement dit, tel que, ngtant a(g, x), on ait :

vg,d € G, vxe X, d.(gx) = (dg).xetvxe X, 1g.x=X.
Ces deuxeégles se traduisent par les diagrammes commutatifs suivants :

GxGxX " oux<—9 X

Idxal ia prs
Gx X X

a

Lestranslationsde X (pour cette action) sont alors leg: x — g.x (donc, des automorphismes
de 'ensemble algbriqueX).

Une application orbiteest une applicatiomy : g — g.x (donc un morphisme d’ensembles
algébriques dé&s dansX), et I'orbite de xest son imag&(x) :=Im ay, = {g.x| g€ G} C X.

Exercice 5.5.2Pourquoi les translations sont-elles des automorphismis?de

Exemples 5.5.3 1. Le groupés opere sur lui-néme par automorphismesénteurs :icia(g, h) :=
ghg . Les orbites sont les classes de conjugaison.

2. Le groupe GkL(K) opere sur Mat(K) par conjugaison.

Exercice 5.5.4 Dans ce dernier cas, quelles sont les orbites&sr? (Voir par exemple [23, 24].)

5.5.2 Approche topologique

On suppose dorae une actiora du groupe algbrique affineG sur I'ensemble algbrique
affine X.

Proposition 5.5.5 Soient M,N C X. Notons :
Trang(M,N):={ge G|gM CN} CG.

(i) On a Trang(M,N) C Transs(M,N).
(ii) Si N est fermé dans X, il y a égalité et Transs(M, N) est fermé dans G.

Preuve. - (i) Soit g € Transs(M,N). De l'inclusiong.M C N et de la continué des translations
(ce sont des morphismes), oeduit :

gM=gMCcCN.
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(i) On aévidemmenfTranss(M,N) C Transs(M,N) sans condition, du simple fait qié C M.
SiN est ferng, c'est I'inclusion eciproque de la @oedente. De plus, dans ce cas :

Trangs(M,N) = (] & *(N)

XeM

est une intersection de fean (chague morphisnag étant continue) donc un feén]

Exemples 5.5.6 1. Tout stabilisateuBy := Transs({x}, {x}) est un sous-groupe fegleG.

2. Dans le cas de I'action d& sur lui-méme par automorphismes énieurs, on en&duit que
chaquecentralisateur &(h) := {g € G| gh= hg} est ferné dansG.

La nature topologique des orbites est plétichtea élucider.

Lemme 5.5.7 Soient F un fermé non vide d’un ensemble algébrique X et U un ouvert dense de
F. Alorsdim(F \U) < dimF.

Preuve. - SoientF,...,F les composantes &ductibles dé-. L'hypothese de dengtsurF en-
traine que chaqu¥ NF est non vide (sinotJ serait inclus dans I'union des autrég qui est
un fermé strictement inclus darfs). Ainsi, F \ U est un ferné strictement inclus daris, donc
de dimension dirtF \ U) < dimF, (par cefinition de la dimension de Krull). Comnte\U est la
réunion deds \ U, sa dimension est dimF (assertion (iii) de la proposition 4.2.8)l

Théoreme 5.5.8(i) Toute orbite G(X) est un ouvert dense de son adhérence.
(ii) La frontiére d’une orbite :

0G(x) := G(x) \ G(X)
est une réunion d’orbites de dimensions < dimG(Xx).

Preuve. - (i) D’apres le tleoeme 4.3.14, on sait qu8(x) contient un ouvert non vidg de son

adrerence. Le raisonnement est alors semblatdelui utili€ lors de la @monstration du lemme

5.4.5 : par stabil# de I'orbite sous 'action d&, on aG(x) = | g.U, etG(x) est bien un ouvert
geG

deG(x) ; la densié va de soi.

(i) LadhérenceG(x) estG-stable par continuit, donc la frongredG(x) = G(x) \ G(x) aussi, et
elle est doncé&union d’'orbites. Ces de®ries sont de dimensiorsdimG(x) en vertu du lemme
ci-dessus]

Corollaire 5.5.9 Il y a des orbites fermées.

Preuve. - |l suffit de choisirG(x) de dimension minimale, car alod&(x) est vide [

Exercice 5.5.10(i) Démontrer que toute suiteéedroissante de feras d’'un ensemble addprique
est stationnaire. (Invoquer la noetheriénde I'algebre affine.)

(ii) En déduire une nouvelle@monstration de I'existence d’orbites feéas qui ne fasse pas inter-
venir la dimension.
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5.5.3 Approche algbrique : la coaction

Du morphisme: G x X — X (action deG surX) on deduit lacoaction c’esta-dire le comor-
phismea’ : A(X) — A(G) ® A(X). On peut caraétriser ce dernier comme suit. Soighe A(X)
eta'f =Y u® fi € A(G) ®A(X). Alors :

VgeG, vxe X, f(gx)=a'f(g,x) = u(9) @ fi(x).
Exercice 5.5.11Veérifier le “coaxiome” de I'axiome/'.(g.x) = (g'g).X:
(ldea")oa" = (Aold)oa’
Enoncer et @rifier le coaxiome de I'axiomeglx = X.

On va faire agir li@airemeniG sur I'espace vectoriel X). En vue d’obtenir une actioa
gauche(ce qui est l'usage le plugpandu), on pose :

VgeG,VfeA(X), g.f :i=foryt ie. ¥xe X, g.f(x) := f(g 'X).

(Il s'agit d'un analogue de la contraggtiente renconée dans I'exercice 5.4.2.) Owenifie facile-
ment que §.f = f etd.(g.f) = (d'g).f. Pour toutg € G, I'application f — g.f est un automor-
phisme lireaire de AX). On a bien une repsentation lieaire deG, mais dimension infinie. Nous
allons pallier cet incorgnient.

Proposition 5.5.12 La représentation linéaire de G dans A(X) ainsi obtenue est localement finie
autrement dit, tout sous-espace de dimension finie de A(X) est inclus dans un sous-espace G-stable
et de dimension finie.

Preuve. - De la relationp(E + F) C @(E) 4+ @(F ), valable pour deux sous-espaces et un endomor-
phisme arbitraires, onédiuit que la somme de deux sous-espé&esables de dimension finie de
A(X) est elle-néme un sous-espacstable de dimension finie. Il suffit donc de voir que tout
élement de AX) est inclus dans un sous-esp&&stable de dimension finie.

Soitdoncf € A(X) et notonsa* f = S u; ® fj, qui est bien entendu une somme finie. De la formule
vue plus haut, on tire :

(5.5.12.1) g.f = Zui(g‘l)fi.

Ainsi, le sous-espace dede A(X) engendé par tous leg.f, ol g parcourtG, est inclus dans le
sous-espace engegdrar lesf; : il est donc de dimension finie. MaisestégalemenG-stable par
constructiond

On peut formuler la proposition en disant que la ésgntation dé& dans AX) est limite
inductive de regsentations de dimension finie.

Exemple 5.5.13Fixons un vecteufay,...,a,) € K". Le groupe additiiG, := (K, +), d'algébre
affine A(G) = K|[T], agit sur I'espacX := K", d’algebre affine AX) = K[Xy,...,X,], par transla-
tions de vecteurgay, ..., ay) (out € K). La coaction est le morphisnk&X, ..., Xn] — K[Xq, ..., Xn][T]
défini par :

P(X]_,. .. ,Xn) — P(X1+a1T,. .. ,Xn+a1T).
L'orbite deP € K[Xy, ..., Xs] Sous cette action est I'ensemble des polyes de la form&(X; +
ait,..., Xn+agt), out € K. D’apres la formule de Taylor, cette orbite est incluse dans I'espace
engendé par les drivées partielles dB, et celui-ci est stable et de dimension finie.
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Exercice 5.5.14(i) Dans I'exemple, I'orbite d€ est-elleE ?
(ii) Lexemple n'est valable qu’en caraaistique nulle, puisqu’il fait appél la formule de Taylor.
Comment I'adapter en car&eistique positive ?

La (subtile) proposition suivante sera utile plus tard.

Proposition 5.5.15 Pour que le sous-espace vectoriel F de A(X) soit G-stable, il faut, et il suffit,
que I’on ait I’inclusion
a'F C A(G)®F.

Preuve. - Supposons d’abord que estG-stable. Soit( f;) une base d& que I'on compéte en
une base de &) en la juxtaposant avec une famille libf€) (laquelle est donc une base d'un
suppementairé=’ deF dans AX)). Pour toutf € F, on peutecrire :

a'f :2ui®fi+2u’j®f-’,

avec lesy;, uj dans AG). Méme si les famillegfi) et (f{) sont infinies, les famillesu;) et ()
n’ont qu’un nombre fini de termes non nuls. Pour tgut G, d’apres la relation (5.5.12.1) :

gf =Su(@ ) fi+Su@ghfeF,

ce qui entraine @cessairement que tous Idjs(g‘l) sont nuls. Puisque/j(g‘l) = 0 pour tout
ge G, on au’j = 0. (Ce point est non tautologique, il utilise le fait que le corps de base est infini!)
On a donc bien :

a‘f = Zui® fie AX)®F.

Supposonséciproquement l'inclusionarifiee. Pour toutf € F, on peutécrirea*f = S u; @ fj,
avec lesy; dans AG) et lesf; dansF. De la formule (5.5.12.1y.f = S ui(g~?) fi on déduit alors
queg.f € F pour toutg € G, d’ou la stabilie. [

5.6 Tout groupe algebrique affine est lingaire

Soit G un groupe algbrique affine. On peut le faire agir sur son&ige affine AG) de deux
mangres. Tout d’abord, pour togsh € G, notonsLg(h) := g~th etRy(h) := hg. On cEfinit ainsi,
pour toutg € G, deux automorphismds,, Ry de I'ensemble (pas du groupe!) algrique affines.
Leurs comorphismek, := L etpg := Ry sont donc des automorphismes de l&dee affine AG).
Deségaliesévidented 49 = Ly o Lg et Ryg = Ry o Ry on ceduit par contravariance légaliés :

Agg = Ag 0Ag €tPgg = Py © Pg.

Nous avons donc deux reggentationp : g — pg etA : g +— Ag de G dans AG). Ce sont bien
entendu ces formules agables qui justifient &trange éfinition delg, Ry.

Lemme 5.6.1 Ces deux représentations sont localement finies ; autrement dit, tout sous-espace
vectoriel de A(G) de dimension finie est inclus dans un sous-espace de dimension finie stable par
p, resp. par A.
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Preuve. - Cela cecoule de la proposition 5.5.12 appléga chacune des deux actions @esur
lui-m@&me : par translatiorss gauche o@ droite.[]

Théoreme 5.6.211 existe un sous-espace de dimension finieV C A(G), stable par la représentation
p, et tel que la représentation induite G — GL(V) soit une immersion fermée, i.e. un isomorphisme
de G avec un sous-groupe fermé de GL(V).

Preuve. - L'algebre affine AG) est de type fini : soienty, ..., f,, des @rérateurs. On prend pour
V un sous-espace de dimension finie d&# contenantfy, ..., fy, et stable pap (c’est possible
d'apres le lemme). Soify, ..., @) une base d¥. En adaptant la proposition 5.5.2%ette action
par translations droite, on voit que [ désignant la multiplication d6) :

KV CV®A(G).

Il existe donc desi; j € A(G) tels que :

n
Vied{l,...,n}, W :Zqu@ui,j = Vg,he G, ¢j(hg) :_Zlcn(h)uu(g),
1=

autrement dit : .

\V/J € {1,...,”} ,VgeG, pg((PJ) = Zulj(g)(n
1=

La matrice depg dans la base deg est donc(u; j(g)) € GLn(K) Cela entraine &a que le mor-
phisme de groupeg— pg de G dans GI(V) est un morphisme de groupes@ligiques. Le choix
de la basg @) permet d’identifie’V a K" (isomorphisme d’ensembles élyiques) et GLV)
a GLy(K) (isomorphisme de groupes élgriques). Dans ce méte, le morphisme de groupes
algébriques ci-dessus deviemt— (u;,j(g)) € GLa(K).

. . . 1
Le comorphisme de ce dernier estle morphisme élatgs de /{\GLn(K)) =KI[(Xi,j)1<i,j<n] [det(x.)}

J

dans AG) défini parX; j — u; ;. Mais nous allons voir que ce morphisme d&thges est surjectif ;
d’apres la proposition 4.3.10, il eredoulera qu& — GL(V) est bien une immersion feés.

n n
De I'egalie @j(hg) = S @(h)uij(g), on tire@; = 5 @ (1c)uij. Les@; sont doncélements de
i=1 i=1

I'espace vectoriel engenélpar lesy; j, donc de I’im;ge du morphisme d'abres A(GLn(K)) —
A(G) ; comme lesp; engendrent I'algbre AG), ce morphisme est bien surjecfif.

Corollaire 5.6.3 Tout groupe algébrique affine est un groupe linéaire.

Exemple 5.6.4Le groupe additiiG,; = (K, +) a pour algbre affineK[X]. L'action dea € K sur
A(G) =KIX] estP(X) — P(X+a). Le gerérateuiX de I'algebre a pour orbite la famille des+a,
qui engendre I'espace vectorieH- KX. La matrice de la translatigoy dans cette base dgf, :=
(é i) et I'on voit que I'applicatiora — M, est un isomorphisme de groupeséaigques dé&s,
sur le sous-groupe ferrde Glp(K) formé des matrices triangulaires sujgures unipotentes.

Exercice 5.6.5 (i) Obtenir de néme une description matricielle d&", +).
(i) La méme nethode permet d’identifigdy, a GLy (K).
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Chapitre 6

Representations rationnelles d’un
groupe algebrique

6.1 Geénéralités sur les repesentations rationnelles

Définition 6.1.1 Unereprésentation rationnelléu groupe algbrique affings est un morphisme
de groupes akpriques affinep: G — GL(V), ouV est unK-espace vectoriel de dimension finie ;
ou bien un morphisme de groupes &giques affinep : G — GL,(K). On parle au choix de
représentation (de G) dans dudans GLV) ou encoredans Gly(K). La repésentatiorp est dite
fidelesi c’est une immersion ferae.

Soitp une repésentation liaire arbitraire d& dansV. Du choix d’'une base dé¢, on ceduit
un isomorphismé de GL(V) sur GL,(K) et il est clair que I'on &quivalence entre les conditions
suivantes :

(i) p: G — GL(V) est rationnelle;

(i) fop:G— GLp(K) estrationnelle;

(iii) chacun des? coefficients def o p estélement de AG).

Ainsi, sip: G — GL(V) etp’ : G— GL(V’) sont rationnelles, la repsentatiorg — p(g) & p'(9)
de G dansV @V’ est rationnelle : par choix d’'une base adagptleV ©V’, ses matrices sont dia-
gonales de blocs rationnels.

On deduit de la éfinition que I'action du group& sur I'ensemblé/, égale au compés:
GxV —=GL(V)xV —-EndV)xV =V

est un morphisme d’ensembles &@giques, donc une action de groupe&hligque au sens de la
section 5.5. (Il faut invoquer le fait que l'inclusion d’un ouvert affig (f) dans un ensemble
algébrigueX est un morphisme : exercice facile l&sau lecteur!) Supposongdiproquement
donrée une reg@sentation lidaire du groupés dans I'espace vectoriel de dimension fiMe

telle que I'applicationG x V — V soit un morphisme d’ensembles aliyiques, donc une ac-
tion de groupe algbrique. Choisissons une base,...,v,) deV, donc un isomorphismé —
(f(vi),..., f(vn)) de EndV) surV" (isomorphisme d’espaces vectoriels, donc d’ensemblébeitgies).

1S I'on admet que tout morphisme bijectif est un isomorphisme (remarque 5.4.3), on voit queekereption est
fidele si, et seulement si, c’est un morphisme injectif, ce qui estfimition classique.
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Le morphisme comp@&G — EndV) — V" est dongé parg — (g.v1,...,0.Vy) : c'est donc un mor-
phisme d’ensembles @griques (car chaque— g.v; I'est, c’est une application orbite au sens de
5.5.1). On retrouve donc le fait q@&— GL(V) est un morphisme de groupesélgiques affines.

6.1.1 Repesentations localement finies rationnelles

En vue détendre la dfinition d’une repesentation rationnelle au cas d’'un espace vectoriel de
dimension infinie, quelques sorites :

Lemme 6.1.2 (i) Soit p : G — GL(V) une représentation rationnelle. Soit W C V un sous-espace
stable sous I’action de G. Les représentations induites G — GL(W) et G — GL(V /W) sont alors
rationnelles. (Au sujet de la réciproque, cf. I’exercice ci-dessous.)

(ii) Soit p : G — GL(V) une représentation arbitraire du groupe algébrique affine G dans I’espace
de dimension finie V. On suppose que V = YV}, lesV; étant des sous-espaces stables sous I’action
de G; et que chaque représentation induite G — GL(V;) est rationnelle ; alors p est rationnelle.

Preuve. - (i) Soienti : W — V l'inclusion etp:V — W une projection. Le morphismg— po @oi

est une projection de Efid) sur EndW) et la repésentation induit& — EndW) est la composi-

tion deG — EndV) et de cette projection. Soient démertt:V — V /W la surjection canonique

eto:V /W — V une section lieaire quelconque de Le morphismep— Tto 9o 0 est une surjec-

tion de EndV) sur EndV /W) et la repésentation induit& — EndV /W) est la composition de

G — EndV) et de cette surjection.

(i) Puisque dinV/ < o, on peut se ramener au cas d’'une somme finie de sous-espaces ; et, moyen-
nant une ecurrence sur leur nombre, il suffit de corisier le cas de deux sous-espac¥s=

V' +V”. On applique alors (iaV NV’ cV @V’, dont le quotient est +V’. (On a vu plus haut

que la repesentation d& dansV ¢V’ était bien rationnelle ]

Exercice 6.1.3Décrire matriciellement la projectiap— po @oi de EndV) sur EndW) utilisée
dans la @monstration du (i) ci-dessus.

Exercice 6.1.4Soitp : G — GL(V) une repésentation arbitraire du groupe algique affineG
dans I'espace de dimension fiMe SoitW un sous-espace dktel que les re@sentations induites
G — GL(W) et G — GL(V/W) sont rationnelles. La repsentatiorp est-elle cessairement
rationnelle ? (La&ponse est non.)

Rappelons que, dan&honé& du lemme 5.6.1, nous avons afgdetalement finieine repésentation
p: G — GL(V) telle queV est union de sous-espaces stables de dimension finie.

Proposition 6.1.5 Soit p : G — GL(V) une représentation du groupe algébrique affine G dans
I’espace vectoriel V que I’on ne suppose pas de dimension finie. On suppose p localement finie.
Les conditions suivantes sont alors équivalentes :

(i) L’espace V est union de sous-espaces stables de dimension finie tels que les représentations
induites soient rationnelles.

(ii) Tout sous-espace de dimension finie de V est inclus dans un sous-espace stable tel que la
représentation induite soit rationnelle.

(iii) Pour tout sous-espace stable de dimension finie de V, la représentation induite est rationnelle.
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Preuve. - SoitV = [JV, lesV,; étant suppdss stables de dimension finie et Bs— GL(V;) étant
rationnelles. Tout sous-espace stable de dimension finie est inclus dans une sommeéieie de
I'on peut appliquer le lemme, ce quédhontre que (i) implique (iii). Le fait que (iii) implique (ii)
est trivial ; le fait que (ii) implique (i) 'eségalement puisque I'on a sup@osu @&partp locale-
ment finie.[]

Définition 6.1.6 Une telle repesentation est ditdocalement finie) rationnelle

6.1.2 Lareprésentation eguliere

Définition 6.1.7 La représentation eguliere du groupe algbrique affineG est la repesentation
g+ pg := Ry deG dans AG) définie au &but de la section 5.6.

Rappelons que, pour tofitc A(G) et pour toug € G :

pg(f) = (h— f(hg) € A(G).

Pour simplifier, noton¥ := A(G). Soientv € V etp'v= Y Vi@ V. Alors :

VgEG, pgv= 3 V' (g\.

Ainsi, I'orbite dev est incluse dans le sous-espace vectoriel de dimension finie eageardes
Vv, : on retrouve le fait que la repsentation&guliere est localement finie (lemme 5.6.1).

Théoreme 6.1.8 La représentation réguliére est localement finie rationnelle. Elle admet une sous-
représentation de dimension finie fidéle.

Preuve. - SoitW C V un sous-espace stable de dimension finie. PouniogitV, notantyw =
SW oW, I'égalié pgw = YW/ (g)wi montre que I'application orbitg — pgw de G dansW
(puisque ce dernier est stable) est un morphisme d’ensembisriglges. Soifws, ..., w,) une
base deW et soit (wj,...,w;) sa base duale. On@w = 3 W (pgw)w;, qui est une fonction
reguliere deg,w. L'action G x W — W est donc un morphisme, et la régentation induite de
G dansW est rationnelle, d'd la premére assertion. Par ailleurs, on a vu dansédednstration
du theoeme 5.6.2 que, dV contient un systme @rérateur de |&K-algebre AG), alors cette
repesentation est file. [

Proposition 6.1.9 (i) Pour qu’un sous-espace W de V = A(G) soit stable par la représentation
réguliere, il faut, et il suffit, que f'W C W ® A(G).
(ii) Soient H C G un sous-groupe fermé et| C A(G) son idéal. Alors :

H={geG|pyl Cl} ={geG|pyl =1}

Preuve. -
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Démonstration de (i). Supposons d’abord quéeW Cc W® A(G). On prendv € W et I'on écrit
H'w= S W ®V, avec lesv, € W et lesy; € V, d’ou (formule vue plus haupgw = 5 vi(g)w; € W
pour toutg € G, d’ou la stabilie dew.

Supposonséciproquement qu#/ est stable. Soientw;) une base d&V et (wj) une base d'un
suppEmentaire d&V dansV. Pour toutw € W, on a :

Hw= % W @Vi+ Y W@V,
d’ou, pour toutg € G :
PowW =Y Vi(gwi + > Vj(g)w].

CommeWw est stablepgw € W, donc Ies/j (g) sont nuls. Comme ils le sont pour tc:;_yﬂesv’j sont
nuls etpgw est bierélement deV @ A(G).

Démonstration de (ii). La conditionpgl C | équivauta I'existence d'un diagramme commuta-
tif :
AG) —2 AG)

| |

AH) —— A(H)

les fleches verticales repsentant le passage au quotientlp&@aréquivalence contravariante, cela
équivauta I'existence d’'un diagramme commutatif :

H—— H

Lo

Ry

G — G
les fleches verticales repsentant I'inclusion. Ce diagramn&guivauta son toura l'inclusion
RgH C H,i.e. HgC H, i.e. ge H. On a donc lequivalence logique :
VgeG,geH <= pgl CI.

Pour obtenir la relatiopgl = 1, utiliser I'inverse deg. [

6.2 Theoreme de Tannaka et @composition de Jordan

Nous revenons la question p@e en 3.3.1 : peut-on reconstituer un groapeartir de ses
repesentations ? Nous allons voir que I'on peut reconstituer un gralggbrique affinea partir
de la cakgorietensoriellede ses ref@sentationsationnelles C’est un aspect de ualité de Tan-
naka Outre son aspect satisfaisant, la d@atie Tannaka est un outil efficace et nous eduirons
tres facilement I'un des #toemes de base sur les groupeshligues affines, ldecomposition
de Jordan qui géréralise ce qu’en France on appell@t@dmposition de Dunford”.
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6.2.1 Le petit theoreme de Tannaka

Soit dondG un groupe algbrique affine suK. On a &ja cefini les morphismes entre ré&sentations
arbitraires du groupe abstrd (ici, “abstrait” signifie que I'on ne prend pas en compte la struc-
ture d’ensemble akprique affine). Cetteéinition des morphismes s’applique en particulier aux
repesentations rationnelles, qui forment donc une sousgoaie pleine (2.1.1) de la @&gorie
Rep(G) (3.1). Nous noteron® ed? (G) cette cakgorie.

Nous avonggalement éfini un produit tensoriel SUR epi (G). Cette ogration se restreint
aRed@(G). En effet, pour voir que le produit tensoriel de deux &sgntations rationnelles est
une repesentation rationnelle, il suffit degvifier (le lecteur fournira lui-@me l'autre partie du
raisonnement) que I'application naturelle ®) x GL(V') — GL(V ®V') est un morphisme d’en-
sembles algbriques affines. Or, cel@&doule du diagramme commutatif suivant :

GL(V) x GL(V)) —— GL(V®V/)

! l

EndV) x EndV’) —— EndV ®V')

Les fleches verticales sont des inclusions d’ouverts affines dans des espaces vectorelse la fl
horizontale basse est une application I&#ire, donc polynomiale, donc un morphisme.

Enfin, Rep« (G) était munie d’'un foncteur oubti (3.3.2) compatible au produit tensoriel,
et la restriction dew a R ed (G) vérifie encore cette prog@e. Dans toute la suite de ce cha-
pitre, c’est cette restriction que nous noteronsComme en 3.3.3, c’est le groupe Alito) des
®-automorphismes d® qui nous inéresse.

Un élément de ce groupe admet la description suivante. C’est une féamill®u, pour chaque
objetX de R ed®(G), on se donne un automorphismpg de I'espace vectoriab(X), la famille
étant collectivement soumise aux contraintes suivantes :

1. Fonctorialie. Soitf : X — X’ un morphisme dan® ed&(G). Alors le diagramme suivant

est commutatif : f
w(X) 21 G(x)

o | o |
w(X) 21 gx)

2. Compatibilie avec le produit tensoriel, en @ge ®-compatibilie. On a legalie suivante
entre automorphismes d&X @ X') = w(X) @ w(X') :

Pxax = Px @ Px.
Exemple 6.2.1Soitg € G. Pour toutX = (V,p), on posepx := p(g). C’est un automorphisme de
V = w(X). La famille (¢x) est fonctorielle e-compatible, donc &finit unélement de Aut(w),

que nous noteron®(g). De plus,® est un morphisme de groupes.

Exercice 6.2.2Veérifier soigneusement ces assertiarfs3.3.3).
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Théoreme 6.2.3 (Mini Tannaka) L’application ® est un isomorphisme de groupes de G sur Aut” (w).

Preuve. - L'injectivité se voit en choisissant une répentation rationnelle fide X = (V,p) (il en
existe d’apes le tleoeme 6.1.8) ; sg est dans le noyau de, la composantex = p(g) de d(qg)
est I'identi& dew(X) =V, doncg = 1, puisquep est fickle.

Soit donc(gyx ) unélement de At (w). Pour toute sous-repsentatiorX’ = (V/,p’) deX = (V, p),
I'inclusionV’ C V est un morphisme de regsentations et, par fonctoridjton voit que la restric-
tionaV’ degy € GL(V) estox: € GL(V'). On en @duit le fait suivant : pour toute reggentation
localement finie rationnelle (ce que I'on &lgera dans cetteééchonstration en RLFRX = (V, p),
lespx € GL(V’) assodgsa toutes les sous-réggentations rationnelles de dimension fikie=
(V',p’) deX sont compatibles ; commé est la Bunion de ses sous-espaces stables de dimension
finie V’, les g définissent un automorphisngx € GL(V). On va montrer que la famillépx )
ainsiétendue toutes les RLFR est encore fonctoriellezetompatible.

Pour la fonctiorialig, cela @coule du fait suivant ; si est un morphisme de RLFR dédansy,
pour tout sous-espace de dimension fiiele w(X), le sous-espad®’ := (V') dew(Y) est de
dimension finie. L'hypothse de fonctoriali s’applique dona la restrictionf : V/ — W', ce qui
signifie que legalie @, o f = f o @ a lieu en restrictioV’. Puisque le¥’ recouvren¥/, cette
égali€ a lieu sui/, ce qui exprime bien la fonctoriagit

En ce qui concerne le produit tensoriel de deux RREFBtY, on voit d’abord que, s¥/,W’ sont
des sous-espaces stables de dimension finié dew(X), W := w(Y), les sous-ref@sentations
assoadesX’,Y’ satisfont la relatiompy: .y = @ @ @y, ce qui signifie que Bgali Qxoy = Px R @y

a au moins lieu en restricticaV’ @ W' ; mais le lecteur &rifiera que le§/’ recouvrant et les
W' recouvranV, lesV' @ W’ recouvrenV’ @ W/, d’ou I’ égali€ @x-y = @x ® @y sans restriction,
d’ou la®-compatibilié.

On prendra maintenant pot la repesentation &guliere g — pg de G dans A = A(G), ce
gu'autorise le tkoeme 6.1.8. La multiplication dan& peut étre vue comme un morphisme
de K-algebresm: A® A — A (la commutativié deA intervient ici) et la relation(f1f2)(hg) =
f1(hg) f2(hg), autrement dipg( f1 f2) = pg( f1)pg( f2), implique quemest un morphisme de regsentations.
Par fonctorialié et®@-compatibili€ de la familleétendug @y ), on a donc :

Pao M= Mo Paga = Mo (Pa ® Pa),

ce qui signifie queps : A — A est un morphisme d'albres (donc le comorphisme d’un certain
endomorphisme de I'ensemble aliyiqueG).

Par ailleurs, le comorphisrié\, de I'endomorphisméy, : g — hg de I'ensemble algoriqueG
commute avepq puisquel, commute ave®y (cette commutation traduit en effet 'associagvit
dansG). C’est donc un endomorphisme de la &g@ntation &guliere et, par fonctorialt, on a
Ah o @a = @a o An. Ainsi, le morphisme d’algbrespa : A — A commute avec tous les,. D’apres
le lemme ci-dessous, il existp € G tel que@a = pgy,. Nous allons voir que notre famillgpx ) de
déepart,element de At (w), n'est autre qued(go).

Soit doncX = (V,p) une repésentation rationnelle arbitraire. Fixons une formédinettc V*.
L'applicationUr:V — A(G) qui, av € V associe la fonctiog — 11(g.v) (cette fonction est bien
reguliere surG) satisfait la relation :

Vg e G, Un(h.v)(g) = (gh.v) = Un(v)(gh) = Un(h.v) = pn(Un(V));

2Attention, nous avons chaéggi la cefinition dely, etLy, par rapporti la section 5.6.
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autrement dity est un morphisme de reggentations d¥ dans la regEsentation&guliere et, par
fonctorialité :

@aoUn=Uro@x == pg, 0Un=Unopg, => Vg€ G, WeV , T(ggov) = TI(gex (V).
Comme c’est vrai pour toute V*, on a:

WEV, gov=x(v),
ce qui signifie bien quépx) = ®(go). J

Lemme 6.2.4 (lemme utile)Soit f : A(G) — A(G) un morphisme d’algébres qui commute avec
tous les An. Alors il existe go € G tel que f = pg,.

Preuve. - Par antiequivalencef est le comorphisme d’'un morphisme d’ensemblegladigiues
¢@: G — G qui commute avec tous lds,. L'égalie @o Ly = Lyo @, c’esta-dire ¢(hg) = hg(g)
entrainep(h) = hgo, ol go := @(1g), donce = Ry, doncf = pg,. O

Remarque 6.2.5Le “mini-théoeme de Tannaka” permet de reconstituer la structure du groupe
abstrait G mais pas sa@pnétrie,i.e. sa structure d’ensemble (et donc de groupedlaligiue. Ce
dernier probkme seraé&solu au chapitre 7.

6.2.2 Rappels sur la @composition de Dunford

Tout le contenu de ce nuaTo peutétre consiére, au choix, comme urésungé de faits “bien
connus” (et que I'on peut sans doute trouver dans les cing premiers chapitres du livrebd&lg
de Bourbaki), soit comme uné&ige d’exercices de niveau L3-M1. Les espaces sont s@gpibes
dimension finie (mais une partie deson@s reste valide sans cette hypegh).

Niplotents

Soit V un K-espace vectoriel. Sf,g € EndV) commutent et sont nilpotents, alofs+ g
et fg sont nilpotents. On ené&diuit directement que, §i € EndV) et g € EndW) sont nil-
potents, alorsf &g € EndV &W), f®g e EndV @W), f®ldw +ldy ® g € EndV @ W) et
f@ldw + ldy ® g+ f ® g € EndV ® W) sont nilpotents.

De plus, sif € End(V) est nilpotent et sV’ C V estf-stable, alors la restrictiofy, € EndV’)
et 'endomorphisme induif € End(V /V’) sont nilpotents.

Unipotents

L'endomorphismef deV est unipotent sif — Idy est nilpotent;f est donc un automor-
phisme. On éduit de ce qui @ade que, sif € GL(V) et g € GL(W) sont unipotents, alors
fege GL(VaeW)etf ®ge GL(V @W) sont unipotents.

De plus, sif € GL(V) est unipotent et &' C V estf-stable, alors la restrictiofy € GL(V')
et 'automorphisme induif € GL(V /V’) sont unipotents.
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Semi-simples

L'endomorphismef deV est dit semi-simple s’il est diagonalisable. (La distinction inter-
vient dans le cas d’un corps non algiquement clos.) Sfi,g € EndV) commutent et sont semi-
simples, alord + g et fg sont semi-simples. On eréduit que, sif € EndV) etg € EndW) sont
semi-simples, alor§ g € EndV ®W) et f ® g € EndV ® W) sont semi-simples.

De plus, sif € EndV) est semi-simple et &' C V est f-stable, alors la restrictiofi,, €
EndV’) et 'endomorphisme induif € EndV /V’) sont semi-simples.

Décompositions de Dunford

Tout endomorphismd € EndV) s’écrit de margre uniquef = fs+ f,, ou fs est semi-
simple, f, est nilpotent, effs, f, commutent (Bcomposition de Dunford “additive”). On a alors
fs, fn € K[f], de sorte que tout endomorphisme\deui commute aved commuteégalement
avecfs et fp,.

Tout automorphismé € GL(V) s’écrit de margre uniquef = fsf,, ou fs est semi-simple in-
versible, f, est unipotent, efs, f, commutent (Bcomposition de Dunford “multiplicative”). On a
alorsfs, f, € K[f], de sorte que tout endomorphismeésieui commute ave¢ commuteegalement
avecfs et f,,.

A noter que les composantes semi-simglggui interviennent respectivement dans Iésampositions
de Dunford additive et multiplicative d’'un automorphisriigont les némes, et que I'on &, =
ldy + f5 1.
Stabilité de la cecomposition de Dunford multiplicative

Théoreme 6.2.6(i) Soient f € GL(V) et g€ GL(W). Alors :

(fog)s= fs®gs € GL(V &W),
(feg)u=fu®ou € GLVaW),
(f®Q)s= fs®0s € GL(V @W),
(f®g)u=fu®gu € GLVRW).

(ii) Soient f € GL(V) etV' C V un sous-espace f-stable. Alors :

(f\V’)s = (fs) v € GL(V/)>
(f\V’)u = fU)|V' e GL(V'),
(f)s=fs€ GL(V/V'),
(flu= fue GL(V/V')

(iii) Soient f € GL(V) etg € GL(W) et soit @:V — W tel que go@= @o f. Alors :

gso@= Qo fs,
guo @= Qo fy.
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Preuve. - Seul (iii) ne decoule pas de ce qui @rde, mais on le &luit de (ii) en composant
V-VoW-W.O

Exercice 6.2.7 Quelsénoné&s restent valides en dimension infinie ?

6.2.3 La decomposition de Jordan dans un groupe akgprique

Soit G un groupe algbrique affine et soij € G. Pour toute ref@sentation rationnellX =
(V,p) deG, notonsSy := (p(g)), etUx := (p(g)), la decomposition de Dunford multiplicative
dep(g) € GL(V).

Lemme 6.2.8 Les familles (Sx) et (Ux) sont des éléments de Aut”(w).

Preuve. - C'est imnediat d'apes le tleoeme 6.2.60]

Théoreme 6.2.9 (@composition de Jordan dans un groupe algprique) Toutg € G admet une
unique décomposition g = gsQu telle que, pour toute représentation X = (V,p) de G, on ait :

p(gs) = (P(9))s et p(au) = (P(9)),-

Preuve. - C'est imnediat d’apes le lemme et le #toeme 6.2.300

Remarque 6.2.10D’apres la @monstration du #oeme 6.2.3, sp: G — GL(A(G)) désigne

la repésentation&guliere deG, on ap(g) = p(gs)P(gu), les deux facteurgétant respectivement
semi-simple et unipotent dans le senisleurs restriction& tout sous-espace stable de dimension
finie le sont; et cela §tend d'ailleursa toute repgsentation localement finie rationnelle@e

Définition 6.2.11 L' élementg € G est ditsemi-simplesi g = gs etunipotentsi g = gy.

Pour queg soit semi-simple, resp. unipotent, il sufévidemment que son image par une
repesentation fidle arbitraire le soit.

Corollaire 6.2.12 Soit @: G — G’ un morphisme de groupes algébriques affines. Alors, pour tout
geG:

(cp(g))s = ®(0s),
(9(9)), = @(qu)-

Preuve. - Pour toute refrsentatiorp’ : G — GL(V), appliquer le teoemeap := p’ o @.

Corollaire 6.2.13 Si G est un sous-groupe fermé de GL(V), la décomposition de Jordan dans le
groupe algébrique G coincide avec la décomposition de Jordan dans GL(V).

Preuve. - Appliquer le tleoemea la repésentation d& définie par I'inclusion dés dans GL(V).
U
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Corollaire 6.2.14 Sig,d € G commutent, alors :

(99)s = s,
(gg)u = gug[r

Preuve. - Immédiat d’apes les tkoemes 6.2.6 et 6.2.9]

Remarque 6.2.15Si G est un groupe akprique affine commutatif, il s’ensuit que leements
unipotents des forment un sous-group@, et que lesléments semi-simples de forment un
sous-groupéss. Il est emonté dans [6] que I'application natureligs x G, — G est un isomor-
phisme de groupes a@griques.

Exercice 6.2.16Démontrer que c’est un isomorphisme de groupes et un morphisme d’ensembles
algébrigues. Que manque-t-il pour conclure ?

Exercice 6.2.17Donner des contre-exemples aégali€s (99)s = 9s05 et (9d)u = gug,, dans
GL,(C).
6.3 Lestheoremes de Chevalley

Il s’agit de caradrisations des sous-groupes fésw'un groupe akprique affine particidirement
adapéesa la dualie de Tannaka.

6.3.1 Laforme de base du tboreme de Chevalley

SoientV un espace vectoriel de dimension fini&\ét_ V un sous-espace. Le sous-groupe :
{ec GL(V) [9W) cW} ={pe GL(V) | @W) =W}

de GL(V) en est un sous-groupe feemll est en effeevident que c’en est un sous-groupe, et,
notantp une projection arbitraire dé surW, on a :

Ve GL(V), W) CW < (ldy —p)o@op=0,
qui définit I'intersection avec G[V) d’un sous-espace vectoriel de E¥(d.

Exercice 6.3.1Est-ce qug @< EndV) | W) =W} est un fernd@ de EngV) ?

Si par congquentp : G — GL(V) est une re@sentation rationnelle du groupe @lgique
affine G, et siw C V est un sous-espace dele sous-groupe :

H:={geG|gWCW}={geG|gW=W}

de G en est un sous-groupe feem en effet,H est I'image eciproque par le morphisng du
sous-groupe ferfavu plus haut.
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Théoreme 6.3.2 (Chevalley)Soient G un groupe algébrique affine et H C G un sous-groupe
fermé de G. Il existe alors une représentation rationnelle p : G — GL(V) et un sous-espace vecto-
riel W CV tels que :

H={geG|gWCW}={ge G|gW=W}.

Preuve. - Soitl C A(G) I'id éal du fern@ H dansG. Soientfy,..., f, des @rérateurs de l'idall
("anneau AG) est noetherien). Soift C A(G) un sous-espace vectoriel de dimension finie, stable
sous l'action de la repsentation&guliere deG, et contenant le$; (cf. la premere assertion du
théoreme 6.1.8). Nous noteropda repesentation induite dé dansv etW :=V N1, qui est donc
un sous-espace decontenant led;.

Sig e H, on a par hypotbsepyV =V et, d'apes la proposition 6.1.94l = I, donc pg4 étant
injective) pgW =W, i.e. gW=W.

SupposonséciproquemengW =W, i.e. pgW =W : alorspgfi € | pouri =1,...,r; commepg
est un endomorphisme de I'algre AG) etl I'id éal de AG) engende par lesf;, on apgl C I. De
méme, deg~*W = W (qui découle deggW = W), on ceduit quepall C |, donc, en fin de compte,
quepgl = I. Appliquanta nouveau la proposition 6.1.9, on voit qye H. O

Exemple 6.3.3Consicerons le groupe $eial lintaire Sla(K) C GLy(K). Son ical estl :=
<1—det>. (C’est un exercice classique d'alore commutative : cet &l est premier, donegal

a son radical.) Prenons := K.1+ KdetC A(GLn(K)). Ce sous-espace est bien stable par la
representation&guliere et I'action dés := GLy(K) est cecrite par les formules :

pgl =1 etpgdet= (detg) det.

La repésentation induite dé s’identifie donc la repésentation matriciell& — GL(K) définie

par :
. 1 0
9 0 deyg/’

Cette repesentation provient de lidentification dé avecK? assodke a la basg(1,det) deV.
Sous cette @me identificationyV :=V N = K(1 — det) correspond aa la droite engenée par

(_11> . Le stabilisateur de cette droite par la rfeggntatiorG — GLy(K) est :

{geG( (é d;g) (11> // (11>}:{g€G|detg:1}:SLn(K).

6.3.2 CompEments d’algebre multilin éaire

Encore une fois, il s'agit de faits “bien connus” d’algre liraire, pour lesquels on pourra au
choix consulter Bourbaki ou chercher soémea titre d’exercice.
Formesk-linéaires

SoitV unK-espace vectoriel de dimensianNous noterons respectivemeavig(V), S(V) et
A(V), 'espace des formdslinéaires, I'espace des formledinéaires syratriques et I'espace des
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formesk-linéaires alterges surV. Leurs dimensions sont respectivemdht(”*tfl) et(y). Plus
préci€ment, siey,...,e,) est une base dé,

1. une formek-linéaire quelconque € My(V) est cetermiree de mardire unique par les sca-
laires@(e,, .. .,&,) € K, oliy,...,ik € {1,...,n} : donc pamX scalaires;;

2. une formek-linéaire symdtrique@ € (V) est cetermiree de mariire unique par les sca-

laires@(e,,...,6,) € K,0u 1<i; <--- <ix <n:donc par(”*'ﬁ‘l) scalaires ;

3. une formek-linéaire alterde@ € S(V) est cetermirée de mardire unique par les scalaires
9a,,....a,) €K, ou1<iy < <ig<n:donc par(y) scalaires.

Enfin, My, S etA¢ sont des foncteurs contravariants de l&gatieEv f desK-espaces vectoriels
de dimension finie dans elleéme, et les inclusiorS(V) € Mk(V) etAc(V) C Mi(V) définissent
des transformations naturelles entre ces foncteurs.

Puissances tensorielles

La propréte universelle du produit tensoriel fournit un isomorphisme :
V& V) ~M(V)

qui, a la forme lireaireA surV @ --- ®V (produit tensoriel dé facteurségauxa V) associe la
formek-linéaire(vy,...,w) — A(V1®---®@Vk) surV. Comme ces espaces sont de dimension finie,
on en @&duit par bidual# un isomorphisme :

VoV~ (M(V)),

VI® - @V — ((p|—> (p(Vl,...,Vk>).

LespaceTK(V):=V ®---®V est lapuissance tensoriellefide V.

Soit maintenantey,...,ey) une base d¥. Alors lese, ® ---®@,, Ol i1,...,ik € {1,...,n},
forment une base de*(V), qui est donc de dimensiotf (comme son dua¥y(V)).

Enfin, TK est un foncteur covariant de la égbrieEvf, dans elle-r@me. Plus gEciment,
si f :V — W est une application liaire, T*(f) est 'application ligaire deT*(V) dansT*(W)
définie pavy @ -+ @V — f(v) @+ @ f(w).

Puissances symetriques

On appellepuissance syatrique K de V et 'on noteS(V) le dual de I'espac& (V) des
formesk-linéaires syratrigues. Comm&(V) est un sous-espace Wki(V), on voit en passant au
dual ques‘(V) est un quotient d&¥(V). On obtient donc une applicationséaire surjective :

TKV) — S(V) — 0.

L'image par cette surjection dg ® --- ® vk est noéevs--- V. Le noyau de la surjection est le
sous-espace vectoriel @(V) engende par les/; @ - - - @ vk — Vg(1) ® -+ - ® Vg(k), OU 0 parcourt le
groupe syratrique suk élements.

3Puisque nous nous sommes [@aen caraétristique 0, il N’y a pas lieu de distinguer “altéet’ et “antisynétrique”.
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Soit maintenante, ..., en) une base d¥. Alors lesg;, ---g,, 00 1<ii <... <ix <n, forment
une base d&¢(V), qui est donc de dimensidft*¥~*) (comme son dug(V)).

Enfin, S¢ est un foncteur covariant et les surjectidigV) — S¢(V) définissent une transfor-
mation naturelle entre ces deux foncteurs.

Remarque 6.3.4Sil'on choisit une baséey, ..., e,) deV etsil'on note(Xy, ..., X,) la base duale

deV*, lesélements de la base &(V*) décrite ci-dessus s’identifient aux mames de degrk en

lesX; et leselements d&¢(V*) aux polyrdomes homognes de degrk en lesX;. La somme directe

S (V¥) := @ (V*), que I'on appelle “algbre synétrique suV*”, s'identifie & K[Xy,...,Xq],
k>0

donca A(V). On obtient ainsi uneéfinition intringque de AV).

Puissances exrieures

On appellepuissance egrieure € de V et I'on note AX(V) le dual de I'espacéy(V) des
formesk-linéaires alterees. Commé\(V) est un sous-espace V), on voit en passant au
dual queNX(V) est un quotient d&%(V). On obtient donc une applicationséaire surjective :

TKV) = AKV) = 0.

L'image par cette surjection dg ® - - - @ vk est noéevy A --- A . Le noyau de la surjection est le
sous-espace vectoriel @& (V) engende par lesv; @ - - @ Vi — €(0)Vg(1) ® -+ - @ Vg(k), OU O par-
court le groupe sy#trique suik élements et o I'on noteg(o) la signature de.

Soit maintenantey, ..., e,) une base d¥. Alors lese, A---Ag,, 00 1<i; <...<ix<n,
forment une base d&*(V), qui est donc de dimensiq(f}) (comme son duah(V)).

Enfin, AX est un foncteur covariant et les surjectidif$V ) — AX(V) définissent une transfor-
mation naturelle entre ces deux foncteurs.

Exercice 6.3.5Déduire de la fonctoriakt que, sif : V — W est injective, resp. surjectivéX(f),
S¢(f) et AX(f) le sontegalement. (Selon le cas, il exigi®@u h tel quegf ou fh soit I'identité.)

Lien avec les groupes ligaires

Par pure fonctorialé (voir I'exercice ci-dessus), tout automorphisindeV définit des auto-
morphismed *(f), S(f) etAK(f) deTX(V), SX(V) et AK(V). On c&finit ainsi des morphismes de
groupes :

) — GL(TX(V))
GL( ) — GL(S(V)),
GL(TX(V)) — GL(AK(V)).

)

II suffit d’écrire les effets sur des basesT&f), S(f) et AK(f) pour voir que les applications
ci-dessus sontéfinies par des formules polynomiales : ce sont donc des morphismes de groupes
algébriques.
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6.3.3 Deuxeme version du tteoreme de Chevalley

Lemme 6.3.6 Soient W,W' deux sous-espaces vectoriels de I’espace vectoriel V, et soit K :=
dimW. Alors :
W CW = A'W c AW

Preuve. - L'implication directe est imradiate, par fonctorialt ou par description explicite de I'ef-
fet sur les bases.

Supposons quA*wW c AW'. Dualement, cette hypadise signifie que toute fornielinéaire al-
ternee sulV qui s’annule suvV’ s’annule suW. On va alors @montrer par I'absurde qW& C W'.
Dans le cas contraire, il existe une bdsg ...,e,) deV et des entierg et mtels quem > k et
que :(ey,...,e) est une base d& ; et (e,...,ey) est une base d&’. On peut alors construire
Qe A(V) telle queg(e, ..., &) =0 et@(em—k+1,---,em) 7 O (les autres valeuktant arbitraires),
de sorte qu® est nulle suW mais pas s, contradiction]

Lemme 6.3.7 Soit W un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel V, soit k := dimW et soit
@€ GL(V). Alors :
OW) =W = (Ak@)(A'W) = Afw.

Preuve. - SoitW’ = @(W). Alors AW’ = (AK@)(A*W) (fonctorialite ou effet sur les bases) et I'on
peut appliquer le lemme pedent.]

Théoreme 6.3.8 (Chevalley)Soient G un groupe algébrique affine et H un sous-groupe fermé de
G. Il existe alors une représentation rationnelle p : G — GL(E) et une droite D C E telles que :

H={ge G|gb=D}.
Preuve. - |l suffit d’appliquer le tleoeme 6.3.2, puis le lemme ci-dessus en po&ant AV et

D :=AW. O

Remarque 6.3.9Un vecteur non nul deD vérifie :

YgeH, gv=x(9)V,

ou X : H — K* est un morphisme de groupes, eémme un morphisme de groupes &bgiques
H — G, qui ne ctpend que dB (et non du choix d&). On dit quev est unsemi-invariantet que
X est uncaracere de H Si le groupeX(H) des caraéires deH est trivial (par exemple ¢l est
unipotent)v est invariant.

Exercice 6.3.10Démontrer les assertions de la remarque.
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Chapitre 7

L'enveloppe proalgebrique et ses
representations

Ce chapitre est le but du cours : tented’y démontrer les principaux doemes relatifs
a lI'enveloppe proalgbriqgue d’'un groupe, et ce, uniguement avec deéangtrie algbrique
élémentaire. S’agissant du dernier chapitre d’un cours de M2 de@mexéemestre, l@€dacteur
s’est autorigé a laisser un peu plus de travail non trivial au lecteur!

7.1 Enveloppe proal@brique d’'un “groupe abstrait”

On designera par un “groupe abstrait”, c’esk-dire sans structure sugphentaire. Les lettres
G,G,H,... seront esenees aux groupes agriques. La lettr& dénote toujours notre bon vieux
corps al@briguement clos de caré&cistique nulle.

7.1.1 Lacakgorie tensorielle des repesentations dd™ sur K

Commencons par quelques redites, pour la comraatiitlecteur. La cégorieR epc (') des
reptesentations dé€ sur K a pour objets les couplg¥,p) ou V est unK-espace vectoriel de
dimension finie ep : ' — GL(V) une repésentation; et pour morphismég p) — (V',p’) les
applicationK-linéairesu:V — V' telles quevg e I , p’(g) ou=uop(g). La cakgorieRep (I
estégalement munie d’'un produit tensoriel : on p@gep) @k (V/,p') := (V@ V', pak p’), 0,
par cefinition : (p®k p')(9) := p(9) @k P'(g) € GL(V @« V'). (On omettra le plus souvent de
préciser la bas&.) Enfin, R epc (") est munie d’un foncteur oubli. C’est le foncteur covarient
deRep () dansEvfy qui,a(V,p), associe/ et,au: (V,p) — (V',p'), associau:V — V'. Ce
foncteur est fidle et@-compatiblej.e. w(X @ X") = w(X) ® w(X').

On note_1I' objet uniede R ep (M), & savoir la regsentation triviale d€ dansK. De I'exis-
tence d’'isomorphismes fonctoriddsp V ~V @ K ~V, on ceduit sans peine I'existence d’isomor-
phismes fonctoriels :

19X~ X®1~X.

Exercice 7.1.1Montrer que les morphismes dedhns(V,p) sont les applicationa — Av, ou
v eV eststable pap, i.e.Vge G, p(g)(v) =w.

87



Remarque 7.1.2Soit F un foncteur covariant de la @&jorie’£vfy dans elle-réme. Pour tout
X:=(V,p), 'applicationg— F(p(g)) est un morphisme dedans GL(F (V)), donc une ref@sentation.
On c&finit ainsi un objet (abusivement ®)F (X) de Rep (IN), que I'onétend sans probie en

un foncteur de la cagorie®ep (") dans elle-rdme.A titre d’application, on peut &finir les
puissances tensorielles, sgtriques, exérieures (6.3.2) d’'un objet d@ep¢ (I").

La repr ésentation duale
SoitX := (V,p) un objet deR ep¢ (). NotonsV* le dual de I'espace vectori¥l et, pour tout

automorphismepdeV :
V.t

=09
la contragiedientede ¢, qui est un automorphisme §€. De I'égali€ ai€ment erifiée :
(Qo)" =@ oy,
on céduit que I'application :

o {9'—> (p(g))",
G — GL(V*),

est une ref@sentation dé€ dansvV*, appetereprésentation contragrdientedep. L'objet :
xv — (V*7p\/)
de Rep (M) est apped dual de X. Par exemple, 1s’identifie canoniquemerat 1

Par construction, on a donc :
(X)) = (w(X))".

Siu est un morphisme d¥ := (V,p) dansX’ := (V’,p’), il est facile de rifier que I'application
linéaire transpd=e!u: V'* — V* est compatible avec les deux répentations contragdientes et
définit donc un morphisme d¢’¥ dansX". En effet, pour toug € G :

p'(g)ou=uop(g) = p'(g)o'u="uop’’(g).

On cefinit ainsi un foncteur contravariait~ X" de la caégorieR ep« (I') dans elle-rdme. Ce
foncteur est “involutif”. Plus rigoureusement, on a (tout comme déw,) des isomorphismes
X ~ X"V qui définissent un isomorphisme du foncteur idéntie R ep¢ () sur le foncteur “bi-
dual” X ~ X"V (qui est covariant).

Proposition 7.1.3 (Rigidit) On a un isomorphisme canonique et fonctoriel en chaque argument :
(XoX) ~ XX,

Preuve. - L'assertion correspondante pour les espaces vectoriels et pour les applicaBairesin
figure (par exemple) dans [7, chap. 2,84.4] ; et 'application auéaprtations est alors in@diate.
O
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Exercice 7.1.4 (i) Définir un morphisme canonique ¥é @V’ dans leK-espace vectoriel HogtV,V’)
des applicationK-linéaires d& dansVv’ et demontrer qu'il est bijectif en dimension finie, et fonc-
toriel en chaque argument.

(i) SoientX := (V,p) et X" := (V’,p’) deux objets deRep, (I'). Décrire la repesentatiorR de

I dans Homg (V, V') qui correspondi p¥ @ p’ par Iisomorphisme de la questiongeedente. En
déduire une description d¢¥ @ X’ sous la forme(HomK(V,W),R). Cet objet est alors appel
“Hom interne” et nok Hom(X, X’) ; on a un isomorphisme fonctoriel : HgX, X’) ~ XV @ X'. En
particulier,X" s'identifiea Hom(X, 1).

(iii) Montrer que Hon{X, X’) est I'espace des points fixes de la égantation HortX, X').

(iv) Expliciter et demontrer isomorphisme “d’adjonction”, fonctoriel en chaque argument :

Hom(X ®Y,Z) ~ Hom(X,Hom(Y, Z)).

(On commencera par I'isomorphisme analogue pour des espaces vectoriels.)

Le groupe Aut®(w)

Lesélements du groupe Atifw) des automorphismes-compatibles du foncteun sont les
familles(gx)x indexées par les objets de R ep (), ol chaquepy attacleaX := (V,p) estun au-
tomorphisme de I'espace vectoriél ol @xsx = Px ® @k et al, pour tout morphisma: X — X/,
on a@y ou = uox. lls forment un groupe pour la Idqipx)x (Wx )x := (@x o Wx)x. L' élement
neutre est la familléldx )x, 'inverse de(gx )x est la famille(g ).

Atoutg e I, on associe uglement(gyx )x de Aut®(w) défini en posant, pour tot := (V, p),
©x := p(g). On cEfinit ainsi un morphisme de groupesfdeans Aut’ (w).

Définition 7.1.5 On notel 9 le groupe Auf (w). Le groupd 29, muni du morphisme structural
I — a9, est appe enveloppe proalgbrique de".

On prendra garde que cettéfihition est lee au corpK, bien que ce dernier ne soit pas
explicitement mention®. On verra dans ce chapitre que I'enveloppe pialigue peuétre ca-
rac€risee par une propgié universelle (c’est @me sa raison étre).

Il n’est nullement garanti que le morphistiie- 9 soit injectif. C’estevidemment le cas si le
groupel” admet au moins une regsentation fidle de dimension finie (voir les exercices pour des
exemples)A I'opposé, on peut @montrer qu’un groupe simple infini de type fini (et il en existe !)
n'admet aucune repsentation non triviale de dimension fihieson enveloppe proaprique est
donc triviale!

Exercice 7.1.6 Demontrer que le morphisnze— Z29 est injectif. (Ceterminer une repsentation
fidele de dimension finie.)

Irargument est essentiellement le suivant si- GL(V) n’était pas triviale, elle serait injective (simplieidel)
et le groupd™ serait “siduellement fini” d’apgFs un ésultat de Malcev ; or, c’'est impossible pour un groupe simple
infini. Le lecteur inéresg pourra consulter “Introduction to Group Theory, chap. 29" de Oleg Bogopolski, ainsi que,
pour le esultat de Malceyv, le volume 37 de 'Encyclopaedia of Mathematical Sciencesérititfinite Groups, Linear
Groups”, p. 152.
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Exercice 7.1.7(i) Soit " un groupe fini. Bmontrer que le morphisnie— 9 est injectif. (Uti-
liser la repésentation dank|r].)
(i) Demontrer que ce morphisme est en fait bijectif. (Utiliser koikme 6.2.3.)

7.1.2 Les groupes de Galois et I'enveloppe proarique
Constructions

SoientX := (V,p) un objet deRepc () etP(s,t) := ¥ ac,st’ € N[s,t] un polyrdbmea coeffi-
cients entiers naturels. On pose alors (avec les notations de 6.3.2) :

P(X,X") := @ (TKX) @ TH(XY)) 7™,

(Lexposantday ¢ signifie que le terme correspondant figake fois dans la somme directe.) Une
constructionsur X est un sous-quotiehti’un tel P(X,X"). Le lemme suivant va alors de soi :

Lemme 7.1.8 La sous-catégorie pleine de R ep (') dont les objets sont les constructions sur X
est stable par passage au sous-quotient, et aussi par produit tensoriel et dual.

O

On la note< X > (parfois{{X}}) et on I'appellesous-catgorie tannakienne d& ep (I")
engendee par X C’est donc la plus petite sous-égbrie pleine deR ep (") contenant let X
et stable par produit tensoriel, dualisation, et passage aux sous-objets et aux quotients. (L'unit
1 est pésente comme puissance tensorielle d’exposant 0.) Ainsi, les puissandsiqyas et
exterieures (remarque 7.1.2) d’une construction sont des constructions. En particulier, les puis-
sances sygtriques et exdrieures deX sont des constructions.

La restrictionw .x-. du foncteur oubliw a la sous-c&gorie< X > est encore un foncteur
fidele et®-compatible.

Exemples 7.1.9 1. SiY etZ sont des constructions, H@)Z) aussi, par identification avec
YV ®Z. Par exemple, E{X) ~ X"V ® X est une construction.

2. SiX=(V,p), larepésentation “éterminant’g+— detp(g) € GL1(K) s’identifiea la construc-
tion A9MV(X). La repesentatiory — 1/ detp(g) est la construction duale de lagoedente.

3. Sil'on fait agirG linéairement sui, pour chaqug, I'automorphismey deE s’étend en un
unique automorphisme d'afre deS’(E). La restrictiong") au sous-espac® (E) est lar®
puissance systrique de la refiisentation d& dansE. Si, comme dans la remarque 6.3.4,
on prenck =V*, on voit que les polydmes homognes de de@r surV donnent lieta une
repesentation qui est une construction Xur

Le groupe de Galois tannakien

Définition 7.1.10 Le groupe de Galois (tannakien) deest le groupe Alﬁ(w‘<x>) des automor-
phismesz-compatibles du foncteun .x-.. On le notera G&X).

2Un sous-quotient d’un objét est par @finition un sous-objet d’'un quotient de Cela entrainévidemment que
c’est un quotient d'un sous-objet, mais &iproque est fausse.
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Un élement de G&K) est une familld@y )y, ou'Y parcourt les constructions s¥r et soumise
aux contraintes habituelles : pour chatyepy € GL(w(Y)) ; fonctorialite ; @-compatibilié.

Lemme 7.1.110n a alors ¢ = Idk et @xv = (¢x)".

Preuve. - Pour la preméreégalig, on remarque d’abord queest bien un objet de: X > (puis-
sance tensorielle d’exposant 0) et qu'il est idempotent, donc 'automorplypsieK aussi @-
compatibilig).

Pour la secondégalie, commencons par un peu d'alge lireaire €f. par exemple [7, chap. 2)).
L'isomorphisme canoniqué* @V’ — Homk (V,V’) associéd i@ V' le morphismex — mi(v)V de
V dansV’. En particulier, sV =V’, 'antécedent de Ig par 'isomorphismé&/* @V — EndV) se
calcule ainsi : on choisit une base arbitraieg deV, on note(€") sa base duale ; et I'agtedent
recherck esty g @ €. Ce dernielement est donc irgpendant de la bage;) choisie. Il donne
lieu & un morphisme canonique :

K—V®kV*,
l—=Ye®e.
Pour tout automorphismedeV, la base duale de la bage) est la bas¢ f(e)), d’ou I'égalie :
Yaweg =3 fla)of'(g).

Cetteégali€ dit que Ielementy g ® & est laisé invariant par 'automorphismé® f¥ deV @k
V*. En particulier, sip est une ref@sentation dé dansV, cetélement est un point fixe de la
repesentatiorp ® pV, et induit donc (d’apes I'exercice 7.1.1) un morphisme canonique :

l—>X®XV.

Revenang notre famille(@y )y, par fonctorialié et®-compatibili€, le morphisme ci-dessus four-
nit le diagramme commutatif suivant :

K—VgV*
(Pll i(lk@(l’xv
K——V®V*

Commeg, = Idk, on est rame®@a voir que, sif € GL(V) etg € GL(V*) rendent commutatif le

diagramme suivant :
K
/f®g\

VeVv* VeV,

alorsg= f". Mais, (g) désignant une base arbitraire deet () la base duale d¥*, la base
duale deg(f(g)) est(fY(e")) etlimage de I K dansV @ V* esty e @ e =Y f(e)® V() (cf.
[7, chap 2,84.2]), d'a leségaligs :

Sfeege)=Yaxeg =3 fl@)ef'(¢) =", gE)=1"(g).
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En particulier, pour toug € I', en posant podY := (W, 0), @y := 0(g), on cEfinit unélément
de Ga(X); et I'on obtient ainsi un morphisme dedans GalX). Enfin, pour tou&lément(@x )x
de Aut’(w), la sous-famille@y )y, ol Y parcourt les constructions sur Xnfixé est urélement
de Ga(X); et I'on obtient ainsi un morphisme de Al(w) dans GalX), d’ou enfin un triangle
commutatif :
ralg

-

r — Gal(X)

Nous noteron§ x I'image del” dans GalX).

Une autre fagcon d’abordeétude de G&K) est de regarder la composante(ge)y en la plus
simple des constructions sir, a savoirX lui-méme. Par dfinition, cette composantg est un
automorphisme de GIX). On a donc une application :

{GaI(X) — GL(w(X)),
(@r)y — ox.

Cette application est un morphisme de groupes.

Proposition 7.1.12 Le morphisme (@ )y — @x de Gal(X) dans GL(w(X)) est injectif.

Preuve. - En vertu du lemme 7.1.11 et dedacompatibili&, gx determine tous legy pour les ob-
jetsY de la formeTk(X) @ T*(X") ; puis la fonctorialié permet cgtendre cela aux sous-quotients
des sommes directes de tels objéts.

Le triangle commutatif @cedent s’enrichit donc en un diagramme commutatif :

ralg

SN

[ —— Mx&——— Gal(X)—— GL(w(X))
(Injections et surjections respectivement visueds par— et —.)

Théoreme 7.1.13L’enveloppe proalgébrique est (en tant que groupe) la limite projective filtrante
des groupes de Galois :
9 — lim Gal(X).

Preuve. - Nous allons d’abord @ciser de quel sysime projectif il s'agit. Disons qu¥ < X’ s'il

existe unY tel queX’ = X @Y. La classe des obje¥ munie de cette relation n’est pas vraiment

un ensemble ordorn: ce n'est pas un ensemble, et la relation est @ondre (elle n’est pas an-
tisymétrique). Pour pallier cela, on pourrait cortsier 'ensemble des classegduivalence (c’en

est bien un!) et la relation d’'ordre correspondante (c’en est bien une). Ce n’est pas absolument
nécessaire, la notion de sgate projectif $2tendant sans peidenotre contexte,oles indices sont

les objets d’'une cagorie €f. par exemple [22, 111.4]). Notons que notre ggobrie d’indexation est
filtrante puisqueX etY sont domirgs paiX @Y.
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LorsqueX < X/, toute construction sux en est une suX’, donc< X > est une sous-cagjorie
de < X’ > et le foncteur . x-. est la restriction dey.x~ a < X >. Tout ®-automorphisme de
W x> induit par restriction urk-automorphisme dey x-., ce qui nous donne un morphisme de
groupes de G@K’) dans GalX). Naturellement, sK’ < X”, les morphismes GgX’) — Gal(X)

et GalX”) — Gal(X’) ont pour compas le morphisme G&K”) — Gal(X). On a donc bien, au
sensetendu, un sysme projectif (filtrant)X ~» Gal(X).

La définition par restriction de ces morphismes de groupes est simdadedle du morphisme
ral9 _, Gal(X), et I'on a en fait des diagrammes commutatifs :

Dire que ces #ches font d&€29 la limite projective des G&K), c’est dire que, pour chaque fa-
mille d’élementsyx € Gal(X) telle quet1§/(yx/) = yx pour tousX < X/, il existe un uniquey € 29
tel queux (y) = yx pour toutX.

Pour le voir, on rappelle que, d’&s la proposition ci-dessus, chague= (¢x v)y € Gal(X) est
entierement @termirée par son imagex x € GL(m(X)). (Pourétre rigoureux, nous avons intro-
duit un premier indiceX dans la notation car il y a priori une telle famille pour chaqus.) La
condition de compatibilé desyx est exactemergéquivalente au fait que la famille deg x définit
unélementy del29: ce dernier est I'unique a@tédent possible pour la famille dgs. O

7.2 Les theoremes de structure

7.2.1 Structure algebrique des groupes de Galois G&K)

Notons d’abord que, pol € N|s,t] et pour toutK-espace vectori&l, on peut &finir comme
precedemmenP(V,V*) ; et que tout automorphisnges GL (V) définit un automorphisme(@, ¢)
deP(V,V*). Le lecteur erifiera que I'on obtient ainsi un morphisme de groupeséiadigues :

GL(V) — GL(P(V,V*)).

Pour tout sous-espa®é C P(V,V*), on en @duit que lespe GL(V) dont I'imageP(¢@, ¢") stabi-
liseW (c’esta-dire le laisse globalement invariant) forment un sous-grou@betgie de GLV).
On en tire facilement :

Proposition 7.2.1 (i) Le morphisme injectif de la proposition 7.1.12 fait de Gal(X) un sous-
groupe algébrique de GL(w(X)).

(i) Si X < X’ (cf. la preuve du théoréme 7.1.13), le morphisme Gal(X') — Gal(X) est un mor-
phisme de groupes algébriques.

3Cette construction ne rabe pas de la remarque 7.1.2 Vat P(V,V*) n’est pas un foncteur.
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Pour péciser le lien entrd x et GalX), nous avons besoin d’'une nouvelle forme (!) du
théoreme de Chevalley. Cette degné reposeé son tour sur une meilleure condpension de la
repesentationé&guliere.

Représentation ieguliere et constructions

SoientV unK-espace vectoriel de dimension finig@tin sous-groupe ferende GL(V). Pour
toutP € N[s,t], on en @&duit une regsentation rationnelle de@ dansP(V,V*).

D'autre part,G opérea gauche sur son ajre affine AG) parg— pg, ol pg(f) := (h—
f(hg)). (Le lecteur ravivera cette vieille connaissance ernifiant que I'on a bien une &pationa
gauche.) Cette action est une regegntation localement finie rationnelle.

L'action a droite deG sur lui-méme @finie parRy(h) := hg s’étend imnédiatement en une
actiona droite deG sur GL(V) définie de néme poulg € G eth € GL(V). Dualement, I'actiora
gauche d& sur A(G) définie parpg se rekve le long du morphisme surjectif(SL(V)) — A(G)
en une actior gauche d& sur A(GL(V)), que nous noterons encage— pg, ol I'on emploie la
méme formulepy(f) := (h— f(hg)) mais pougc Getf € A(GL(V)). Le morphisme d’algbres
A(GL(V)) — A(G) est alors un morphisme de régentations (localement finies).

Lemme 7.2.2 SoitV' C A(G) un sous-espace G-stable de dimension finie (donc une sous-représentation
de dimension finie). La représentation de G dans V' est un sous-quotient d’une représentation
P(V,V*), P e N[s t].

Preuve. - Elle vient de [37, p. 25], dont&noné& est cependant plugggral. On peut la formuler
de manére intring&que, mais nous prendrovis= K" etG C GL(V) = GL,(K), de sorte que :

A(GL(V)) = A(GLn(K)) = K[(X})1<i,j<n] {de}tx] :

On a noé X la matrice(X; j). Si 'on voulait une formulation intrirssque, on remplacerait e
par des formes ligaires sur EnQ/) et I'on écrirait :

A(GL(V)) =A(EndV))[1/def = S’ ((EndV)*)[1/ def.
L'algébre AGLy(K)) est la union filtrante de ses sous-espaces vectoriels stables de dimension
finie :

Ers:= {F/det | F € K[(X j)1<ij<n],degF <r ett < s}.

La repésentation correspondante est un quotient du produit ten&prieE,, ou :

S
E = {F |F € K[(X;j)1<ij<n].degF <r} et E{:=PKdet".
t=0
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Nous allonsttudier chacune de ces deux reggntations.
Soitg:= (gi,j) € G C GLy(K). Son actiorpg sur A(GLn(K)) est cecrite par les formules :

X (X.9); Z X kG,
detX — (detg) detX.

NotonsE := Vect(Xy 1,...,Xnn) le sous-espace vectoriel 8&(X j)1<i j<n] €Ngende par lesx; ;.

En termes intringques, il correspond donc au sous-esyiEoeV )* = S'((Endv)*) deS ((Endv)*).
L'espaceE est la somme directe d&$ := Vect(X 1,...,X n). Chaquek; est stable paG et I'ac-
tion deg € G sur sa bas€X; 1,...,Xn) deE est donie par la matricg (car X j — 3 X kOk,j)-
La repésentation correspondante est donc isomoegplaerepésentation dé& surV, et 'on a un
isomorphisme de repsentation& ~ V".

Le sous-espace vectoriel des pdiymes homognes de de@r de K[(X j)1<i j<n] estégalement
stable parG, et la sous-ref@sentation correspondante &s{E) ~ S(V”) (remarque 6.3.4 et le
troisieme des exemples 7.1.9). Nous avon&liptle sous-espace des pofmes de de@gr<r et

la repésentation assaee, qui est donc un quotient d'@(V), Q € N[s|.

La repeésentatiorE’, est somme directe désdet* pourt = 0,...,s. ChaqueK det™" estégalea

la puissance tensorielté de Kdet? ie., d'apres le deuxéme des exemples 7.1.9, du dual de
AIMV(X) Ainsi, E. est un sous-quotient d’'uR(V*), R € N[t] et E s est un sous-quotient d'un
P(V,V*), P € N[s,t].

Comme tout sous-espace de dimension finie d&)Aest inclus dans I'image par la surjection
A(GL(V)) — A(G) d’un E;, le lemme est @montg.

Remarque 7.2.3Le rdle du passage au dual est ici clair : il a uniguement s&rviverser le
déterminant. L'exercice ci-dessous le confirme.

Exercice 7.2.4NotonsX la repésentatiorx — x € GL1(K) du groupeK* dans I'espace vectoriel
K. Déterminer tous les sous-quotients d¥X), P € N[g. Y trouve-t-on la repesentatiorx —
x~1 € GL1(K) (autrement dit, la rejgssentation dualX") ?

Exercice 7.2.5Reconstituer la @monstration diffrente du lemme fournie dans [9, p. 40], &as
sur l'identification de GLV) au ferné de En¥ x Endv* d’équationgh" = Idy .

Exercice 7.2.6 Décrire matriciellement 'isomorphisn® (V* @V) ~ A(End(V)).

Une troisieme version du tteoreme de Chevalley

SoientV un K-espace vectoriel de dimension finie #tC G des sous-groupes feasa de
GL(V). On reprend les Bmes notations que g’edemment pour les épations des sur A(G) et
sur lesP(V,V*).

Théoreme 7.2.7 (Chevalley)ll existe un sous-quotient V' d’une représentation P(V,V*) de G et
un sous-espace W C V' tels que G soit le stabilisateur de W dans V' :

H={geG|gWCW}={ge G|gW=W}.
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Preuve. - Selon la @monstration du #oeme 6.3.2, il existe un sous-esp&fe- A(G) de dimen-
sion finie et stable souS, et un sous-espat® C V' tels queG soit le stabilisateur d&/ dansV’.
Il suffit alors d’appliquer le lemme 7.2.2]

La forme pratique la plus courante de cédigme est le crére de densit suivant :

Corollaire 7.2.8 SoientV un K-espace vectoriel de dimension finie, G un sous-groupe fermé de
GL(V) et H un sous-groupe arbitraire(pas nécessairement fermé) de G. On suppose que pour tout
sous-quotient V' d’une représentation P(V,V*) de G, tout sous-espace W C V' qui est stabilisé par
H I’est par G. Alors H est Zariski-dense dans G.

Preuve. - Il suffit d’'invoquer le tleoeme de Chevalley pour le sous-groupe fettrhde G, puis
d’appliquer I'hypottése du corollaire‘aux espacdsc V' fournis par le teoeme.[]

Remarque 7.2.9 Comme dans #oeme 6.3.8, on peut se ramener au aag/oest une droite.

Application au groupe de Galois

SoitX := (V,p) un objet deR ep (). On a vu que 'imagé&x del” dans GL{w(X)) = GL(V)
est incluse dans le sous-groupe fér@al X) de GL(V).

Théoreme 7.2.10 (de dens¥) Le groupe de Galois Gal(X) est I’adhérence de Zariski de 'y dans
GL(w(X)).

Preuve. - D'apres le criere de densit 7.2.8, il suffit de prouver que pour tout sous-quotiht
d’'un P(V,V*), et pour tout sous-espa®¢ C V', siW est stabili¢ parl'x, i.e. parrl, il I'est par
Gal(X) ; mais un teW définit une repesentation d€ et un objet de< X > : la propriete a vérifier
est donc exactement |&finition de Ga(X). [

Corollaire 7.2.11 Si X < X', le morphisme Gal(X") — Gal(X) est surjectif.

Preuve. - Son image contient I'image de&c, qui estlx ; et elle est ferrge (tleoeme 5.4.4)0

7.2.2  Structure proalggbrique du groupe tannakienr 29
Enonce et congquences du tkoréme

Puisquel @9 est la limite projective d’'un sy&me projectif filtrant dont tous les morphismes
sont surjectifs, on peut se demander si les morphidid€s— Gal(X) sont surjectifs. C’est bien
le cas,mais pas pour des raisons ensembliste®ir I'annexe A pour un exemple de sgste
projectif filtrant d’ensembles non vides dont toutes les applications sont surjectives et dont la
limite projective est vide. Le #peme qui suit est donc ureésultat de onetrie algebrique. Sa
preuve en est un peu plus fatigante que celle de la pluparédaliats de ce cours, et il faut bien
reconnaitre que le langage desé&atas en groupes serait ici plus adaptie celui de lagpnétrie
algébrique ‘€lementaire”.
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Théoréme 7.2.12Les morphismes [¥9 — Gal(X) sont surjectifs.

Avant de @montrer ce thoeme, donnons-en des c@agiences frappantes. Notoh$en-
semble des classes d’isomorphie d’objet®RdEn, () (il est ordone filtrant). Pour chaquiec I,
notonsG; := Gal(X), ou X est un objet arbitrairement choisi dans la classet H; le noyau du
morphisme surjectif de group€8'9 — G;. Le premier corollaire est imétiat :

Corollaire 7.2.13 Le groupe T'®9 admet une famille filtrante décroissante de sous-groupes dis-
tingués H; telle que :

(i) chaque 9 /H; est muni d’une structure de groupe algébrique ;

(ii) lorsque Hj C H;, Ia projection canonique I'¥9/H; — I'39/H; est un morphisme de groupes
algébriques ;

(iii) les projections canoniques 39 — 39 /H; font du groupe 9 la limite projective des groupes
ralg/H;.

Par cefinition, ces propétées font del"9 un groupe proal@briqueau sens de [32]. Le corol-
laire suivant esh peine moins imigdiat :

Corollaire 7.2.14 Tout morphisme de groupes de I' dans un groupe algébrique G se factorise par
[ — 39 . G. Cette factorisation est unique si I’on impose de plus au morphisme de groupes
r3l9 — G d’étre algébrique dans le sens suivant : il se factorise a travers un 39 — [39/H; du
corollaire précédent.

On peut alors introduire la dagorie des re@sentations “rationnelles” d&'9, définies comme
celles telles qué®'9 — GL(V) est al@brique dans le sensgiédent ; on a alors :

Corollaire 7.2.15 Le morphisme canonique I — 9 induit une équivalence ®-compatible de
catégories de R ep (T") avec Ia catégorie des représentations rationnelles de 29,

Un groupe proalgbrique est visiblement un objet plusrgral qu’un groupe akgorique. Pour
pouvoir y appliquer les &thodes de la@pnétrie algbrique, nous allons introduire ukealgebre
qui jouera le dle d'alggbre affine de ce groupe ; ce sera bien entendu uébrdgle Hopf. Cette
K-algebre de Hopf ne sera pas de type fini (sauf si le groupe esbradgie), mais on verra que
c’est une eunion filtrante d&-algebres de Hopf de type fini, ce qui palliera la diffiéult

Remarque 7.2.16Nos K-algebres sont touteduites. En levant cette restriction, on arrive au
concept @réral de “sckma en groupes” (affine).

Dualité de Gelfand pour les groupes algbriques

Avant de passea la cemonstration du #oeme 7.2.12, nous allons expliquer comment la
dualite de Gelfand s’enrichit dans le cas des groupestaigues affines. Rappelons (page 47) que
I'on a nok, pour tout ensemble a@prique affineX d’algebre affineA := A(X) :

X(A) := X := Mor g4, (A,K).

L'applicationx € X — (Xx: f — f(x)) est une bijectioX — X, dont la bijection &ciproque as-
sociea (X : A— K) l'uniquex € X tel queMiy = Ker x. Pour tout iall deA, le ferme 74 (1) de
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X correspond aing Vx (1) :={x € X |Kerx D 1}.

Sil'on note maintenar® un groupe algbrique affineA:= A(G) est une algbre de Hopf (sec-
tion 5.2). Nous noterons respectiveméng, S sa comultiplication, son augmentation et son anti-
pode. Les oprations du group& correspondent alors, par la bijection ci-dessus, awraimns
suivantes suX = X (A) :

— la multiplication sutX est donie panX,x’) — mko (X ®@x') oA, oumk : K@K — K estla

multiplication ;

— le neutre deX est 'augmentatiow;

— linversion dansx est donge pary — X oS
On obtient ainsi une ar@quivalence entre la d&gorie des groupes d@priques affines et la &gorie
des algbres de Hopf commutativedduites qui sont de type fini sir. Nous appelleronaffines
ou algébriquesces derrgres et nous dirons simplement “alige de Hopf” pour “algbre de Hopf
commutative éduite” (sans hypotse de finitude).

Si A est une algbre de Hopf (commutativeeduite) quelconque.€. pas recessairement af-
fine), on peut encoreddinir 'ensemblex (A) := Mor g4, (A,K) et le munir de deux structures :

— une structure d'espace topologique dont les ésont éfinis comme leg/x (1) ci-dessus;;

— une structure de groupe dont le€ogtions sont encoreefinies comme ci-dessus.
Les mémes calculs que dans le cas des groupesbalgues permettent de voir que tout mor-
phismeA — B d’algebres de Hopf induit un morphisme de group&8) — X (A) qui est de plus
une application continue. Deéme, siA — B est injectif, resp. surjectif, alot¥ (B) — X (A) est
une application dominante, resp. une immersion &rfie. un isomorphisme avec un feamle
I'espace d'arriee).

Lemme 7.2.17 Soient A une algébre de Hopf et (Ai) une famille de sous-algebres de Hopf de
A telle que A= \JA;. Les morphismes X (A) — X (A) induisent un isomorphisme de groupes de
X (A) sur la limite projective des X (A).

Preuve. - Les X (A;) forment un systme projectif filtrant et uglement de la limite projective est la
donrée d’'une famillg f;) de morphismed; : A — K, compatibles par restrictions ; ce qui est bien
la méme chose qu’un morphisnie A— K, d’ou une bijection deX(A) sur la limite projective des
X(A), et mme un isomorphisme de groupes, vue la descripté@nale des limites projectives
de groupes. (Nous ne nous occupons pas ici de I'aspect topologique&fitedla description de
la topologie limite, qui n’est pas une chose simple.)

Nous allons “ealiser’®9 sous la formeX (A) pour une certaine atipre de HopfA obtenue
comme éunion filtrante d'algbres de Hopf affines.
Compléments sur les algbres de Hopf

Nous dirons qu’une sous-algreB d’une algebre de HopfA de comultiplicatiomA et d’anti-
podeS en est unesous-algbre de Hopfsi S(B) C B etA(B) C B® B. (Il n'y a pas de condition
impose sur 'augmentation, elle sealise automatiqguement.)

Lemme 7.2.18 Si B,C sont des sous-algebres de Hopft (resp. des sous-algébres de Hopf affines)
de I’algebre de Hopf A, la sous-algeébre BC qu’elles engendrent I’est aussi.
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Preuve. - SoitD := BC. Alors A~1(D ® D) est une sous-aipre deA puisqueA est un morphisme
d’algébres. Cette sous-algre contienf~1(B® B) qui contientB, puisqueB est une sous-akipre
de Hopf; etA~1(D ® D) contient de rdmeC, doncBC = D, doncA(D) ¢ D® D. On \érifie de la
méme margére queS(D) C D.

Pour la propiete d'étre affine, il suffit de remarquer que, si lkésalgébresB etC sont respective-
ment engendres par les parties fini€&set F, alorsBC est engendire par la partie fini€E UF. [

Lemme 7.2.19 Toute algébre de Hopf A est réunion filtrante de sous-algébres de Hopf affines.

Preuve. - (On la tire de [37, p. 24].) Gite au lemme @edent, il suffit, pour touv € A, de
construire une sous-atgre de Hopf affin® de A contenanv. Soit (g;) une base dé. Pour tout
K-espace vectoridl, toutélement devl © A admet donc une uniqueeriture de la formg§ m @ a;.
Par exemple, prenaM = A, on aA(g) = ¥ j ® aj. De méme, on peukcrireA(v) = S v ® &;.
NotonsV le sous-espace vectoriel Aeengende parv et lesv;. Nous allons voir qua(VvV) C V®A.
Il est clair par construction qui&v) € V ® A. Par coassociativat:

ZA(VQ@&- = (A®Idp) o A(V) = (Ida®@A) 0 A(V) = ZVi ®A(g) = Zvi ®aj®a;.
Par le principe d’unicé ci-dessus appli@aM = AR A:
A(vi) =) Vj®aji EVRA,

d’ou la conclusion. On peut posef :=V eta; o := a;, de sorte que cetiegali€ est encore vraie
pouri = 0.

Consicerons maintenant le sous-espace vectafiele A engende par lesy; et lesg; j. Un calcul
similaire (et laisé au lecteur) permet de voir gi¢U ) C U ®U. Soit ensuitd le sous-espace vec-
toriel deA engende parJ etSU ). On voit en appliquant la prog# caracéristique de I'antipode
(section 5.2) qué(L) C L®L et queS(L) C L. Les némes calculs que dans lardonstration du
lemme pécdent entrainent que lg-algebreB engendee parl est une sous-addpre de Hopf; et
il estévident qu’elle est affine.]

Ce lemme dit que le group¥(A) est limite projective filtrante de groupes algiques affines.
Pour les deux lemmes qui suivent, nous introduirons une terminologie non standard. Nous dirons
gu’une extension d'akgpresB c C est “fidele” si, pour tout i@éal maximaldJt de B, I'id eal 9C
de C est proprej.e. MC # C, i.e. 1 ¢ MC. Cette notion est motée par la notion d’extension
“fidelement plate” en afghre commutative, et I'on peut d'ailleur&mhontrer [37, p. 109] que
toute extension d’akpres de Hopf (sur un corps, mais p&Eessairemenéduites)B C C est
“fid element plate” (ce qui renforce le lemme 7.2.21 ci-dessous).

Lemme 7.2.20 Soit B une sous-algébre de Hopf de I’algébre de Hopf C. On suppose que C est
une extension fidéle de type fini de B. Alors le morphisme de groupes X (C) — X (B) est surjectif.

Preuve. - Soitx : B— K un morphisme d’'algbre ; son noyatht est un ickal maximal de corps
résiduelK. La K-algébreC/9MC = (B/M) ®g C est de type fini suK = B/, et elle est non
triviale. D’apres le nullstellensatz, il existe un morphisme d&igeC/9MC — K, autrement dit,

un morphisme d’'algbrex’ : C — K dont le noyau contierfiiC. La restriction dex’ a B a donc

pour noyawlt, d’ou I'on déduit quex appartient I'image dex (C) — x(B). O
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Lemme 7.2.21 Soit B une sous-algebre de Hopt de I’algébre de Hoptf C. Alors C est une extension
fidele de B.

Preuve. - Soit 9t un idéal maximal deB et supposons quBiC = C. On a donc 1= y mic;, ou

lesm; € Mt et lesc; € C. D’apres le lemme 7.2.19, lag, appartiennent toud un iceal maximal
d’une sous-algbre de Hopf affin®’ deB, et lesc; appartiennent tous une sous-akgpre de Hopf
affineC’ deC, dont on peut supposer gu’elle contidit L'application X (C') — X (B') est alors
un morphisme dominant de groupagébriques donc surjective d’a@s le tleoeme 5.4.4. Mais

la relation 1= Y mic; entraine qu’aucurx € X(B') dont le noyau contient les (et il en existe)
n'est dans I'image, TILT

Remarque 7.2.22Les algbres de Hopf ont des proptés beaucoup plus “rigides” que les simples
algebres. Il est par exempleethonté dans [1, th. 4.2.7, p. 180] que toute soushtg de Hopf
d’'une algbre de Hopf iregre affine est elle-éme affine. L'exercice ci-dessous montre que rien
d’équivalent ne se produit pour une simpledddre. (La propi@te de fikkle platitudeevoqiee plus
haut est un autre exemple de cette riggdit

Exercice 7.2.23(i) SoientA:= K+ XK[X, Y] etl := XKIX,Y]. Vérifier queA est une sous-algpre
deK[X,Y], quel en est un iéal maximal de corpssiduelK, quel? = X2K[X,Y] et que leK-
espace vectorigl/|2 admet pour base les classes ¥, donc est de dimension infinie.

(il) En déduire qud n’est pas un idal de type fini, qué n’est pas un anneau noetherien, et donc
pas uneK-algebre de type fini.

Démonstration du théoreme 7.2.12

Preuve. - On noteraG; les Ga(X) et| I'ensemble ordon@ filtrant de leurs indices,e. les
classes d’'isomorphie d& ep¢ (). Puisque, pouj > i, le morphismeG; — G; est surjectif, on
peut identifier I'algbreA; ;== A(G;j) a une sous-akpre de Hopf dé\; := A(G;).

Par dualié de Gelfand (page 97) chaqGe s'identifiea X (A) := Mor g4, (A, K), donc leur
limite projectiver@9 3 :

29 = |im G; = lim Mor 54, (A, K) = Mor g4, (A,K), ou A:=limA = | JA.

Les morphisme{Ai A —>ARAe:A—-KSIA— Ai> gui font desA; des algbres de Hopf
(et qui correspondent aux structures de groupes s@;|&$. page 97) passeatla limite inductive
en des morphismeéa A—-ARAe:A—-AS A— K) qui font deA une algbre de Hopf et
qui fournissent une structure de groupe 8ue= X (A). Ce dernier brite de plus (par duaétde
Gelfand) de la topologie de Zariski. Noter que chaque morphiSme X (A;) est dominant.

On raisonne en partant dg € G := Gal(Xp) (on note ici O I'un des indices). Par duélide Gel-
fand, cexg correspond un morphisme d’akprexo : Ag — K, que I'on veutetendre ery : A — K.
Pour cela, on conséde I'ensemble des coupléd’,x’), ou A’ est une sous-aépre de Hopf deé\
contenanfg et al X’ : A — K est un morphisme d’aébre quietendy. On ordonne cet ensemble

4C'estici que I'on voit qu'il s’agit bien de gonetrie algbrique et pas simplement d’&lgre !
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en posantA’, x') < (A", x") siA' C A" et six” étendy’. Cet ensemble est stable paunion fil-
trante, donc inductif, et, d’aps le lemme de Zorn, il admet donc @@ment maxima(A’,x’). Il
s’agit de voir queA’ = A.

Dans le cas contraire, I'une dAsn’est pas incluse das La sous-algbre de HopB' := A'A; de
A (lemme 7.2.18) contient strictemedt et il suffira d’y étendrex’ pour contredire la maximaét
de (A, x'). Or, I'extensionA’ C B’ est fickle (lemme 7.2.21) et de type fini (parce qeest de
type fini surK), et il decoule du lemme 7.2.20 qu&(B') — X (A) est surjectif, ce qui adve la
déemonstration]

7.3 Lenveloppe proalgebrique de Z sur C et ses incarnations

Voici maintenant un exemple non trivial d’enveloppe pré&hldque, qui a de plus le charme
de poséder une intergtation topologique.

7.3.1 Rappels et com@ments surRep:(2)

Aune repésentatiorfV, p) deZ dans urC-espace vectoriel de dimension fiMeon a assoéi
d’'une part le coupléV, @), ou @:= p(1) € GL(V); et d’autre part [eR-module de groupe additif
sous-jacen¥, ol R est I'anneau principaC[X, X 1] et ali la multiplication externe estdinie par
P.v:=P(@)(v). On a ainsi obtenu dexjuivalences de dagories :

Repc(Z) ~~ {couplesV, @)} ~» {R-modules de torsion de type fini

Dans la catgorie du milieu, les morphismes (¢ @) dans(V’, @) sont les applications l&aires
u:VvV —V'telles quegou=uoq.

Descriptions de la structure tannakienne

Le foncteur d’oubliw se ckcrit ainsi dans chaque égforie :a un objet(V, p) de la premére,
il associeV ; a un objet(V, @) de la deuxéme, il associ¥ ; a unR-module de torsion de type fini,
il associe I'espace vectoriel sous-jacent (donc obtenu par restriction des scaldragjle

Le produit tensoriel et le dual s&drivent tés bien dans la presrie caggorie :
(V,p) @ (V',p) = VeV, pep)et(V,p)’ = (V' p");
et dans la seconde éagforie :
V.9 (V,¢)=(VaV.ead) et (Vg = (V',¢).
Mais ils n'admettent pas de description simple dans la &nisi caégorie.

Exercice 7.3.1Décrire I'unite dans chacune des trois@gories.
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Description “axiomatique” du groupe tannakien

Ici, nous péféerons la catgorie du milieu. Urélement de Aut(w) est la donie, pour tout
(V,), d'un@e GL(V), donrée assujettie aux deux contraintes :

1. Fonctorialié : pour toutu:V — V' tel queq@/ ou=uo@ onag ou=uo@.
2. ®-compatibilie : R ¢ = e @.

En prenant poun un isomorphisme dans la pregné relation, on voit que, $V, @) ~ (V',¢),
alors @ et @ sont semblables. En prenant (toujours dans la gremielation)V/, @) = (V, @) et
u:= @, on voit que :

Qo= Qo
Ces congquences de la pregre relation s’appliquent dorictoutélement(V, @) — @ du groupe
Aut(w) des automorphismes (noReessairement tensoriels) @e

Exercice 7.3.2Dans la troistme cakgorie, est un automorphisme demodules.

7.3.2 Calcul de Autfw)

Pour commencer, on ne s’occupera pas desamrences de la contrainte @ecompatibilié.

Composante semi-simple

Pourétudier I'effet de I'action de Ayto) sur lesélements propres, on prendra pour cadre la
cagégorie degV, @). On veut @&crire au mieux uglement(V, @) — @de Autw). Les congquences
explicitees ci-dessus de la contrainte de fonctoBaifippliquent donc.

Pour toute droitd®, le groupe GID) est canoniquement isomorph€* et I'on écrira plubt
(D,\) avecA € C*. Soient dond,D’ deux droites eh,\’ € C*. Pour que les objetdD,\) et
(D’,N') soient isomorphes, il faut, et il suffit, qde= A’ (exercice facile et amusant pour le plaisir
du lecteur). Si c’est le cas, on a vu quet)’ sont semblables, autrement @gaux puisqu€* est
commutatif. On a donc, pour toétement de Aufw), une application bienéafinie A — A de C*
dans lui-néme telle que notrélement de Aufw) envoie(D,\) SurA.

Soitg e GL(V) et soitA une valeur propre d@. Notantx € V \ {0} un vecteur propre asséci
aA, I'égalie @(x) = Ax dit que I'applicationt — tx de C dansV définit un morphisme déC,A)
dans(V, @). La fonctorialié se traduit alors par la relatigix) = Ax. Ainsi, tout vecteur propre de
@ est un vecteur propre dg

Le produit(V x W, @ x g) est muni de projectionp,q qui sont des morphismes veig, @) et
(W, ). Par fonctorialig, on a les relations :

po@x P =@opetqo@x P=oq,

d’ou l'on tire : B
OxXY=0exy.
La formation dep commute don@ la formation de blocs.
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Supposons maintenaqptsemi-simple, de valeurs proprks, ..., A, et soitxy, ..., X, une base
de vecteurs propres assegi On &/ = @ Cx; et meme(V, ) = P(Cx;, Ai). On ceduit alors de ce

qui precede : B o
(V,@) = EP(Cxi, \i).

En termes matriciels, gV, ) = (C",S) avecSe GLy(C), et siS= PDiag(Ay,...,An) P~1, alors
S=PDiag(Ay,...,An) P2

Exercice 7.3.3Soity une application arbitraire d&* dans lui-néme.

(i) Soit@e GL(V) semi-simple, de valeurs propres ..., An €t Soitxy, . .., X, une base de vecteurs
propres assoes. Montrer que I'automorphisme dedéfini parx — y(A;)X est independant du
choix de la base de diagonalisation choisie. On le notega

(i) Soit S= PDiag(A1, ...,An) P71 € GLn(C) une matrice diagonalisable. Montrer que la matrice
PDiag(y()\l),...,y(An)) P~! ne tepend que d& et dey, et non de la matrice de passageOn
noteray(S) cette matrice.

Composante unipotente

Pourétudier I'effet sur les blocs de Jordan, il sera plus commode d'adopter le point de vue
desR-modules. Le bloc de Jordan cyclique de valeur prapeeC* et de taillen est un objet bien
défini @ isomorphisme j@s. LeR-module correspondant s’identiieR/ < 1§ >, oU Ty := X —a
est premier danR. D’apres I'exercice 7.3.2, on doit lui associer un automorphismB-tguodule
R/ < 1§ >. Ce dernieétant monogne, cet automorphisme est une horatithde rapport :

Yn € (R/ <Tg >)",
défini a conjugaison s, donc absolument (c’eateire ne @pendant que de etn) puisqueR est
commutatif. Par exemple, poar= 1, on retrouve la situation semi-simple vue plus haut et :
y1=y(a) e C" = (R/ <1y >)".
Dans le cas gréral, la contrainte de fonctoriaditapplig@ee aux surjections canoniques :
R/ <1 >— R/ <y t>

entraine que la famill¢y,) est compatible avec ces surjections, donc appaiémtimite projec-
tive :

lim (R/ < 1§ >)" = (ImR/ <75 >)" = (C[[X —a]])".

On a utilige 'isomorphismeC[X, X 1] /(X —a)" ~ C[X] /(X —a)" (valable poun # 0) et I'exemple
2.2.11. PuisquéC|[[X — a]])” code I'effet deglements de Autw) sur les blocs de Jordan de valeur
propreda, on obtient :

Théoreme 7.3.4Le groupe Aut(w) des automorphismes (pas nécessairement ®-compatibles) du
foncteur w est isomorphe au groupe produit ] (C[[X —a]])".
aecC*

Preuve. - Les raisonnements qui@medent donnent une application injective de Aejtdans ce
produit. La composition dans Alb) se traduit par des compositions d’hométikes, donc des pro-
duits de facteurs d’homofie, ce qui montre que cette application est un morphisme de groupes.
Pour la surjectivié, voir I'exercice qui suitl]
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Exercice 7.3.5Etant dong unélement(ys) de [ (C[[X —aJ])", décrire son effetV, ) — ¢
aeC*

commeélement de Autw) et en éduire que le morphisme ci-dessus est surjectif. Par exemple,
I'effet sur les composantes semi-simples estri par I'applicationy qui, a a € C*, associe le
terme constan; deyy € (C[[X —a]])".

7.3.3 Calcul de 2'9 = Aut®(w)

On consi&re maintenant uglement de Alit (w), sous sa forméV, @) — @. Outre la contrainte
de fonctoriali€, exploiee ci-dessus, il doit satisfaire la contraintesdeompatibilie :

0@ =02¢.
Par exemple, le cas d€,\) ® (C,p) donne :
A= AR,
autrement dit, I'applicatioy : A — A est un morphisme de groupes :
y € Homg (C*,C").

Décrivons les blocs de Jordan sous la for(@é, &, ), ou :

A1l 0. 0
oA 1. 0
E}\n:: 0O 0 A . 0
0 0 0. A

De lisomorphisme :
(Cn7 E)\,n) ~ (Cn7 E.Ln) ® (07)\)7

on deduit qu'il suffira de éterminer IesETn. Pour cela, on remarque que sa base canonique
(f1,..., fn) vérifie En(fi) = fi + fi_1 (par conventionfy = 0). De néme, la base canonique
(91,...,09ns1) de C™1 verifie &1n+1(0i) = 0+ 0i—1 et la base canoniquie,,e;) de C? verifie
§12(8) =6 +6_1.

Lemme 7.3.6 Il y a un unique morphisme :

u: (C™ & ni1) — (C"&1n) ® (C% &12)

tel que U(gn+1) = frh® €, et ce morphisme est injectif.

Preuve. - Puisque(C”*l,EmH) est cyclique, il suffit de voir que :
(E1n®&12— Id)P(faroe) =0 p>n+1

Mais on \erifie par ecurrence que c’est une combinaisoreéiite def; © e; tels quei + j <
n+2—p, les termes tels quet j = n+ 2 — p ayant des coefficients non nuls.
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Onadonc:

<G®$> oU=Uo&1ni1.

On sait @ja quea =1 (c’est di au fait quey est un morphisme de groupes). Commest
injectif, la connaissance dg » et de€; , determinefy n,1. Autrement dit, il y a au plus une suite
(§1,n) correspondara unéy » donre.

De la suite exacte :
0— (C,&11) — (C%&12) — (C,&11) — O,

on céduit queETz est triangulaire sugrieure unipotente :

On verifie facilement qu’en posant pour taut
E.T,n = Ea\_,na

on cefinit une suite(ﬁ) telle que toutes les contraintes (fonctorialét @-compatibilig€) sont

satisfaites. C’est la seule possible pouiun C, donc pour urﬁTz donre. Ainsi, notreglement de
Aut®(w) est totalement caraatise, outrey € Homy, (C*,C*), par un € C.

Théoreme 7.3.7 L’enveloppe proalgébrique de Z est le groupe :
789 = Aut®(w) = Homg (C*,C*) x C.

Preuve. - La bijection €sulte de ce qui padde. La multiplication dang2'9 correspond la com-
position des homotties en ce qui concerne l'effet sur les valeurs propres, comme on I'@jait d
dit en étudiant Autw) : donca la multiplication dans Hoga(C*,C*) définie par la structure de
groupe de I'ensemble d’aré@e,i.e. (yiy2)(a) := yi(a)yi(a). En ce qui concerne I'effet sur les
blocs unipotents, on doit effectuer le produit t&?s donc additionner les coefficierks ]

Exercice 7.3.8Comment se plonge coritement le groupe Ati{w) = Homg(C*,C*) x C dans
le groupe Autw) = [ (C[[X—a]])"?
ac

C*

Incarnation et structure proalgébrique de 72'9

Nous ne faisons ici que syréhser les corexquence de &tude pectdente, sansédailler les
arguments.

Soit(y,A) € Homy (C*,C*) x C unélement dz'9. Soit(V, @) un objet assoéia une repesentation
deZ et soitg = @s@, la decomposition de Dunford dge GL(V). Lautomorphismep deV cor-
respondant est alors :



(La notationy(qs) a ét introduite dans I'exercice 7.3.3.) Ainsi, la répentatiorp : Z — GL(V)
qui an associgp” donne lieua la repésentatiorz®9 : — GL(V) qui a(y,A) associey(@s)q).

On saita priori que le morphism& — Z29 détermine unéquivalence entr& ep-(Z) et la
cakgorie des re@sentations rationnelles @&8'9 (au sens de la section 7.2.2). Oeddit donc de
la description ci-dessus que le morphisie» Z29 est dongé par :

n— ((Z|—> z”),n).

Dans une ref@sentationV, @) donrée, I'effet de Iélement(y,A) est trivial si, et seulement
si, les valeurs propres dgappartiennent au noyau @ge et, soitA = 0, soitq, = Idy. Le groupe
de Galois correspondant admet donc comme composante unipotente soiCGslmh quep est
ou non semi-simple ; et comme composante semi-simplegH&C*), ou S est le sous-groupe
de C* engende par les valeurs proprées,...,A, de @. C'est bien un groupe abdprique, que
'on peut identifier au sous-groupe d€*)" formé par les images d@\1,...,An) par tous les
y € Homgy(C*,C*). Pour une description pluséxise, voir 'examen (annexe B). ComrGeé est
la réunion filtrante de ses sous-grouf@de type fini, le groupe proaddprique Horg,(C*,C*) est
la limite projective des groupes @griques Horg (S, C*).
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Annexe A

Un exemple bizarre

Objectif. On va construire un sy&stne projectifE;, f)) d’ensembles et d’applications tel que :
— I'ensemble ordon&l des indices est filtrant ;
— lesf! 1 E; — E, ] > i sont surjectifs ;
— notantE la limite projective du sy&me etf; : E — E; ses applications structurales, lgse
sont pas surjectifs.
En fait, lesE; seront non vides et leur limite projectitesera vide.

La construction. On prend pout I'ensemble des partiesedombrables d®&, ordonré par in-
clusion; il est bien clair qu'il est filtrant. Pour tou€ I, on pose :

Ei :={¢:i — R | @estinjective d'image diséte}.

Si j >i, c'esta-dire sii C j, l'applicationf : E;j — E; est simplement I'application de restriction :
en effet, sip: j — R est injective d’'image diséte, c'esta fortiori vrai de sa restriction au sous-
ensemble. On verifie immédiatement qu’auculg; n’est vide : il suffit de prendre powe E; une
bijection dei surN.

Pour voir que chaqué’ est surjectif, on remarque que,@i X — R est injective d'image
discrete et siy est la union disjointe d&X et deX’, ce dernieetant @nombrable, on pe@tendre
@eny:Y — R en envoyanX’ dans un intervalle ouvert non vide du compientaire de Imp;
cela peuttre fait de telle sorte qué soit injective d'image dis@te.

Lemme A.0.9 La limite projective des E; est vide.

Preuve. - Un élement de la limite projectiveE est une famillg @) telle que chaquey est injective
d'image discete et telle que, sSiC j, @ est la restriction dg;. En comparani et j quelconques
aiuj, on voit que deux quelconques de ces applicatioiiscident sur leur domaine commun et
déefinissent donc une applicatign R — R (puisque les partieehombrables dB ont pour Bunion
R). L'application@est telle que sa restrictiantoute partie @nombrable d& est injective ; elle est
donc injective. Elle est aussi telle que I'image de toute paémodhbrable d® est discete. Cela
implique que Inp est discete : sinon, une suite @émentsp(x,) deuxa deux distincts aurait une
limite @(x), et, prenant pour I'ensemble fornd dex et desx,, on aurait une contradiction. Nous
avons donc en fin de compte une pagiiR) discrete non @nombrable d&, ce qui n’existe pas.J]
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Annexe B

Examen de M2 sur “Equations
fonctionnelles et repiesentations des
groupes algebriques”, 5 juin 2009

L' épreuve dure quatre heures. L'usage des documents (notes de cours, [@lgsdpitorié.

Dans tout le proldme, la lettreK désigne un corps a#dpriguement clos de carécistique
nulle. On dira abusivement “adprique” pour “al@brique affine”. Les&ponses doiverétre jus-
tifiées sauf celles pour lesquelles cela est exprasat indiqé. Dans chaque section, les prenais
guestions sorglementairesLes questions difficiles sont en italiques.

Le but du probtme est de &crire Z2'9, 'enveloppe proalgbrique deZ, par des rathodes directes,
c’esta-dire sans duakttannakienne.

B.1 Groupes algebriques en dimensionlL

1) SoientX un ensemble akprique affine eA := A(X) son algbre affine. Soif € A\ {0}.
On noteU l'ouvert affine Dx (f) := X\ 74 (f). Rappeler sans justification quelle est I'atge af-
fine B deU. Démontrer que l'inclusiot — X est un morphisme d’ensembles &lgiques. Quel
est son comorphisme ? On prend@uavaniX := K etU := K*. Preciser sans justification ce que
sonticiA, f etB. Déeterminer les feries deX = K et ceux ddJ = K*.

2) Décrire tous les morphismes d’ensemblesthliguesK* — K et leurs comorphismes
A — B. Décrire de neme tous les morphismes d’ensemble€htgjuesk — K* et leurs comor-
phismesB — A.

3) On noteG, le groupe algbrique(K,+) (“groupe additif”). Determiner ses sous-groupes
fermés. Decrire sans justification le comorphisfAe~ A® A de I'addition. On notés, le groupe
algébrique(K*, x) (“groupe multiplicatif”). Déterminer ses sous-groupes fésnDecrire sans
justification le comorphismB — B® B de la multiplication.
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4) Décrire tous les morphismes de groupe€hblijues dés, dansG, et leurs comorphismes
A — B. Décrire de néme tous les morphismes de groupe€higjues deG, dansGn, et leurs
comorphisme8 — A.

B.2 Morphismes deG, dans GLy(K)

1) SoitU € GLy(K) une matrice unipotente. On rappelle qie— I,)" = 0. Pour toufA € K,
on pose :

f(\) := :;i @) (U—1)k ou <g> =1let (D = éogg_lox —i).

Vérifier quef(p) =UP pourp e N, p > n, puis quef (p+q) = f(p) f(q) pourp,g€ N, p,q>n.

2) En ceduire quef définit un morphisme de groupes éalgriques deGz, dans Glg(K). On
noteral? := f(A).

3) Montrer que I'adBrence de Zariski d€UP | p € Z} est le plus petit sous-groupe fezrde
GLn(K) contenant. On noteG(U) ce groupe.

4) Déduire de ce qui jre2de et de la question 3 de la préma section Bgalié :G(U) = {U? |
A € K}. Ce groupe algbrique est-il isomorphe au groupe @lbgiqueG, ?

B.3 Caracteres d’'un groupe algebrique

Pour tout groupe akpriqueG, on noteX(G) I'ensemble des morphismes de groupeg&htgues
de G dansGy,. Leséléments deX(G) sont appeds caraceresde G. (Par cfinition, on a donc
X(G) C A(G).)

1) Veérifier qu’en posantx.x')(9) := x(9)x’(g) (autrement dit, la multiplication suf(G) est
la restriction de celle d&(G)), on fait deX(G) un groupé. Soit H un sous-groupe ferende
G. Vérifier que la surjection canoniqu€G) — A(H) induit un morphisme de groupé§G) —
X(H).

2) On dit que le groupe adpriqueG estmultiplicatif si X(G) engendre l&-algeébreA(G).
Vérifier que cela reviera dire queX(G) engendre l&K-espace vectorigh(G). SoitH un sous-
groupe fernd du groupe multiplicatis. MontrerH est multiplicatif.

3) Pour tout groupe algbrique G, @montrer queX(G) est une partie libre de &) (théoreme
d’'indépendance ligaire des caraétres, de Artin-Dedekind). On pourra pour cela cotesat une
m

relation linéaire non triviale la plus courte possible entre les cagaes : L:= 3 Ajx; =0, ou les
i=1

Xi sont dewa deux distincts, puis en tirer une relation plus courtgdg) — X1(do)L(Qg).

1En geréral, X(G) n’est pasun groupe algbrique.
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4) Déduire de la question 3 que, si H est un sous-groupeéatmgroupe algbrique mul-
tiplicatif G, le morphisme de groupes(G) — X(H) est surjectif. Soit alors E le noyau de ce
morphisme. Bmontrer la formule :

H={geG|Vx€cE, x(g) =1}

B.4 Groupes multiplicatifs monogenes

1) On not€T, le groupe algbrique((K*)", x) ; autrement ditT, = (Gm)". Décrire sans jus-
tification son algbre affine, que I'on notef,, et le comorphisme de la multiplication. Pour tout
A= (A1,...,An) € Z", on noteraX? := XlM---XQn € Bn. Montrer queX(Ty,) est 'ensemble des
morbmesx?.

2) A l'aide des Esultats de la section @edente, montrer que tout sous-groupeehlifueG
de T, est multiplicatif et qu'il existe un sous-groupedeZ" tel que :

G={(Xt,....Xn) € (K)"|VA €A, x* =1} = (") KerX*. On noterall'(A) ce groupe.
AeA

3) Soitx:= (Xq,...,%) € (K*)". On note/\x le groupe des relations multiplicatives entre les
X
A= eZ" ¥ =1
Démontrer que le plus petit sous-groupeéhigque del, contenank estT(/Ax). Ce groupe sera

note G(x). On dit quey:= (y1,...,¥n) € (K*)" est unaépliquedex si toute relation multiplicative
entre lesx; estégalement satisfaite par lgs:

AezZ" X' =1=T[]¥"=1

Autrement dit/\x C /\y. Veérifier queG(x) est I'ensemble de$pliques dex.

4) Montrer que lesépliques de x= (x4, ..., Xn) € (K*)" sont exactement l§g(xy), ..., ®(Xa)),
ou @ est un morphisme de groupes dé dans lui-néme. Pour montrer I'implication difficile, on
pourra utiliser le faif que,” étant un groupe arbitraire €’ C I un sous-groupe, tout morphisme
" — K* s’étend en un morphisnie— K*,

B.5 Groupes monognes dans Gly(K)

1) SoitS € GLy(K) une matrice semisimple et sdit: K — K une application arbitraire. On
écrit S= PDiag(dy,...,dn) P! et 'on posef(S) := PDiag( f(dy),..., f(d)) P~1. Montrer que
cette @finition ne @&pend pas du choix de la diagonalisatiortde

2Ce “fait” vient de ce que I&-moduleK* estdivisible, doncinjectif, voir par exemple Lang.
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2) On noteHomy (K*,K*) 'ensemble des morphismes de groupekdedansK*. Déduire
de la question 4 de la sectiongoedente que le plus petit sous-groupeéhigque de Gh(K)
contenanBest :

G(§) ={W(S) | o€ Homy (K", K")}.

3) Soit Ac GL,(K) et soit A= AsA, sa cecomposition de Dunford multiplicative£Duire des
sections peccdentes Bgalité :

G(A) = {A(A)A} | (@A) € Homyr(K*,K*) x K}.

En deduire que I'enveloppe proaégb;riquezﬁ'g deZ sur K s’identifiea Homy (K*,K*) x K. On

pourra utiliser le fait quezﬁ'g est la limite projective des groupes(&), en sggcifiant bien le

syseme projectif concen Les morphisme&ﬁ'g — G(A) sont-ils surjectifs ?

B.6 Pour se péparer a la deuxieme session

Ce qui suit ne fait pas partie de I'examen du vendredi 5 octobre !

1) On noteV, le groupe algbrique(K", +) ; autrement ditV, = (G,)". Décrire sans justi-
fication son algbre affine, que I'on noterd,, et le comorphisme de I'addition.&ifier que tout
sous-espace vectoriel 8¢ définit un sous-groupe addprique dev,.

2) Pour toutx € K", montrer que I'applicatior\ — Ax définit un morphisme de groupes
algébriques dés, dansV, et en dcrire le comorphisme.

3) Soit G un sous-groupe d@grique deV,,. A laide de la question @cédente et de la ques-
tion 3 de la premgére section @montrer que, quelque soitxK", soit KxC G, soit Kx1 G = {0}.
En déduire que G= ZGKX, puis une éciproquea la question 1.

Xe

4) Montrer que tout morphisme de groupeséigques deG, dans Gly(K) est de la forme
A — U? pour une certaine matrice unipotente U. On pourra trigonaliser sim@taent tous les
f(A) et utiliser la question 4 de la pregrie section.
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Annexe C

Corrig € succinct de I'examen

C.1 Groupes algbriques en dimensionl

1)

Solution :

B=A[T]/(1-Tf)=A1/f] = As.

U s’identifie au ferne 7% (1—T f) de X x K et 'inclusionU — X a la compoge de la seconde
projection (qui est un morphisme) avec l'inclusion de ce fefqui est un morphisme).

Le comorphisme est donc le compodeA — A[T| et deA[T] — A[T]/(1—T f), donc le mor-
phisme canoniqué — Ags.

A=K[X], f =X, B=KI[X,1/X]. (On peut aussi prendre potirn'importe quelcX™, ¢ € K*,
me N*.)

Tout fermé deK distinct de lui-néme est inclus dans u®'(P), P € K[X] non nul, donc est
fini; réeciproquement, tout ensemble fini est fér(n’est vrai dans tout ensemble @ligique). Les
fermés deK sont don et ses sous-ensembles finis.

Pour la néme raison (avek € K[X,1/X]), les fernés deK* sontK* et ses sous-ensembles finis.

2)

Solution :

Pour decrire un morphism&* — K, on part du comorphismk[X] — K[X,1/X] qui est de la
forme® — doP, ou P € K[X,1/X] est quelconque (c’est 'image dé ; le morphisme corres-
pondant esk — P(x). (On peut aussi remarquer qu’un morphiskie— K est tout simplement
une fonction eguliere suK*!)

Pour cecrire un morphism& — K*, on part du comorphismi[X,1/X] — K[X] qui est de la
forme ® — ®oP, ou P € K[X] est inversible, donc une constante non nulle arbitraiceK ; le
morphisme correspondant est constent a.

3)

Solution :

Parmi les sous-groupes feesdeG,, il y a {0} et G,. Tout sous-groupe non trivial est infini (car
K est de caraéristique nulle) ; s'il est fers, c’est donds, d’apres la question 2. Les seuls sous-
groupes ferras deG, sont donc{0} et G,.

112



K[X K[X]® K[X K|X K[X", X"

Le comorphisme de I'addition est, au cho{x, [X] = K[X]oK[X], ,ou [X] = K[X, X7,
X—=X®01+1eX X=X+ X"

Parmi les sous-groupes feesdeGn, il y a {1} et Gy,. Tout sous-groupe propre feenest fini

(question 2), donc de la formeg := {x € K | X" = 1} (tous les sous-groupes du groupe multipli-

catif d’'un corps sont de cette forme, et cycliques). Ces groéfzes finis sont ferigs.

. L K[X,1/X] — K[X,1/X] @ K[X,1/X],
Le comorphisme de la multiplication est, au chgjx, X 1/X] = KX, 1/ X] @ K[X, 1/X] , Ou
X— XX
K[X] — KX/, X" 1/X’ 1/X"],
x —s X/x//
4)
Solution :

Les morphismes di* dansK sont de la formex— P(x), ol P € K[X,1/X]. Les morphismes de
GmdansG, correspondent auR tels queP(xy) = P(x) + P(y). La cérivation par rappomx suivie
dex:=1donneP’ = C/X ce qui n’est possible que 8i= 0, doncP constant. Le seul morphisme
de G dansG, est donc le morphisme trivial et son comorphismeRest P(0).

Les morphismes d& dansK* sont constants; le seul morphisme @g dansGy, est donc le
morphisme trivial et son comorphisme &st- P(1).

C.2 Morphismes deG, dans GLy(K)

1)

Solution :

En appliquant la formule du bimea (I + (U — In))p et en tenant compte de la nilpotence, on
trouve f (p) =UP pourp > n.

L' égalie f(p+q) = f(p)f(g) pour p,q > nen cecoule imnédiatement.

2)

Solution :

La forme def montre que c’est une fonction polynomiale, donc un morphisme d’ensembles
algébriques. Fixong > n. Alors les fonctions polynomiale§(p+ p) et f(p)f(n) sontégales
pour une infinié de valeurs dg € K, doncégales. Enéitérant le raisonnement avech au lieu
deq,, on obtient Iegali& f (A + ) et f (A) f () pour toush, u € K, d’ou la conclusion.

3)

Solution :

Soitl := {UP | pe Z} : c’est un sous-groupe de G(K), son adirence est donc un sous-groupe
fermé de Gly(K) contenantU. Par ailleurs, tout sous-groupe fegnde Gly(K) contenantU
contientl” (car sous-groupe) donc son &iénce (car ferg). La conclusion est alors ingdiate.

4)
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Solution :

Limage réciproquef —1(G(U)) est un sous-groupe feéndeG, contenaniZ, c’est doncG,, et
G(U) contient{U* | A € K}. Mais ce dernier est un sous-groupe férde Gl,(K), carimage d’un
morphisme de groupes &griques : c’est donG(U) par minimalié de celui-ci.

Le noyau def estégala {0} ou G,. Dans le premier cas, qui se produitli= I, on a un
isomorphisme dé&, surG(U). Dans le deuxime cas, qui se produitdi= I, on a bien entendu

G(U) = {ln}.

C.3 Caracteres d’'un groupe algebrique

1)

Solution :

Il est clair quex)’ € A(G) et que c’est un morphisme de groupes, donélément d&X(G) : on a

donc bien une loi de composition interne, qui@gtdemment associative. L'application constante

1 est le neutre. |l fautérifier quex 1 := (g— Xx(g) 1) est dan&(G), car ce sera alors I'inverse de

X. Mais il estévident que c’est un morphisme de groupes, et c’est aussi un morphisme d’ensembles
algébriques comme comp@sley et de l'inversion dan&*.

Limage dex € X(G) dansA(H) est un morphisme de groupes doncélement deX(H) ; et la
restrictionaH est compatible avec la multiplication.

2)

Solution :

Toute partie qui engendre ke-espace vectorieh(G) engendre fortiori la K-algebreA(G). Dire
queX(G) engendre l&-algebreA(G), c’est dire que les produits@ements d&(G) engendrent
le K-espace vectorieh(G) ; mais ces produits sont euxemestlements d&((G).

PuisqueX(G) est une partie @ératrice duK-espace vectorieh(G), son image par I'application
linéaire surjectivé\(G) — A(H) est une partiegrératrice dK-espace vectoriéh(H) ; mais cette
image est contenue dak$H ), qui est don&galement une partieegératrice deA(H).

3)

Solution :
Supposons par I'absurde qiX¢G) n’est pas libre. Il existe donc une combinaisorééire non

triviale L := z AiXi, avecm > 1, tous lesh; € K*, lesy; € X(G) deuxa deux distincts et telle

quel(g) = O pour toutg € G. On choisit une telle relation aven minimum. Puisque leg;
sont non nulsm > 2. Soitgy € G tel quexl(go) # Xm(Qo) (possible puisques # Xm). Alors

L(909) — Xm(go)L(g) =L'(g), ou L’ := z (x, (do) — xm(go)))\.x. est identiquement nul, et fournit
donc une relation ligaire du néme type que la pedente mais strictement plus courte, TILT.

4)

114



Solution :

L'image de la bas&(G) de A(G) est incluse dans la bad&§H) de A(H), dont c’est une partie
gérératrice ; elle est donegalea X(H).

Une inclusion esévidente. Pour prouver 'autre, on v&rdontrer que l'i@al Ic(H) de H dans

G est engendr par lesyx — 1 avecy € E, ce qui suffiraévidemment. Soit don € A(G) nul sur

H. On écrit P comme combinaison l&rire de caraetes, en regroupant ces derniers par classes
moduloE, autrement dit, par famille de caraces ayant me restrictioraH :

P= 3% > M&x. dod, parrestrictioraH : > ( > 7\x> X' =0.
X'€X(G) X=X X'€X(G) \X—X
Par incépendance ligaire des caragtes deX(H), on en tire 3 Ay = 0 pour toutx’ € X(H).

XX’
Ainsi, si I'on notex’ € X(G) un rekvement arbitraire de chagyec X(H) :

P= 3 Y MX-X).
X' €X(G) X=X

Il ne reste plus qu remarquer qug — X’ est de la forme(’(p — 1) avecp € E.

C.4 Groupes multiplicatifs monogenes

1)

Solution :

Bn = K[X1,..., X0, 1/X1,...,1/Xq].

Le comorphisme de la multiplication est, au choti— X @ X; de K[Xg,...,Xn,1/X1,...,1/Xq]
dansK[Xg,..., Xn,1/X1,...,1/X0] @K[Xa,..., X0, 1/X1,...,1/Xy], ou bien X — X'X" deK[Xq, ..., Xn, 1/X1,
dansk[X], ..., X5, /X, ..., 1/XE XX XYL /X

Parmi leselements d&X(T,), il y a évidemment leX*. Comme ces derniers engendré(t,),

par incependance ligaire, il n'y a qu’eux.

2)

Solution :

Comme on vient de le voiiX(T,) engendréA(T,) qui est donc multiplicatif, ainsi que tous ses
sous-groupes ferés (question 2 de la section 3).

Remplagons, dans les notations de la secti@\@rT, etH parG. NotantA := {A € Z" | X} c E}
(c’est un sous-groupe d&"), on aE = {X* | A € E} donc, d’apes la question 4 de la section 3,
G=T(N).

3)

Solution :
Onaxe T(A) < A\ C A« Les sous-groupes feln deT, contenank sont donc ledl'(A) tels que
N\ C Ny, etle plus petit est biefi(Ax).
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Dire quey € G(x) c'est dire quey € T(A\x), autrement dit (comme ci-dessus), oqueC Ay, autre-
ment dit, quey est une eplique dex.

4)

Solution :

Il est tres facile de voir que, sp est un morphisme de groupes Hé dans lui-néme, alors
(@(x1),. .., @(¥n)) est une eplique dex:= (x,...,%) € (K*)", puisque[]}{' = 1= [@(x)" =

(p<|‘| xf') = 1. Réciproquement, soit:= (yi,...,Yn) une éplique dex := (xg,...,Xn). Notantl"

le sous-groupe dK* engende par lesx, on peut @finir une applicationp del" dansK* par la
formule 1y <|‘| xf') = [yM. En effet, toulement de” s’écrit sous la formg]x" ; et s'il s'écrit

de deux marires, le esultat est le lBme parce qug est une eplique dex. Il est immédiat quel

est un morphisme de groupes. On peut donc le prolonger Kri — K*, qui reponda la question.
(Le principe de prolongement invoguest le lemme 8.2 de Il 88 de Lang.)

C.5 Groupes mono@nes dans Gla(K)

Solution :

Personne ne I'ayant abdrd, je ne corrige pas ici cette section : elle pourra servir pour la éleexi
session. Le corrig complet du prol@me figurera dans la version corag du poly (sur ma page
web fin juillet).
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